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Die Temperafur\;ert'eilung im einem rechteckigen
Querschmtt, wenn die Temperatur an der Be-
randung vorgegeben ist. '

Ph. Boek, Briinn.
(Eingegangen am 22. April 1937).

In der vorliegenden Arbeit soll die Temperaturverteilung in
einem Rechteck untersucht werden, wenn die Temperatur an den
Réndern vorgegeben ist. Die Randtemperatur setzen wir als eine
Temperaturschwankung an, deren Amplitude lings des Randes
eine zu den Mittellinien des Rechteckes symetrische Verteilung
aufweist. Diese Amplitudenverteilung und die Kreisfrequenz »
der Temperaturschankungen wollen wir als gegeben ansehen. Bei
der weiteren Auswertung der Losung werden wir dann insbeson-
dere annehmen, dal die Amplitude der Temperaturschwankung 4
langs des ganzen Randes konstant ist. Diese Annahme entspricht
der Vorstellung, daB das Rechteck in ein réumlich homogenes
Feld von Temperaturschwankungen eingebéttet ist. Die Inte-
gration der Warmeleitungsgleichung geht unter den gegebenen
Randbedingungen so vor sich, da die Losung durch Uberlagerung
von zwei Teillésungen geblldet wird. Die Teillosung u, und wu,
werden in der Form von unendlichen Reihen ausgedriickt.

I

Die Wirmeleitungsgleichung hat im Falle rechtwmkhger
kartesicher Koordinaten die Gestalt.

o0 0% '
—_’(axz"'ay) (1)
wobei, wie iiblich u die Temperatur, ¢ die Zeit und ! eine Ma-

terialkonstante bedeuten. Den rechtwinkligen Querschnitt mit
den Seiten 2a¢ und 2b legen wir so in das Koordinatensystem, da@
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A

~ die” Achsen des Systems mxt den Mlttellimen des Rechteckes
zusammenfallen.

- Wir setzen die ibsung der Dxfferentmlglelchung (1) nach dem
Vorgang D. Bernoullis in bekannter Weise an, und zwar
~u=XYT, ‘ R S )
wobei X nur eine Funktlon von a: xst Y nur von y und T nur
von {abhéngig-sind. - - . '
Die entsprechenden Glelchungen smd daher

CTXT R =0 (3)
yh+my_o_mgqﬁ-,@fﬂ0
T "= et RN ¢ O

Damit die Gleichung (1) erfullt sei, muB zmschen den Kon-
stanten A, x und » die Bez1ehung ~ ‘
. W

- ya +J-5 =7 (4)
bestehen '
- Liegt nun’etwa die erste Rancfwertauigabe vor, d.- h soll
' fiir g =—a u(—a, y; 1) = g(y) eirt- ' : '
» =@ U, y3d) —me“"w(a
» Yy=-—b o u(w, —b; t) ="f(=) et
y Yy=2>b 0 w(x, byt) = f(x) e

sein, wobei f(z) und g(y) vorgegebene, wegen der in der Einleitung
gekennzelchneten Symmetrie .der Randbedingungen, gerade Funk-
tionen sind und » die vorgegebene Krelsfrequenz bedeutet 80
verfahren wir folgendermafSen.

Wir bilden zunéchgt eine Lbsung 4y, die den nachstehenden
Randbedingungen geniigt:
fura:——:{:ase1u1—0 furalleyundt (5,)
» Y= b selu=flz)e .
Hierauf ‘bilden wir-eine Ldsung 4, ‘mit den entsprechenden ‘Rand-
bedmgungen. Es sei 4 -
furx—':};a u—g(y)e"‘ T ' ke
»y Y= +b u:-—() ftir alle  und ¢. (5%)
Man sieht sofort, daB die Losung der durch (5) gekennzeich-
neten Randwertaufgabe -u_sich-additiv.aus % und u, zusammen-

setzt: L P
u == ul + 11,2. oo o . —(6)

Wir bestimmen zunéchst u,. - L Eal e

' Diese Losung witd additiv aus einer Relhe é(m Termen der
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Form (2) zusammengesetzt. Der von z abhéingige Faktor eines
dieser Terme geniigt der Differentialgleichung

X"+ 22X =0, (3")
deren allgemeines Integral
X = ¢, 8in Az + ¢, cos Ax
ist. Die Randbedingungen (5') verlangen, daf X fir x = 4+ a
verschwinde. Daraus ergibt sich
6— 0, %=}gjln

' Den willkiirlichen konstanten Faktor setzen wir
; 62 - 1,
so daB die Losung von (3') schlieBlich
X 2n 41
2a

(7)

# = COS

wird.

Der symmetrischen: Anordnung des Querschnittes und der
Randbedingungen und damit auch der Temperaturwellen ent-
sprechend, ist X, eine gerade Funktion von z.

Die Losung der Gleichung (3")
Y" 4+ @Y =0 (8)
ist gegeben durch _
. Y, = ¢,V 8in upy + ca® cos uay (9)
wobei nach (4) - '

ist. Die Teillosung %, hat daher zundchst die Gestalt

(2n + 1) ax
2a

u; = et z cos {ca® sin pay + ca® cos pay}.  (10)

a=1
Die so erhaltene Losung passen wir nun den Randbedingungen
y=1b u = f(z)e"
an. Es miissen demnach
fir y = 4+ b, v = f(x) e
folgende Glelchungen erfiillt werden:
f(z) = Zcos

n=1

+1 . '
7% {— ¢V sin upb + c4® cos uad}
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flx) = }‘_ cos + 1 X {CaV) Sin b + @ cos unb}.
’ n=1
Durch Subtraktion dxeser beiden Gleichungen ergibt sich

¢ =0
und

1
nx.

2 2n

= (2)
f(z) ”Zlc,, cos ugzb cos %a
Die Bestimmung der Koeffizienten dieser Fourier'schen Reihe
geht in der iiblichen Weise vor sich und ergibt die Gleichung

a
1 2n 4+ 1
(2) = —
ca® cos unb a f f(x) cos %

nxdz.

) a
Fiihrt man die analoge Rechnung fiir u, durch, wobei der
entsprechende Ansatz fir u,

n + 1

Uy = €t z cos 2 55— Y {c,® sin l,,m + ¢.® cos 2.,.a:} (12)
mit
nl
2n —l/_—— (2n + 1) 75
lautet, so erhélt man bei Beriicksichtigung der Randbedingungen
’ T =a, uy = g(y) e
fiir die Konstanten ¢,® und ¢, die Werte:
. 0,,(3) =0 .
und

cal®) CO8 ppa = —fg(y) cos -Z lny dy.

Setzen wir- msbesondere

(@) =g(y) =
als eine Konstante voraus, um unter dieser Voraussetzung die
Losung explicite darstellen zu konnen, so ergeben sich fiir die
Koeffizienten ¢,® und c,® die beiden Ausdsiicke
44
.
1) 2n+ 1)

44
1) (2n + 1) T

Ca® co8 ppb = (—

und
¢ cos g = (—



Werden diese Koeffizienten in die Gleichungen:,(10). und (12)
eingesetzt; so ergibt sich ‘der Wert fiir die Lbsu.ng . Die Ge- .
samttemperatur

’”'=_ '“1,'*'\'“2

ist daher
5 eos T 1T g0 iy
U = et _’_Zi_l)n a a- 2. +
PN 2 (2” FDeospb g
RIS S T e 27%;% Toeos dz| i
% +.nh0(;_ b (2n +1) cos An

Die Lésung ‘unseres Problems erechieint somit als Uberlagerung
zweier Losungen. Die physikalisthe Bedeutung der Zusammen-
setzung der Losuhg aus zwei Teillosungen v; und. u, kann indiesem
Falle genau so diskutiert werden, wie es in einer fruheren Arbeit
des Verfassers geschah *)

;. X .“‘. o NI o . R Y e e

II.

Entwicklung der Lbsung in eine, Fouriersche Doppel-
—1¢ . ..reiche..

_ Es ist selbstverstandlich, daB die gewonnene Losung in _eine
Fouriersche Doppelreihe entwickelt werden kann: Um' die Fourier-
sche Doppelreihe des Losungsanteiles u, herzustellen, miissen wir’
den von z abhéngigen. Bestandtell dleser Teillosung in eine Reihe
von der Form -

€08 Apx

cos Ana

chos(n—}-g)—

n=0.

entwickeln. Die Bestimmung der. Konstanten d, in der iiblichen
Weise liefert die Entwicklung

(n J&):’zcos(nﬂ)%" s

COS AnZ o

CO8 Ana v 22( (n+‘§)2n2 Ama?
Ganz entsprechend kt)nnen wir: den analogen Term in der zweiten
Teillosung darstellen Es 1st. -, -

(mﬂ)ncos (m+1})ny B,
COS Uy _ 22 (— 1y . (15)

_ 08 finb e (m + 1) ) — untb?
Wenn man dlese Relhenentwwklung in die Glexchung (13) emse‘bzt
% F. Bock Gasopis pro- pést. mat. a fys. 66 (1937), 1569.




so ergibt sich fiir die Temperatur u folgende Fouriersche Doppel?
reihe:
u = em,__ z z (_ 1)m+n

m=0n=0

um+arw+m+a%ﬂmun+a—fmum+ﬂ§—

Tvatht

Pm+ww+m+wm ](+wm+9

Bei der Ableitung dieser . Doppelrelhe wurde die Vertauschung
zweier Grenzprozesse vorgenommen Wenn man die Zulassigkeit
dieses Vorganges, was im Einzelnen nicht ausgefiihrt werden soll;
untersucht, so findet man, daf die \Vertauschung, .der Grenz-
iibergénge wegen der glelchmaBlgen Konvergenz der auftretenden
Reihen sicher gestattet ist, wenn x und  auf ein ganz im Inneren
des Rechteckes gelegenes Gebiet beschrankt werden.-

Es wire moglich gewesen gleich vom Anfang an die Lbsung
in dieser Form datrzustellen; daB hier die in Abs¢hnitt 1 durch-
gefiihrte Herleitung vorgezogen wurde, kann ‘dadurch :gerecht+
fertigt werden, daB3 die zur rechnerischen Auswertung: der-Ergeb-
nisse ohnedies bequemeren einfachen Reihen in diesem besonderen
Falle, rascher konvergieren als die Doppelreihe. DaB. dies tatsich=
lich der Fall ist, kann man daran ersehen, daB die Glieder der
Reihe (13) mit Wachsenden n (fir | y| < b) exponentiell abneh-
men, wihrend die Abnahme' der Glieder der Doppelre1he mit
wa,chsenden n nur wie eine Potenz dieser GroSen. erfolgt. .

| IIIL
Der Sonderfall v =0.
In diesem Abschnitte soll gezeigt werden, daB die im Ab-
schnitte I erhaltene 'Losung (13) im Sonderfalle ¥ = 0, welcher.
dem stationaren Zustand entspricht und sich auf die Konstante 4

ieduzxert -durch Jacoblsche Thetafunktlonen ‘ausgedriickt. werden
ann

. Wir wollen dié’ Losung fiir dJe Frequenz. y =0 mit %, und
d1e entsprechenden Telllbsungen mit . um bezw. u,, bezeichnen;
wobel Wleder R -

' TUg TS Uy + '“20

ist. Umformung der Telllbsuﬁg Uy hefert
AR Yoo om el Con 4 1a ]

T -
: : cos = a:cos —y
%_—sz, g %+;2
n=0 (2n + 1) cos - g
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Wir formen den Nennerausdruck

cosi———(2n + l)n-b—
2 a

_ folgendermaBen um. Es ist
b nb
(2n + l)n b —(2n+1)§+e(2n+1)é;

cos ¢ 4 B a 2 =
b
S VPE bl eal N il
2 (_ e——)ﬂ'f'*

Setzt man

%
—e "=¢q

go nimmt u,, folgende Gestalt an:

4A © q1h+}[(305 M(x_*_g,y) - cos (E*;;llt(x—_‘ @y)]
CmL T @n+ 1) (1 —g>9, '

Diese unendhche Summe la.Bt sich nach J acob1 mittels der Formel*)

_cos 2my 7
: - 22 I— q2’" m
summieren, wobei @ eine von v unabhingige GroBe bedeutet
Die Reihe fiir log #(v, q) konvergiert, wenn

log q

log 9y(v, g) = (18)

|Smo| <

ist. Weiters kann man fiir den log 19,,(v + {:, q) schreiben:
cos 2myr ‘
log B(v + }, ¢) = —22(- 1y» qzm )
Subtrahiért man die Glelchungen (16) und (17), s0 erhalt man
die Beziehung: v .
o+ 49 _ ) Plv,q) 41@ g™+ cos 2 (2m + 1) vm
Hoa) 88,0 (2m + 1) (1 — g%+D)
"Bei der Subtraktion hebt sich na,mhch jedes zweite Glied weg
und es bleiben nur die mit ungeraden Zeigern versechenen Glieder

stehen Nach diesen Umformungen erscheint dle Teillosung u,
, in der Form

*) Vergl. z. B. A, Kneser, Integ‘ralgleidmmgen, 2 Aufl. 8. 160.

log




o S5 e)

Uy = —log
1 z+1 r—1
T ”_"9(‘——3'”’ 1)'% ‘Za‘g’q*)

(10%)

In shnlicher Weise bestimmen wir die zweite Teillosung uy,.
Es ist

(2n + l) 7 o (2 _).Z
T a0 (2n 4+ 1) cos ¢ 3 ?

Die analoge Umformung wie bei u,, fiihrt diesen Ausdruck iiber in

41A Dy (y * w” %) 19s(y_—- m" q:

20 = <—log —
mA 1%(y i-bm: )190( 41,12:’92)

wobei jetzt g, den Wert

na

- =) —e °
hat. Daher ergibt sich fiir die Gesamtlosung
_ 2y =

x — y+i —
44, Dy (x ;{-azy’ 1) 193( zy’ 91) ﬁs( 4b ’Qz) Oy 4bm’ Qz)

= ) (a: ;I;zy, 91) 00( y, 91) () (y i;w, Qs) By (y 46—}3’ 93)

Andererseits muB sich diese Losung, wie schon am Anfang
des Abschnittes erwihnt wurde, auf eine Konstante, namlich

U =A

reduzieren. Sonach muB daher zwischen den hier auftretenden
Thetafunktionen, die vielleicht nicht uninteressante Beziehung

Ll el
. AL AL s @3] s\ —7— ¢. :
3 :_a l E § 4a 1 3 :-b. * 12 3 4b. . 3 =e_‘;

x4+ —_
ﬂ°(—4a y, 1) “90( :%) 190( 4bz:t’ 92) 190(?/ 4bm:’ 92)

bestehen, die also in einer physﬂxahsch sinnvollen Weise abgeleitet
erscheint.
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Zum Schlusse: mochte ich Herrn' Prof. Dr. Rudolf Weyrich

fiir die Anregung zu diesér Arbeit, sowie den Herrn Dr. F. Schobilk

und A. Erdélyi fiir ihre Wertvollen Ratschlage meinen besten Dank
aussprechen. »

Briinn, im April 19_37. A
%

Rozdéleni teploty v pravolihlém prifezu, na ]ehoz obvodé ]e
- teplota déana.

- (Obsah predeélého élanku)

V predeélem ¢lénku je fedena tloha stanoviti rozdéleni teploty
v pravothlém prifezu, je-li' dana 'teplot& na jeho obvodé. Reseni
je provedeno pro pripad, Ze teplota .je periodickou funkei &asu,
a Ze jeji hodnoty na obvod® jsou rozd&leny symetricky vzhledem
k pimkém spojujicim stfedy protilehlych stran. Jako specidlni
piipad je stanoveno rozdéleni teploty, je-li amplituda teplotnich
oscilaci ve viech bodech obvodu stejna, teplota v téchto bodech
zavisf tedy jen na dase. To nastane, je-li pravoihly vodivy vilee
vloZen do homogenntho penodlckého tepelného pole.
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