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cAsopls PRO PESTOVANI mATEMAﬂKv

CAST MATEMATICKA

Zur Gitterpunktlehre der Ellipsoide
ay (Uit +ur)+ ag(ur g+ e F ) S
' Zweite Abhandlung.l) ‘
Vojtéch Jarnik, Praha. .
(Eingegangen am 27. Januar 1940.) : L

§ 1. Bezeichnungen und Resultate.
Im Folgenden sei stets 7y, 7, ganz, r = r; 4 r,, 2 = Min (ry, 1),

o . ..
2224, >0, oy >0, &—1- irrational;
2 .

Q=Qu) =0 (W2 + ...+ u?) + g (Unsr®+ ... + w2); (1)

also ist @ eine positiv definite quadratische Form in den r Ver-
anderlichen wu,, ..., 4. Fir x > 0 sei A(zx) = Ag(x) die Anzahl
der im Ellipsoid Q(u) < z liegenden Gitterpunkte (ul, oy Up);
der Inhalt dieses Ellipsoids ist

r r
22
Vala) = == (2)
oy Ny, *" ( + l) '
und man setze _ , ‘ .
P(x) = Po(z) = Aq(x) — V(). (3)
Mit ¢, ¢,, . . . ‘bezeichne - ich positive Zahlen, die nur von 7, Te,

&y, g abhangen (natiirlich hingt ¢ noch von ! ab); ist z. B. £ ein
Parameter und ¢ eine Funktion, so bedeute ¢i(&, ¢) eine, positive
Zahl, die nur von 1y, 7, &, &, & und von der Gestalt der Funktion ¢ -
abhangt u. desgl. Wenn kein MiBverstindnis zu befiirchten ist,
. schreibe ich oft unterschiedslos ¢ statt c¢;, c(&, @) statt cfZ, (p)
usw., soda8 Gleichungen wie ¢ + 1 = ¢ entstehen konnen. Statt e?

"~ 1).Die ¢ er%e glexchna.mlge Abhandlung, die weiter mit I zitiort wird,
erscheint im éﬂtnik Krél. Sp Nauk 1940, Nr. IIL.
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ﬂohzeihe mh.gelegenthoh auch exp U8 Ist b reell ‘80 bedeutet W

' dénjenigen in der langs der negativen reellen Achse anfgeschnitte- -

; nen komplexen 7-Ebene reguliren Zweig, der fiir % > 0 positiv ist.

" {a, b} bedeutet den groBten gemeinsamen Teiler der ganzen

- Zahlen a, b; fiir reelles 7 bedeutet [] die groBte ganze Zahl < .

" Das Zeichen a/b soll bedeuten, daB a, b ganz und positiv sind

und a ein Teiler von b ist.

" . Wir werden oft folgende Abschatzungen gebrauchen ohne sie

stets ausdriicklich zu erwihnen: ist @ > 1, n ganz, n > 0,

. §>0, 8> afji_1, 7 > 0, m < a_lﬂi—l 1<jiZta)
oo Bo ist T
B o & + .+ 5» < c(a) fm "71 -+ 77n < c(u) M-

Tst e > 0, b eine natiirliche Zahl, so ist die Anzahl der posltlven
-Teiler von b klemer als c(e)be.

4/ < Die Kettenbruchentwwklung 'vo'n%l-,sei

, . 2 ‘
: R g» ganz fir v >0, .-
g°+ +;—+ go>0 g,)Ofurv>0) (4)

Es seien py, q. (v = 0) dle Naherungszahler und Naherungsnenner

von e § also
0‘:

Po=Go, P1=09o1 + L, Prs1= o100+ Po—1.(v > 0) (5)
%=1 ¢ =g, Fo+1 = Go+190 + Go—1 (¥ > 0).
Von den- gelaufigen Elgenschaften der Kettenbriiche bmuchen
wir nur folgende: -

.. L Ist v=10, ay < &g, 80 ist p,—O sonst ist immer p,>0
Blldet man den rezlproken Wert von (4), so sieht man: die positiven

Niherungsbrﬁche von -a— stimmen mit den reziproken Werten
') . 2 .

der posmven Naher\mgsbruche ‘von == uberem.'_
o . .

2 Sind a,b ganze positive Zahlen mit

B .
« Lo ,[3 | < gpv .
zibb eeem 02;0 mtt “"‘"5' R el

'.,_f . P T CLohe e e




3. Fur ganze v > 0 1st

P &f

o) = 1,
{2, 0} , 29v9v+1 le 22

9eQo+1

4. Aus (5) folgt po<p1£p;<'-'- D S G <G< .

Po+e = > 2270, Qv+2 - > 29'1: iy
Fiir jedes ¢ > 0 und jedes ganze u > 0 ist also

2 1< z g,* < c(¢) qut; A Z g < c(e) qu.

V=u

Noch eine Bezeichnung: sind 4, B posztwe Zah_len, die von irgend-
welchen Parametern abhingen diirfen, so bedeute das Zeichen
A ~ B (etwas abweichend von der iiblichen Bezeichnung), daB

€ <%— < ¢c. Z. B.: fiir p, > 0 ist. py ~ go; ausfiithrlich: fiir jedes v

mit p, > 0 ist ¢, <g < ¢,. Ebenso ist g, ~q.;.1

v
Man setze im Folgenden?)

. 1 P o . log .
f(@) = lim sup —O%g;ﬂ Y (g, o2) = lll:l_s:p %ﬂ-ﬂ-.

Wegen Po ~qv (Pv > 0) ist 1 Sy (o, 0‘2) =7 (“aa %) < oo.
Die bisher bekannten Sitze iiber P(z) lassen sich (in unserem

Falle, d. h. fiir Formen (1) mit z > 4 und mit 1rrat10nalem ﬁ)- '

e
folgendermafBen zusammenfassen:
Erstens: Stets ist

P(z) _ 0:3)
—1

sind aber r,, 7, und eine reelle Funktion g(.:.z:) mit lim g(z) = +

. Z=00
) beheblg vorgegeben, so gibt es eine Form (1) mit -
lim sup L P& ‘ 2 o(2) = 0. . (8a)
%) Fiir emlge z kann P(z) = 0 sein; . dann soll freilich log | P(x) | = — o

gesetzt werden; analog in ahnlichen  Fillen.

3) V. Jarnik, Uber Gittérpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden II, -

Mathem. Annalen 101 (1929), 136—146.

¢) Im wesentlichen bei A. Walfisz, Uber Gltterpunkte in mehrdimen-
" .sionalen. Ellipsoiden III, Mathem Zeltschr 27 (1927), 245——208. Vgl
auch die FuBnote *¢). .
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, ’Zwei_ten-s. S L - ‘
C r 1

PRSI, [P — . 6
=g—1—em? O
(wo i = 0 zu’ setzen ist].

@

‘Das - Zlel dieser Arbeit ist, (6) wesentlich zu vertiefen, Wir
betrachten erstens die positiven und die negativen Werte von P(z)
gesondert und setzen dementsprechend

log (Max (0, P(x))

f+(@) = lim sup

log x . b
l—(Q) lnr; sup log (Mai;g)x— P)

so daB offenbar f(Q) = Max (f+(Q) f_(Q)) und wir finden folgenden’
Satz 1. +(Q) = /—(Q) = T 1 —'(m

(worin (6) enthalten 1st) Zwewtens Satz 1 verbiirgt uns die Existenz .
einer Folge z, < z, < ... mit x,— 00, 80 daB fiir jedes ¢ > 0 und
alle £ > c(e) gilt A
' ¢ LA T ;_.
P(Zgppy) > x5, Y™ P@y,,) <— a3, Y™™

wir fragen, wie dicht eine derartige Folge liegen kann.
. Drittens: kennt man z. B. f,(Q), so besagt die Definition
nur, daB fiir jedes ¢ >0

P(x)

Q)—s

Pz)

. hm sup e T =

= o0, limsup
=
also ist dleses Resultat nur ,,bis auf 2*“ genau. Diesen Mangel
werden wir fiir groBere Werte von z beseitigen. Wir werden noch
- eine wvierte Frage losen, die ich aber lieber erst spiter formulieren
werde.
Ist die Folge g, gy, . . . beschriinkt (was mit der Beschrankt-

héit von qL;'l (v=0,1,...) gleichbedeutend ist), so lautet unser
Ergebnis: ' ‘

Satz 2. Die Folge go, 71 g,, ... 8ei beschrdnkt; es set 0 < ¢ < §.

Behauptung 1. Es ist S ‘

i P@

o
Z=m x-—2-—2+¢

- &ﬂ ') Jamik, Uber Gxtterpunkte in mehrdamensmnalen Elhpsoxden, .
- The Tbhoku Mathematical Journal 80 (1929), 354—371.
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fir z > 6 ist sogar
limsup ————— AP@ I

Z=00 ——2
x2

(7)

Behauptung 2. Zu jedem x > tg(e) gibt es zwei Zahlen z,, x,
mit ‘ '
1, : I, r
z—zt <<z (j=12), P(x)>c2® , P(m) <—ce,?
Ist z > 10, so gibt es zu jedem x > c5 sogar zwer Zahlen x,, x, mit
c . . LA ..L_z
x___?e <zi<z((=12), P(@) > ;2 -, P(xy) < — cp,°
.Behauptung 3. Ist 3>z, > 1, .
v i_z -'—-'—2
P(z,) > ez, 2, P(m) < —ex®
so st
&
Zy— & > Gy =

4

Man sieht, daB dieser Satz fiir z > 10 den gesamten Verlauf
von P(z) sehr genau beschreibt: es gilt (7) und es glbt offenbar
eine Folge x; < 2, < ... mit 2, - o, so daB

: '

L2
P(%g41) > cx2k+1 s Plagy) <—cxl

dabei kann diese Folge so dicht gewahlt werden, daB zp 41— 7p <

< cx“-_,_ll und nach Behauptung 3 kann man sie nicht viel dichter

wahlen. ’ '
Wir wenden uns nun dem allgemeinen Fall zu. Im Folgenden

bezeichnet ¢ stets eine Funktion mit folgenden Elgenschaften
fir { > 0 ist == qJ(C) stetig, nicht abnehmend und > 1.

Mit bezelchnen wir stets die.zu ¢ inverse Funktion. Mit
¢ =¢(n) ist dann {—1y(l) = ¢—(n).n; also ist {—ly({) fir
¢ > 0 stetig, nicht wachsend, < 1-und > 0.

Weiter: ist {—1¢({)— oo fir {— o, so ist {—!y({)—>0;
sonst haben (—1¢(f), {—1y({) positive endliche Grenzwerte fiir
§{— oo. Fir 4 >0, {> 0 ist offenbar

Min (1, ) < < p(4d) < Max (1, 4) p(2). - (8)
Ich will noch bemerken ‘wie man zu ]edem Paar «,, «, eine Funk-
tion ¢ mit .

0 < lim sup == q

o= - @(q) < o



bbilde‘n' kann. Man setze’ _
L ' (p_(gl"_)_ = Max gﬂ
9 - o<u=<v qu’ )
_weiter sei {—! @(¢) konstant fir 0 < ¢ < ¢, und linear in jedem
Intervall ¢, < ¢ < go+1. Offenbar hat ¢ die verlangten Eigen-
schaften und es ist {~—1y({) - 0 dann und nur dann, wenn die

" Folge g, ¢y, .. . nicht beschriinkt ist. Im Folgenden braucht aber
@ nicht eben diese Funktion zu bedeuten.

Satz 3. Es ses 0 <e<} 0<A<I.
Behauptung 1. Es sei

° . lim sup ==~ Fot1 o, (8
. V=00 ( qv)
"Dann st ‘
. Jim — @) (x) =0
ZT=0 — —1+¢
und fiir z > 6 sogar
© Iim sup L—" P( )I p(x) < oo.
SE=e 7
Lz
- Behaupting 2. Es sei
' lim sup &L = o )
v=o P()

'tmd man wihle ein A > 0, sodaf die Unglewhung

9v+1
#(qv)
‘ﬂlr unemllwhmele vV gzlt Mit Iy bezeichne man das Intervall

AQV+1, 3 9V+1>

(10)

. F'ur x > 0 bezewlme ‘man mait K, das Intervall

K= {z—aulp, A A) . p(@), 2>, Sy
' Ltegt' nun K, ganz in einem Intervall Iy mit (10) und mit
-V >¢y (tp, A, A), so gibt es in K, zwei Zahlen 1, Ty mzt

P(w1)>c,.<«p,z A)xl "w (z,),

" (12)
L : P(xz) < - c:z (p, 4, A) 'tz (xz) *) o

L %y Ist @ p(x) > 0 fiir £->®, so gibt es zu jedem hinreichend
" ‘groBen V' tervalle K,, die in IV hegen, z. B. fur z = *a,qv +1, so daB

)

. N



Beéhauptung 3. Es sei o _ -
© 0 < lim sup q2+1) < oo (13)
V-w 0
'uml man wdhle ein A > 0, sodaf (10) far unendhchmele 4 gzlt
Dann gzlt das in Behauptung 2 gesagte sogar auch dann, wenn
¢y (@, 4, A) durch 01, (p, 4, 4, ¢) und (11) durch

K= (o— ()T, 2> (19
erselzt wwd 7) Ist neben (13) auch noch z > 10, so gilt das in Be-
hauptung 2 gesagte sogar auch dann, wenn (11) durck

K, =<x—-cu(¢,l A) ( ,x> ' _(15)

'ersetzt wird.
Behauptung 4. Ist e>0, > 2, > 1,
R Pt i
. P@)>exr® oy (xx)s P(z,) <— ex, v (%),
S0 19 .
y— 2y > ¢
1 16 (xz)
Die Beh. 4 zeigt wieder, daBl man K, in (15) nicht v«esenthch

verkiirzen kann. Ist z. B. z > 10 und gilt (13), so gibt uns Satz 3
cine ebenso genaue Auskunft iiber den Verlauf von P(z) wie

~die Existenz beliebig groBer Zahlen z;, z, mit (12) geswhert ist. Sind die
g, nicht. beschriankt, so kann man, wie wir eben gelernt haben, ein solches y

finden. Sind aber die g, beschrankt, so kann man Satz 2 anwenden. Weiter
beachte man: rj,r; und ein reelles g(z) mit g(z) - + o seien gegeben.
Man kann offenbar «y, a3 so wihlen, da88 die vor dem Satz 3 konstruierte

Funktion ¢ (fiir welche (9) gilt) so schnell wachst daB lim g—(:% =4 ©
Z=00

(denn wichst @ schnell, so wichst ¢ langsam); dann gilt also (5a), ja sogar
( ) g(z) + 0, hmmf ( )

a:2 . : Z

.") »Sogar‘‘: denn je kiirzer K,, desto scharfer die Behauptung Im
. Bewels des Satzes 3 werden wir statt. (14) engenthch

hm sup g(a:) — 0,

Ky = <z—cn (p h 45 ¢) (w(z»’ ",
bekommen Wendet man dies aber mit. j¢ statt & e.n und, beaohtet ma.u,
1

" daB p? (x) > (P, 4, A, }6) fiir groBe z, 80 sneht man, d&dee Behauptung' ’
auch mit dem Interva.ll (14) stimmt. - '



Satz 2, aber mit einem wesentlichen Unterschied: die Beh. 3
(und ebenso 2) bezieht sich nur auf solche (hinreichend groBe) z,
fur welche Ky tn einem Iy mit (10) liegt, so daBl Satz 3 nicht .den-
gesamten Verlauf von P(z) beschreibt.8) Ohne diese Einschrankung,
auf die Intervalle Iy wire iibrigens, wie wir bald zeigen werden,
der Satz 3 falsch; wir werden nimlich zeigen, daB die Funktion P(z)
in ,sehr langen‘ Intervallen von wesentlich niedrigerer Grofien-

r
ordnung als m?_lzp—l(x) sein kann,

Wir wollen darum noch einen weiteren Satz beweisen (Satz 4),
welcher den gesamien Verlauf von P(z) beschreibt. Zu diesem
Zweck wollen wir erstens den Hauptsatz 2 aus I anfiihren: es sei
0 < u <1 und man definiere G(z) durch

< 1 . mmn 2

ﬂ,."l,'l
dabei lauft die Summe iiber alle Systeme v, m,n mit p, > 0,

M Do, 1/ :
Dann ist fiir z = 6

Curl) 2= G%(2) <[Pxy) dy < g2 G2(x).  (19)
bz
wenn % > Co(u).

Nun lautet der :
Satz 4. Es sei 0 < p < 1, £ > 0. Dann ist

| P(@) | <cule) 2% G(a) fir &> eu(e). . (20)
Ist 2 2 6, x> cyln, €), so gibt es zwei Zahlen z,, x, mit px <

"8) Ist z > 10 und gilt (13), so kann man -das Ergebnis des Satzes 3
(wenn man d statt ¢(gp, 4, A) schreibt) ungefihr folgendermaBen ausspre-
1
chen: ist = > d, so ist erstens |P(z)| < dz? 'y
beliebig groBe Werte z, y, fiir welche

1
-(z); zweitens gibt es

cp r
z—1 —1 ’ , =1 —1

P(z) > d v (), (16) - Pl <—dy® v (v (17)
ist; und zwar wechseln diese Werte z, ¥ so schnell, daB nach jedem =z
mit (16) im Abstand < dy—(z) ein y mit (17) und nach jedem y mit (17)
im Abstand < dtp_l(y) ein z mit (16) folgt — solange wir innerhalb der im
Satz 3 beschriebenen Intervalle Iy bleiben; und viel schneller kénnen die
z, y mit (16), (17) nicht wechseln. Sind die g, beschrankt, so gilt (13) mit
¢(8) = ¢(§) = § und man findet das Resultat des Satzes 2 wieder, mit
-dem Unterschied, daB im Satz 2 keine Einschrénkung auf die I, not-
wendig ist (warum- dies nicht notwendig ist, werden wir im Bewdis ‘des
Batzes 2 erkennen). R : : C

,:8_
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8
A
A
g

P(a) > 2,2 G(xy),

r

Plag) < — 3% G(a).

Satz 4 beschreibt also fiir z > 6 tatsichlich den gesamten Verlauf
von P(z), da z keiner Bedingung (auBer ,z hinreichend gro8‘)
unterworfen ist. Sonst ist aber dieser Satz schwicher als Satz 3;
denn erstens ist er nur ,bis auf 2*“ genau. Zweitens verburgt
er uns die Existenz der Zahlen z,, x, mit (21) nur in Intervallen
der Gestalt (x — 5z, ), wo n = 1 — u eine beliebig kleine posi-
tive Konstante ist, wahrend die Intervalle K, aus der Behaup-
tung 3 des Satzes 3 wesentlich kiirzer sind.

Die verhaltnismiaBig einfache Gestalt von G(zx) erlaubt uns,
~verschiedene Schliisse iiber ihren Verlauf zu beweisen; da ich
aber in I in den Sédtzen 1 bis 16 den Verlauf von G(z)-(oder viel-
mehr von F(x) = ar—! G?(x)) ausfiihrlich diskutiert habe, brauche
ich jetzt kein Wort dariiber zu verlieren.

Nur mochte ich mit Hilfe des Satzes 4 die Bemerkung recht-
fertigen, die ich iiber die Einschrankung des Anwendungsgebietes
der Behauptungen 2, 3 des Satzes 3 auf die Intervalle I v gemacht
habe. Es sei z > 10 und man wihle %y, % SO, dafl

(21)

ist (das geht, wenn man die g, sukzessive geeignet wahlt). Dann
gilt (13) mit ¢(¢) = ¢, () = ¢{fo. Fir w=1,2,... sei Ly
das Intervall {gu? ¢u°). Liegt = in L, so bekommt man durch
primitivste Abschdtzungen (man beachte, daB in (18) stets n < g,
m < Py, Po ~ v WAT):

Gy L R P chZ‘z < cq.?z < ca 3
v=w vT=w )
m,n
1 Qo+ 1MN\? Qv+1
Z 3 2 rh—2 ( zmznz
r<w q'vm n r<w
m,n mn
z2+6 z+6 z—8 _
<czq—°+—-1<cq" <cx % <cx §,
x*® x?
<w
also G¥(z) < cx‘i Ist also 6> 0, w> c(e), so ist nach (20)

1
|P(z) | < c(a) x2 B , wenn z in L., liegt. Inden ,,sehr la,ngen _

-9



Intervallen L, ist also | P(z) | wesentlich kleiner als 22 ly;__l(x) =
r 1.
= z% —1=% ‘ '
Zim Schlu fithren wir noch folgenden Satz an:
Satz .b. Ist die Folge gy, ¢y, . . . nicht beschrinkt, so st

lim sﬁp—tﬂ— + oo, lim inf F:(x) |
Z=0 ——2 Z=0m -2
z2 x2

= — 0.

Ist aber z > 6 und die Folge g, ¢,, ... beschrinkt, so ist

— oo\hmmf Pr(x) /0<hmsup P(z)

T=00 —_—2 Ze= 0 ——-2
2 x2

< o0.

§ 2. Beweise.

Im Folgenden sei stets & > 1. Fir QRs > 0 sei

-]

. B =2

= m=—ao

Hilfssatz 1. Ist a > 0, X > 0, so ist bei geradlngem Integra-
tionswege

X atio”
f A(y)dy = — f 0" (243) @"(oczs)e —2-; (22)
ﬂ—%m a+‘m ] .
fP(y)dy———-fT()“ v (23)
- wo hier _de im Folgenden stets
L ] n-%
T(8) = O™(x,8) O*(xy8) — 1T (24)
o : _ o2 a2t g2
Beweis. Bekanntlich ist fiir @ >0, 6 > 0 und reelles 7
atiwm ) a+iw d ' 1 _
. s 1 oL
2mfeu.._.--Max(O 1), 3 ‘fe‘?;-‘—fl,(a) - (23)
a—iw a—3 o .

s seien-0 = j; <1 < Jy <.... diejenigen Werte, dic Q(u) fir
~ 'ganze uy,..., Uy annimmt; R,,. sei die Anzahl der ganzzahligen
.Syst.ema Uy, ., Uy ML Q(u) = X Integriert man gliedweise

a0



'(wia‘s offenbar erlaubt ist), so bekommt man

1' atiw C atiw
. 2ds 1 X—20 ds
5wt 0" (2,5) O"(x,5) e* = 22 — R,e .”"8—2_—_
a—1im a—1 o
- x '
= 3 &t Ba= [ 4wy
Ap=X - 3 o

das ist (22). Daraus folgt aber (23), denn nach (25) ist
x .

) 2xz
fhﬂ?/)dy: 1 1 ’ =
-0 0612 xoc22 .F(E‘-l- 2).

r .ar+ o
1 w2 ' Xs ds
=3 1 1 e
=7 ST N '2—+ 2
) (xlz 0622 a—io S .

Avuf die reelle Achse lege man nun alle zur Zahl VE gehorigen
Fareypunkte, d. h. alle ~Brﬁche7’2- mith=0,0 <k < VZ,’{h? k}=1.

h by by [y h'h2 T ‘-
Es sei = ein Fareypunkt, W E, (kl <% E die beiden ihm be-
nachbarten Fareypunkte,®) sodaB also zwischen -* =2 kein Fa-

, ky ke
reypunkt aufler % liegt. Dann bezeichnen wir mit B(h, k) das ab-

/h+ hl h + k2\ Bekannthch 1st
i b m N1
NFk iz b ka

- : 1 1\
Insbesondere ist B0, 1) = / —_—— )y == . Ist
( N e+ 1=+
y reell und 9N eine Menge reeller Zahlen, so bezeichne yIN
die Menge aller Zahlen p& mit &e M. Mit G(h‘ ky, by, ky) (oder
kiirzer mit €, wenn kein MiBverstindnis’ zu befurchten ist) be- -

zeichnen wir den Durchschmtt der belden InterValle -——%(hl, k,),

geschlosene Intervall

\

S<H<1, l< , < 1. (26)

B(h, k)=

: ?) Diese drei Bruche sind ‘in reduzxerter Form und mit posmvem .
Nenner gedachb :

11
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3“’-‘- Bihy, F;). Weiter sei
.8"

1 : 2n 2n .
= ———— Max » — ' 27
CES (“x “z) a
Offenbar ist die Vereinigungsmenge aller Mengen (k. k,. ky, k)
mit
k>0, 0<ky < Va, (b kiy=1( =1,2), Clhy, ky, hy, k) = 0 (28)

gleich dem Intervall {g, 4+ o) und je zwei Mengen € haben
hochstens einen gemeinsamen Punkt. Noch eine Abkiirzung: sind
27t hl 2ﬂh

ﬂ2 k

Hﬂfssatz-%. Fur 9{8 >0 @.st ,

@(s)-—V Z erp( ”2’"2)

m=— o

- .Beweis: Vgl. z. B. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen
(1903), 8. 108.

hy, &y, iy, Ky gegeben, so sei B, =

Im Folgenden werden wir Hilfssatz 1 stets mit a = —:lv- be-

N

' nutzen, dementsprechend vurd im Folgenden stets s = —1— + t

(¢ reell) gesetzt statt ds schreiben wir 7 d¢ und integrieren na,ch t
sodaBl der Integrationsweg (@ — ¢ 00, @ + 7 ©) in (— o, + )
tibergeht.

Hilfssatz 3. Gilt (28), so ist fir = > c, t € C(hy. Ky, hy, k,)

by hy '
~~) 1N e () — 2
, telsl gt (29)
i\
cw?

1T(s) | < — —. (30)

1 i, T
BE R+ e t— B )P0 4 @ |ty 1)

, Beweis 10) Wird die rechte Seite von (30) mit Z bezeichnet,
" so findet man (29) und | 0™(x,3) O™(,8) | < Z z. B. in ‘meiner
Abhandlung ,,Uber die Mittelwertsatze der Gitterpunktlehre IT1%,
Math. Zeitschr. 36 (1933), S. 602 unten und 8. 603 oben Weiter
ist nach (26), (29) fiir 7= 1,2 ,

‘ “) Emen ausfuhrhchen Bewels findet man in I, dessetz ll

18



Fh (1 F 2| t—p)) < ck,-x'l(l + YT") <cx} <_ck,""_é élsis |

wegen (24) 1st also auch (30) wahr.
Hilfssatz 4. Ist m > n > 1, p reell, v reell, u =+, so ist

-]

a - c(m)’ :

tide =f(l—l— =)z (8L)

I(m,n, _f A -
S e L e ey

C(m, n) .o s 1 - :

< —-.—x—MlnA(l, m)
Beweis.
' d
Tm, . g, #) < (m, ) =‘:?f(1 el e

Ist x| y—v|> 1, so beachte man, daB fiir jedes ¢ entweder
[t—u| =% I,u—v[ oder |t—vl> |ug—v|; also

c(n) c(m) . :
o, ) S T = Lm0 4 G, =)
Wegen (31) folgt daraus (32). S
]Iil!ssatzﬁ_.Fur—l-<§<] 0<x1<x2_§__xi3t. . .-
| P(x) | <c¢ (x2 o + S), , (33)
| fPwdy] <ot Tie, (34)
wo = ) ' . '
_ T,
_ R Y . k, 1 .
B L D o e v Mlp( s,hg) Mm( ),

1 2 .

y (lﬂa —py|x)?
(35)
%_‘ 1 |
h? k—‘k ) (lﬂa—ﬂ lx)’
dabes wird uber alle by, Ky, by, kg mit (28) summiert. . -

1 N



" Bewels. Es ist. stets |e=“'~ 1] < ¢ und fiir [és]<1 folgt

' 5118 der zugehorigen Potenzreihe - et —1 | c|és|; also ist
stets -

| e** — 1;<cMin(1,'|'5s|). . '(37}:

‘Weiter ist nach (27) o <cx - ’ [e |<e fir 0 < X<z Es -
ist A(x) eine mcht abnehmende Funktlon also

z—§ . z+& .
—F f Ay dy < 4@) € f Apdy. 6
* - Nach Hllfssatz 1 1=xt
z+é& © ..
7 . 7] 8 1
+ fA(.'/) dy = f9 H(s) O™ (ag8) €™ (% — )(t
- (38)
11 2 8 8 dt-
= :‘:?’2—:’! (T(S) + 3 = 1 L) (e:lzf 1)8—2’
4 *, 2 'x,2 g2
1 .,;Eeza (eiEc 1)dt 2 ((x E)'E'+ z2 +1) 39
‘ §.2n 1, LI +2 B 1, 7 r (39)
I T3 T T T T N
Ll +1 - ! r
- (x ’5)2 2 :F a:2 ‘<cx IE» (40)
g ]
Nach (38), (39),:(40) ist also _ -
BN 2 -
'_.,i:t?fA(y)dy'—: —— ~|<e=t i+
. . E - al-g—fx “2?711-,(_?_ + 1) )
. —® T . , »l
- +_%_ _%!(i:f l)ldt’




PG| = |A@) —

Nach Hilfssatz 1 ist

‘fP(y) dy f T(s)( " ’ x") dt (42)
Ist | 2| < g, so ist wegen o <cx— 5 |
R = I +xar2t2 =TT 1 :x]/;)2> “

wird also. fiir einen Augenblick ¢; = ;j——w, 4; = é(a,-;s)— ‘az,s

gesetzt (j = 1, 2), so ist nach Hilfssatz 2 fir || <o

: . 1 SRR
1 X - zt ’
Lo/ a2 @2

l V1+x|t| Vel
=2V 2o ) < o)
o N IVsI NI
_ (42")

\Es ist T'(s) = (4, + &)™ .(Az + &) — 4,68,*; fithrt - man dies
aus, so erscheint 7'(s) als eine Summe von Produkten, wobei jedes
Produkt aus einem Faktor 4; und r — 1 Faktoren 4 und 8 besteht.
Nach (42'), (42") ist also fiir || < p und » = =1, 2

T(s L. x '+' —cx .-"-+—;-
T | = (l—l——xltl) *exp\TF z e < %

T 14 _
da 247 T¢ <6 fiir 0 < 1< oo.
Also ist (wegen e < cx—%)

| 6| =c¢

T(s)( 2o i

‘-
dt<cx4+ 0 <ca , . (43)



[ . 1 /r' ’ B
T(B) (e*" 1) | dt < (‘f dt < cx* Tty g<cx7<’cx§_l$.
= o (44)

Bel den Integranden, die rechts in (41), (42) auftreten, ist offenbar

f f Driickt man das Intervall {g, + o) als Vereinigungs-

T'(s)

.menge der § dar, ersetzt man dann fiir ¢ ¢ € nach (29), (37) -

1 k2 et — ky ky
- du.r_chA h’ — d urch <2 T Min ( s’"hz)

~ schitzt man (iann T'(s) nach (30) ab und wendet endlich auf die
" so auftretenden Integrale (32) an, so bekommt man sofort (wegen
Min (r,, 1r9) = 2)

T(s)

T(s) :!:63 ) l

&&® )

dt <c®. (45)

Aus (41), (42), (43), (44), (45) folgt aber die Behauptung.
Wir teilen nun die Systeme

) hl’ kl’ hl’ k2 ) (46)
-mit (28) in zwei Klassen ein: gibt es ein v mit
hlk po . .
47
by (47)

S0 hexBe das System (46) smgular sonst regular Man beachte
folgende Symmetrieeigenschaft: vertauscht man &, &, «; mit
hg; ky, g, 80 vertauschen sich die p, mit den ¢, sodaB8 sich die
Bedingung (47) nicht andert. Man setze nun ’

S(z, §) = Bi(x, &) + G4l=, &), - (48)
() = (=) + (=), (49)

wo in. Sy, €, iiber die regularen in.-S,, , iiber die smgula.ren
Systeme summiert wird.’

Hilfssatz 6. Ist ¢ > 0, ?g £<1, so st

3

Sy(z, &) < ofe) 2T 7, Sy(a) < cle) 2T T (50)
/arz24 farz>6utsoga,r . )
o emby<eTt T (a1

KN



und fir z > 10 st

T, (2) < ca? . - (52)

Beweis. Beachtet man, daB r,. r, nur durch die symmetrische
Bedingung z > 4, bzw. z > 6, 2> 10 eingeschrinkt sind, daB
El N%’ ist und beachtet man noch die Symmetrie der Bedin-

1

gung (47), so sieht man, daB es geniigt, diejenigen Teilsummen
von &,, €, abzuschitzen, fiir welche k, < %, ist; diese Teilsummen
mogen mit 8,, 7; bezeichnet werden.

Jedem reguldren System (46) mit (28) und k, < £, 148t sich
genau ein System von ganzen Zahlen m,, m,, I, n folgendermafBen
zuordnen (wir werden dann sagen, daB das System _zur Klasse
(my, my, I, n) gehort):

2m: g ’C2 < 2m:+1; 2m1 g kl < 2m.+1; 2l é h2 < 2l+1. (53)
Endlich: wegen € &= 0 und (26) ist
2nh 27 h 27 [ 1 1 c
B B | = |2 TRl T )< (54
' 1 /32 | =1z (0‘1"’1 + “2k2) 2’": Vx ( )

oy Ky g fop
wobei ¢y > 1 gewahlt sei. Es sei nun n die groBte ganze Zahl,
fiir welche '

n-+my po Cos
2" < oy |, | Bi—Be | <2n+—m,17§ (55)

ist. Wegen 2™ < k, < V;. Cag > 1 und (54) ist » > 0. Es ist also
1<o2m< oM< Yo, 120,020, 9"™ < )z.  (56)

Ich behaupte nun erstens: gehort ein regulares System mit (28)
und mit k, < k, zur Klasse (m,, my, I, %), so ist

Min (1. P )~ 2 (56')
[Bo— Byl V;

Denn: ist 2"*™% > ¢, |/z. so ist nach (55)

—_ c
gn+m NVx, [ Bi— B | <—x‘>

also ’ '
2u+m:

. 1
Min (‘rﬂ—:ﬂ") ~ T

Ist aber 2"*™+! < coa, so ist nach der Definition von n

Casopis pro péstovani matematiky a fysiky. 2 17T



|8y —ﬂ, I _#’:—_Tvz, also (wegen (55)»)

1 c
[ 81— Bs | ~m>—,

x
woraus wieder (56) folgt.

Zweitens: es sei U(my, m,, [, n) die Anzahl der reguliren Syste-
me (46) mit (28) und k, < k,, die zur Klasse (my, mg, 1, n) gehoren;
dann behaupte ich:

A. Ist > 0, so ist

' 2m1+l

nV"‘

U(my, mg, 1, n) < Min (c2™+™, ¢(y) 27™*D), (57)

B. Es ist

2 2m—n

V=
Beweis: Ist (46) ein regulares System mit (28) und k, < &,
welches zur Klasse (m,.m,, [, n) gehort, so gibt es genau zwei

ganze Zahlen a, b mit

U(my, my, I, n) = 0 fiir i >c (58)

o o

a>0b>0{ab}-—l (60)
und genau eine ganze Zahl g mit

2 <L b < 20, ' (61)

‘wegen. b < hgk, < 2t™2 st '

0<g<l+m + 1. : (62)
Aus der Regulantat und aus (61), (55) (53) folgt
;,,l—ﬂ<%;= %._val ’}:1_’;:__2_: < ci| By — el < 2,ff,‘v_. .

also (wegen (62))
. : c 2l+ﬂ V; < 220 2‘2214-2’”1"‘2; (63)

daraus folgt schon B. Weiter: es sei ein ganzes g mit (63) gegeben;
die Anzahl der Paare a,b mit (60), (61) und

a & _Cas

2| < 2=
. . ‘ b a2 2"z '
ist Kkleiner als .

c2% c2¥

- : 2l+uV"+ 2z+nv-’ ‘



denn alle diese Zahlen — liegen in einem Intérva.ll der Linge

b
%ﬁ—x und der Abstand je zweier solchen Zahlen T -67 ist min-
destens bb’> 2: 5 Bei gegebenen a,b mit (60), (61) ist aber

die Anzahl der Systeme (46) mit (28), (53), (569) hochstens- gleich
2mn+l-—ﬂ"Min (c2mx+ma’ c(n)'z'l(mﬂ'l)).

. denn es muB .k, = da, hk, =db mit ganzemd, 0 < d < 2™++*.
sein; ist aber hk, und hyk, gegeben, so haben k,, k, nach (53)
hochstens 2™ bzw. 2™ Moglichkeiten; ebenso hat %, als Teiler
von hgk, < 2"*™*% und k, als Teiler von hk, ~ hyk, hochstens

1
c(n )2?"(""“) Mt‘)glichkeiten Daher ist

U(ml: mml ’IL < z 2”_”1/— 2
g=m+i+1

wegen 22” < ¢2™* jst damit auch A bewiesen.

my+l—g Min (c2m,+m.. c(n) 27]("',4"))'

Nach (35), (3()) (06) A. B ist nun fir 0 <y <§

) z
2 x2 2‘"+Ma )E‘ - ( 2m,) 22m,+l
S < ( = Min|l, —]  ——=x
Z l+-—nm;+—nmn Vx 521 2"Vx

x Min (c2™¥™, c(y) 2"™*);  (64)

2"‘1 ’L"‘l n4my %‘ 2m,+1

T, <z (2 T ) ~2" =Min (c2™*™, ¢() 2"™*P);

2t+—r,ml +—r,m. V.x: 2 Vx (65)

fiir den Summationsbereich darf man entweder (66) oder — we-
gen B — auch den Bereich

1< ™ < o™ <z, v >0, 2*™ < o)z

22m;——n

I

1
s W<C (66)

benutzen. Man beachte, daB3 (wegen %g x)
2"3| 29”. 2']‘ . - :
i) e
Nun benutze man aus dem letzten , Min* in (64), (65) das Glied
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2™ und den Summationsbereich (56); es ist

]

¢(n)

—_/ < (‘(77) Z 1—ni < C('I)),

> AR
Daher ist wegen z >4, 1 < 2™ < 2™ < |z

4 1 1 4
. ——2+21n (2+r;— =N )m.+ (2+2n - r,) my - —2+5n
S, < x? () Z 2 2 2 < c¢(n) x*? ;

my, My

r 1 1 r 3
< o 3 ol b g

my, Ma
damit ist (50) bewiesen.
Man benutze nun im letzten ..Min“ aus (64). (65) das Glied

¢2™*™  benutze weiter (67) mit 7 = g und summiere iiber
den Bereich (66). Es ergibt sich

T
e

D2
..4

ogn+ms Z o2my

2 2 1 2

E ) 5 <c (z > 4).
- Vx 2 x

Daher ist fiir 2 >' 6

r 1 1 1 1 . r
—_——2 (3+—-——n)m,+(3+-———r r,)m, - —2
S, < cx? 22 42 42 < cx?
My My

“und fiir z > 10
r 1 1 r
-T1 < cx—;—sz 2(5-—-Er,)m.+(5—?r.)m, < C.’t_z—_
. Mg, My
1 1 .
Hiltssatz 7. Fur - SE<], 0<e < st

r

— 1

Gs(w, < L@ > ———_'2—1—; Z;t) Min(l,(q—"t-gﬂb) ) (68)
— n?"_

v, m,n qm2

o &
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wo L(z) = c(e) a*; fiir z > 4 kann sogar L(x) = c(¢) gesetzt werden;

s _'___,1 . i—d
2 : q,.  mn\2
() < cZ lx —— Min (l, (-il——-—) ); (69)
v,m,n g An 2 3z 2 ?"_2 r
s ™ g2 n
dabes ist ¢ = 1; fiir z > 6 darf sogar 0 = 0 geselzt werden
Fir z=6 g@lt auch

ra
(o) < clog (22) 5 —— Min(l(”“ )) (70)

omng Tt g

In den Summen wird iber alle Systeme v, m.n mit

Pe > 0. m/Py. N[qp. M é V; n é V; (7H)
summiert.
Beweis. Soll
hiky _ Py
hoky — qo

sein, so muBl mit lauter positiven ganzen Zahlen gelten:
Py = mn'. ¢ = m'n; hy = an’, ky = bym. hy = aym’. k;, = bm;
ayby = ab,. {ay. b} = {a5, by} = 1;
also o , c :
oy =ay=a, by="b;=0b, bm < Jz. bn < J.
ky” kk,  bmn A

hz—ﬂ_1~ aq,’

27 hy|kshy a 1

e sl it
[Be— By | = %y g | Bk, g bmng, , , = bmng,, |
Min [ bmn < bmn\*
anv anﬁ

Man setze noch

-

x? bmn)* 1
A(v. m, n) = i
(v. m. m) 9y z ( Eq.,) —;—'—'rmlrr-—l Fr—1 "

o<b<lz b DA

xMin(l (mnq"“)z) (72)
1 . bmnq”

B(o,m,m) == Z L Mm(l (__,_J) )
q‘ — 2 —2 ?:—2 ?‘r‘—i i xr

o<b=Vz b m n w (7 3)

v
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Dann ist naoh (35), (36)

Sslz, £) <c > A(v,m.n) Za , (74)
o,m,n a=1
, Q,(x) <c EB(v m, n) Za . (76)
- o,m,n a=1
Ma_n beachte nun: %—%_}__?

’ r z
Zb-?+_2-+l+l< ¢ fiir z > 4, bzw. < c(e) 2¢ fiir z = 4;
. .

r z

. LAY —I4i,4
St TtT o ctar >0, 30 2T
b b

< clog (2z) fir z = 6.

Wegen (72), (73), (74), (75) ist damit (68), (70) und fir z2 > 6

Mo+1
x

auch (69) bewiesen. Weiter: fiir =1 benutze man

r

—_—2 m
Zb gt < ¢; fir _ng% < 1 benutze man
b

ol ()3 5 e

LA'S
b 2

b : ”"Wo+1

I z2_4
+ LR m 2 mn 2
N Z b2 <c( ”’qu+1) c( 9c+1)-
x X
""Wo+l :

(wegen —-?—}- -?—}— 2 < 0); Wege_h %— 3 _2__—;—— 1 ist damit
(69) auch fir 4 < 2 < 6 bewiesen.
Hilfssatz 8, Es set 0 <A <1, v>0,

lg, Gwr1la<d g-“—‘q.m, (76)
b—a> 2;‘* (77)
 J .

- Dann iét
[ : -’——1
v

o f | Ply) | dy > ca(D) 25 (b— ). - (18)

v



“Beweis. Es sei N die Anzahl aller ganzen Zahlen m mit

asa,m og(m 4+ l)gb; ' (79') ‘

(] 0

wegen (77) ist offenbar . .
N > cygo (b—a). - | (80)
Man setze

QW) = (0, P+ o w Tl ),
sodaB

Q)= Qu(u) | =y |2 — Bt < 2280

@ 0yGuo+
Nun sei /m eine ganze Zahl mit (79) und es sei » = (4, .. ., %)
ein Gitterpunkt mit )
LTS PR 8
0 9v
dann ist nach (79), (76)

Q(u) < ¥ x19v+1,
o (m 4 1)

9v )
-dies ist aber unmbghch da fiir ganze Uy, . . o %y der Wert von

(82)

also nach (81)
’ ogm

Q,(u) ein Vielfaches von -2 gsein muB. Also gibt es keine Gltter—
punkte mit (82), also xst im Intervalle - ‘
die Funktion 4(y) = Aq(y) konstant, also (vgl. (3), (2))

r

_d ra
nyy) = Cgq —— ({l > Ca9(4) q,_'_1 .

<y<-

f

Diejenigen y des Intervalles (83), fiir welche

-1 az

R L TR O Nt
ist; fillen daher hochstens ein Intervall der Lange 23 gus.

— . -
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Daher ist

oa(m+1)
qv r
X2y 2l X
f [P 1dy 2 3 G—Den(Ba? - 2
aym
O

Wegen (80) ist also

b . r -1
: ap% Cag(A)g 2+1
j\NwMW>~33$&-ww%w~w.

. Hilfssatz 9. Es sei a < b, A > 0. f(y) reell und integrierbar
in {a,b). Es sei entweder

)< 4 (84)
far alle y mit a <. y < b oder
fpz—4 (85)

fir alle y mit a < y < b.
Dann st

b b
[1i 1dy < | [Hw)dy | + 24 (6 — a).

Beweis. Man darf voraussetzen, daB (85) gilt (sonst betrachte

man — f statt f). Dann ist aber | f(y)| = f(y) nur dann, wenn
0> f(y) = — A; also ist

b b b b :
[tiidy—1 [t dy | < [1 1) 1dy— [ f(y) dy < 24 (b — a).
a a a 4 .
Hilfssatz 10. Fir 0 < o, < 2, < « 1st
: . -
| [Py) dy | < eapz® .
T, .
Beweis. Wegen }r; > 2 ist (man beachte n/g,. m/py. Py ~ ¢u)
-1 -1
Eq—ﬁ—‘zm‘ g 1 t2 n 2':n+2 < ch:l <
v

v,m,n

aus (34), (49), (50), (69) folgt also wegen {r + } < }r— 1 die
Behauptung. -

Hiltssatz 11. Es sei 1 >e>0. 0< 0, < 2, < 2.
Qo+1

lim sup =— < o0; _ 88
v=c P ?(g0) (88)




dann st

1 P@) | <clg, e) x‘;‘”‘w“ (), (87)
1.,
| f P) dy | <eu@z® v 2 ) (38)

Fir z> 6 st scharfer

o1
| P(z) | < c(g) 22 v ' () (89)
und fur z > 10 st schirfer

[Pw ay| <o) #7157 o) (90)

Beweis. Es sei 0 << 7y << 4. Man setze in diesem Beweis

A, m, n) = (m) ._._i__,_}__l____.Min'(l’ (ﬂ"%ﬂ)_f)

v Zr—1 —r—1
qgm?2" n%'
1 . mn 1 B
Bs(v. m, n) = I I Min (1, e LaaY .
g g2 n—z— rn—2 x

1

6 =0 oder o = 1. Wegen (86), (8) ist

o+1 < c(@) @(g0): v > (@) P(gu+1)-
Bei jedem v und jedem # > 0 ist die Anzahl der m/p,, n/g, kleiner
als ¢(n) q] .

Wegen -g- 22 mZ Py B o, Po ~ gy ist

X

By(v, m. n) < ¢Min (7,"15& ?"t!)_
v

Man definiere (alles fiir z > c¢(@)) w durch
1 : 1
2 x 5
Qo 1S = < w1,
W Lw—1 Vw(x) w
aus (86) folgt also '

e < clg) q% P(dn)s g >y (——z——“ )
Vo (=) v T o) Vawv(@)
also nach (8)

a

do > m) V’( ) !I.,, >0(¢P) V'I’(x)




Daher ist11) _
1
l -—
231(” m, n)<czqo 2“;9»“9,24
v,m,n =w v<w
1 1

— — 1 —
<cqw 2 -+ c.?.qwq:_l <clp) .y 2(:o:).

Also ist (vgl. (69))
1

) <clp)a® p F (@) (o1)
1
Aus (34), (49), (50), (91) folgt (wegen z P <y 2+'(x), %4_

. 1 r 3 '
+3 < 5 —2-) die Ungleichung (88).

Man ordne jetit — bis zum SchluB des Beweises dieses Hilfssatzes —
jedem z > c(p) ein ¥V = V(z) durch

(P(qV_l) é < ‘P(qV)s also Ty—1 _S_ p(z) < 9y (92)
zu. Es ist
= Z Aw,m,n) < Z w'l(xl) ,
= 2—1
=7 =t )

also (wegen —;——— 121, m< |z, o <Va)

W L o) " y'(2) 3.6, < o) & y(2) G
=V
also wegen (92)

A, < o(n) 2"y~ (x). (93)

Fir z> 6, 5 - 3+ kann man den Faktor z7 unterdriicken
(wegen §z2—1—n > l), also

A, <c 'P_l(x) (94)
fiir 2 > 6. Fiir z> 10-ist ebenso
(‘81 z Bo(” m, n) < z ) 09;7 ’
' %: ,u q,’(mn)
' 931 <cy¥x) , (95)

fiir z> 10.

11) Der Summationsbereich fir v, m, n ist durch (71) gegeben; even~
tuelle weitere Einschrankungen werden immer besonders gekennzeichnet.
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Weiter ist
U= zﬂ(v,m n)< Yoz 7 (“’)”" Min ( (qo+1mn))

o
o<V [ 23 4 qu
mn m,n

Dabei ist m—1n—1 < q"T“ fiir mn > ; da die Anzahl der m, n

v+1
1

' N L]
bei festem v kleiner als ¢(%) q2 ist, so ist

Ql < 0(77) z 'P"(Z) xn Qv+l < o(p; 1) wzqz ?’(qv)

o<V <V

Wegen ¢, < ¢lgy_,) S ist_ hier die Gliederzahl kleiner als.

¢(n) an, also

?(2y_y) 5, P¥(2)) 'l

AU < C(%. n) &% ——— o Sclg,n e zy(z) = °® ")w(x) (96)
Fiir weitere Zwecke rechne ich vor: ist v = 0 oder 7 = 1, so ist-

‘ 3 1

5 41 S 4l ERMS
S ) T < 3 a® ,szl<c~(q"—;1) (97)
mn= z a= z dla ) "
y4-1 ~do4-1
- 7 1 7
=+ 2 24T+ St
1+,+ 2 ! z
z . (mn) Qv-l—-l <e¢ x Jv+1 C
z - z — \dv+1/ x
»m<"’+1 . )
. 1 :
—r—
_ . [qr+1 ? A" . 98
) @8y
Weiter: fir 0 < o < f ist._ v .
(P (G2 (@) ey
TGp  \ P 7,

Fir z > 6 bek&nmt man (mit = '}) nach (97),-(98), (86), (99)
mit 1'——0 cx—%, =%

1 . R
A < Z 'l’(x)) llsﬁT Min (1’ ("Ln%ﬂ) )
T S e 'vv pmn)® & Y .




1 10 1 10

8 N Y 8
<dlp) z(w(x)) ((3)) < ofp) 22D (V’(qv-—-l)),

o<V N 8 .
o Ty—1
1_(?

s
A, < g )(y)(x)) (‘P('l’(x))) = ¢(p) y—1(). (100)

x
(p())

Fiir z > 10 bekommt man nach (97), (98), (86), (99) mit v = 1,
« =2, f =4 (der Exponent } in der folgenden Formel ist sogar

ool =

o|o

- iiberfliissig) 1
1 mn 2
B, = z Byv.m,n) < Z e Al ( (' Zv+1) )
o<V o<V 8
-omn mn  Qy (lm )

9 9

1 ‘7’(’]0) * 1 q"(qy__l) i

< ¢c(g) ( -_ ) < c(p) ( .

v<zV q" x f’—l x

9

B, < elg) y—2(= )(“’”‘ ”) @) yta).  01)

Aus (34), (49). (52), (69), (95), (101) folgt (90) (da—— + < ——3

9 S
fir z > 10, y—2%(x) > 2—2).

Wird weiter & = yp—(x) gesetzt, was wegen yp—1(z) = z—1,
p(x) > oo filr x > c¢(p) erlaubt ist, so folgt (87) bzw. (89) aus
(33), (48), (50) bzw. (51), (68), (93) bzw. (94). (96) bzw. (100).

Beweis des Satzes 3. Es sei. 0 < 1 < 1,

. 1
. lim sup 9o+

v=o  @(q)

und man wiahle ein 4 > 0 so, daB es unendlichviele ¥V mit

>0

41
‘olar)

»«glbt mit V werde ich jetzt nur solche Indizes bezeichnen, fiir
welche (102) gilt. Mit d,, d,, . . . werde-ich zur Abkiirzung Zahlen
<(p, A, A) bezeichnen. Aus (102), (8) folgt

. &y <y ( ’:4“) < dwlgy,)- (103)

>4 (102)




Fir' 0 <9 < ¢ ist

r r A r :
2 2 27 2
" ¢ ¢ n : :
< <= L ; 104)
() (r/) W) (
fiir '
Aoy
qV+1 Sz qV+1
ist also nach (103), (104)
__.1 -——1 '%_1
qV+1 1 Ty : (105)
5y & Wy > % ()
Ist nun
oy 3 rpi= <a—d<a <3 qv+1: (106)
so ist nach Hilfssatz 8 und (105)
.2-—1
Jdy > dg—— 6. wenn 6 > i 33 107

Wir machen nun folgende Voraussefzung x, 6 seien so gewihlt,
daB (106) gllt und man setze voraus, dafl entweder P(y) <

<}d3y2 - 1p (y) fiir alle y mit x— 6 < y < x oder P(y) > —

— }dgy? 11p (y) fir alle y mit x — 6 < y < 2. Dann ist also
nach Hilfssatz 9 und (107)

—1
P(y) d =, 108
f ®) y _‘ w(x) (108)
wenn ) ‘ : ]
6> 3"‘—’- (109)
v . ;

Daraus wollen wir fiir gewisse 0 einen Widerspruch ableiten.
Erstens: ist
: 2c
3° (),

so gilt (109) fur v > ds und Hllfssatz 10 glbt den Wlderspruch
gegen (108).

- . 29'



Zweiteris: es sei auch

lim su Lot1 < o,
} Y= P @(q0) '
also ‘
_ Qo+1 < d5 9(go), @o > dg P(qo+1)-
Ist 0 <e<t.

: 1
02 21“{—’8—)1#?“(70),

so gilt (109) fir ¥V > c(g. 4, 4, €) und Hilfssatz 11 gibt den Wider-
spruch gegen (108). -
Man beachte nun, daB

_2&,< 20y < d,
av  deylgr+1)  w(x)

2¢45() 1
é > Max =222 4 ) . ,
- ( dg ) (@
so gilt (109) und Hilfssatz 11 gibt einen Widerspruch gegen (108).

Damit sind die Behauptungen 2, 3 des Satzes 3 bewiesen.12)
Die Behauptung 1 ist imm Hilfssatz 11 enthalten.

Die Behauptung 4 ist aber trivial: ist ¢ > 0, 1 < 2, < z,,

Ist nun z > 10,

P(z,) > exl?—l 1p— l(xl), P(z,) < — sxﬁ—l v l(x,), so_isﬁ (da A(x)
nicht abnimmt)

1 —
—eg® (%) > P(x)) — P(zy) >
> —c@T D) >t (m— ),
also
. Ty — 2, > oy (ay).
Beweis des Satzes 2. Sind die g, beschriankt, so setze man
@(n) = n, also y(n) = ». Dann ist fir alle v

1< ;El) < Ca : (110)

18) Zu (14) beachte man noch die FuBnote 7). Das Intervall K, in (14)
ist wesentlich linier als das fiir z > 10 brauchbare Intervall (15). Die hier
entwickelten Methoden wiirden auch erlauben, K, fiir z =15, z=86,...
nach und nach zu verkiirzen, bis man fiir z > 10 zu (15) kommt. Ich ver-
zichte darauf, weil die Resultate zu kompliziert und dabei nicht so scharf
" wie (15) waren.

K



= - . | 1 ,
Ist B>0,0<e<ji—~undW1rdA— i.-é-—gesetzt
Caa

so gilt fir z > ¢(B) folgendes: wegen (110) (wo ¢(gs) = gy) gibt
es ein V mit iar: < Qv+1 < ¢3y — , also
) 51 %
1

l(xl X <lx/x—x?‘+.<x—£<
397+1—663‘QV+1 5 ¥ < ' o

%1 qr+1

<r<- y T

) : 3 Iv+1 P q_V)

und die Behauptungen 1, 3, 4 des Satzes 3 ergeben Satz 2.

Beweis des Satzes 1. Fiir beschriankte g, folgt er aus Satz 2.
Also seien die g, nicht beschrinkt und zur Abkiirzung sei -
(0, &g) = p. Wahlt man ¢ so, w1e es in der Einleitung vor dem

Satz 3 gesagt wurde, so ist &~ w(w)—»O y(x) > oo, also nach
Satz 3, Behauptung 1: f(Q) < —-—-1 und nach Satz 3, Behaup-

>4

tung 2: £+(Q) 24— 2, /(@) 25— 23 Tst y < 00,y <y’ < o,
80 gllt (8') mit q)(n) =7" und Satz 3, Beh. 1 ergibt!®) f(Q) <
_<__?—— 1— -1—; fir y = oo ist dies wegen f(Q)_<__-;—r-—- 1 auch
wahr. Ist y>1, 1<y <y, so gilt '(9) mit “¢(n) = n" ¥ und
Satz 3, Behauptung 2 ergibt®), 14) f, (Q) > I O 1 —-i f_(Q)

1
2g—1—

—(@) ‘g e%—r— 2 auch wahr.

fiir Yy = 1 ist dles Wegen f+(Q) > —_-r_ 2

Beweis des Satzes 5. Die zweite Behauptung folgt aus Satz 2;
die erste folgt aus Satz 3, Behauptung 2, da man hier, wie vor
dem Satz 3 in der Emleltung bemerkt wurde @(n) so wiihlen kann,

"daB (9) und x ' y(z)—> 0 gilt.

Beweis des Satzes 4. Es i 0 S <1, 0 <y <y, x>q,
" Man definiere w durch ¢, < 2 < gu4+1. Die Zeichen v, m, n s_zollen

13) Néamlich: essei B> 0, 7.— 2 H Jedes Intervall \l‘ %‘ Iy 410 % 4v+1>'

© _wo V > ¢(p, B), enthalt wegen —1ly(z) >0 ein Intervall der Gestalt

<z — B y(z), =), z. B. fiirr z = E—q‘, +1- Vgl auch dxe analoge FuBnote ')

\ ) Da »’ behebxg nahe an.p gewdhlt werden darf.

N, - o . o '\‘3'[;._



durch p, > 0, m/p,, n/g,, m < VE, n< VE eingeschrinkt sein.

Man setze 2

' D(v, m, n) = —— 1 . Min(l. (M’)z), (111)
=7—1 —r—1 x
va 2
also nach (18) ;
D(v, m, n) < G(x). : (112)
- insbesondere
G(2) > Dw, 1, 1)-51_g% (113)
Die Anzahl der Systeme v, m, n mit v < w, m/p,. n/q, ist kleiner
. als ¢(n) 2". Also nach (112), (113) _
> D(v, m, n) < c(n) &’ G(x). (114)
Q;ZW
ZD(v m.n) < z gomn) " < c(n) Zq,,“”" <
°>w v>w V>W

mn

<e(n) goii" <olm) aT < c(n)a" G(z). (115)

Nach (33). (48), (50), (68) mit & = —;— und mit 5 statt e ist (man

" n
beachte, daB (m_n) < xz_")
&gy

| P(2) | <o) 2T "+ c(n) w_z_—lq’,-sn 2. D(v. m, n),
also nach (113). (114), (115) emn
|P(@) | <cl)a® " G(a), - (116)

womit (20) bewiesen ist.
. Es sei nun z > 6, Dann ist (man beachte m/py, n/gy) nach
(112), (113)

Z D(z m, n) Z < ¢(n) Z g 2t <

¢v>“‘ _ q.,>z‘ q,,>zf
<c(1))x TTE <o) 2T G(2) (117)
S oeum m o < el ) 20" 6(a) < cl) 2 G(). (118)
¢,§t*

‘Nach (34), (49), (50), (70) bzw. (69) (fir 2> 6, 0 = 0) ist slso

32



(mit K statt ¢)

ny)dy

Also nach (113), (117), (118)

—2 40

< e( )x2 2 c(n)x2 +’lzDvmfn)“‘—‘

v,m,n

—59

|fP(y) dy| < ¢(n) G(x) x% . ‘(1}9)

r
Ware nun fir pz < y < z entweder stets P(y) < y?_l_sﬂ G(y)

oder stets P(y) >—y? i G(y), so ware nach (116), Hilfs-

satz 9, (119)5)

[Py dy<emyz® 6] Py) | dy <

<em)e? 6() ([ [P dy|+ 20 —pa" G(a})) <

< o, m) 2" G (a),
was fiir > c(u,n) im Widerspruch gegen (19) steht. -
*

Prispévek k teorii mﬁiovich bodid v elipsoidech
a Ui+ Fu)Fa(ul 4. Fu) <
2. pojednéni.

(Obsah piedeslého &lanku.)

V praci vySetfuje autor miffovy zbytek P(x) pro élipsoidy
tvaru

oy (w24 ...+ url2) + dz (’ur,'—}-l2 + .. 4 w?) é z
(ocl > 0, ag > 0, 2 iraciondlni, z = Min (r,, r — 1) > 4) Autor

vy&stiuje nejen absolutni hodnotu, nybrz i znameni funkce P(z)
a rychlost, se kterou se st¥fdajf ]e]i kladné a zdporné hodnoty.

z

18) Man beachte: nach (18) nimmt ¥* G%(y) nicht ab- also auch yi Ay),
._.__.1_

g.;_ +2; daher ist y Gy) =

—1—5

2° n r
also auch y Q(y), da 3
—1—

. r
<=2 r’G‘(:a:) fir uyrLy<L =

Casopis pro péstovéni matematiky s fysiky. 3 3
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