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Prispevok k predchadzajicemu ¢lanku
prof. L. Simka o analyze kriviek napiitia a pridu.
Ing. L. Kneppo, asistent.

(Dolo 3. ¥ijna 1933.)

Na popud p. prof. Ing. L. Simka previedol som matematicky
rozbor metody uvedenej v predchidzajicom é&lanku, ktory dosial
stiborne nebol v znidmej technickej literatire podany.

3 |
Y T o ]
. i Mm=8 H

7\ i
l - q\“ _—,/
| ]

‘Obr. 1.

¥

N

_/
/
/

a) Rozdelme mnohovlnny priebeh v &ase jednej periody T -
poc¢inajiac Tubovolnym bodom postupne na m dielov, kde

m= 0’ 2_’ 4’ 6, 8; e

prebieha prirodzenym radom parnych (sudych) &isel. Vypoéitajme
si strednit hodnotu stétu neparnych (lichych) dielov (na obr. 1
st uvazované diely &iarkované pre m = 8) vychadzajic z analy-
tického vyrazu mnohovinného priebehu daného Fourierovym radom

‘n
y = Z (ax sin kwt + b cos kwt),
k=0 :

kde £ = 0,1, 2, 3, 4, ..., n prebieha prirodzenym radom ¢&iselnym.
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Omedzeny integral radu pre hranice ¢ = ¢, resp. £, bude

t ta
y.dt= f Z ay sin kwt + by cos kwt) . dt =
t k=0 (1)

n l

= t,— 1) -|—Z—l—coskwt ZZ—;

sin kot.

Pre m = 0, t. j. pri nedelenej vlne strednt hodnotu dostaneme pria-
mo dosadzenim ¢ = ¢, resp. £, t. j. 0 resp. 7" a delenim s T'

Yso = by
Pre m = 2,4,6, ... stredntt hodnotu prvého dielu dostaneme
dosadzenim ¢ =1, resp. &, t. j. 0 resp. T'/m, w = 2n/T a delenim 5 7'
T ’ T

27k

n
— COS —~ Z —T—t=

by . N k- be ok
= — o — _— —_— ‘—2 .
+kz - (1 cosm2ﬂ)+k=l2ﬂksmm 7

Stredna hodnota tretieho dielu pre ¢ = 27/m reép. 3T /m

k
—-+ Z (cosz—‘)n—cos352n){-

..k .k
=+ Z%—k(sm 3 m 27 — sin 2 po 2n)
a podobne pre ostatné neparné diely.
. Potom strednd hodnota vietkych nepirnych dielov sa da
vyjadrit :
ax

= (?2+ﬁ+,,_)+ an (1—cos%2n+cos2%2n— )-{—

= k k
2 sm—27z—s1n2—2n+sm3—2~t— )-—
4 m m
B b n m—l k
4 — p+2 — 2

n

z ok 2_1(— 1)p+1  sin p—k— 27,
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Clenov by/m je im, preto stet jejich dava 4b,.

Clenov cos je 2.3m = m, preto (poditajic s nultym &lenom)
budd hranice stétu p = 0 resp. (m — 1).

Clenov sin je 2.4m — 1 = m — 1, preto (poéitajiic s prvym

¢lenom) budd hranice druhého sGétu p = 1resp. (m — 1).
m—1

k
U radu Z (—1)?+2 _cos b, 2 moZeme vyladit oscildciu zna-
»=0
mienok jednotlivych élenov substituciou

k k
— 1)p+2 Zoom = il
(=1 .cospm2n cosp(an-{-n)

a potom stdet tohoto trigonometrického radu bude (srovnaj na pr.
podla tech. prievodcu I. str. 146)

m; ked (E 27 + n).E 0 mod 2n

m21(”‘.)=' cos}(m——l)( 27::7:) sin%m(%%z—kn);
=0 : sin%(;n— 2::—}—7:)

ked ( 27 + n) == 0 mod 27:
U druhej hodnoty ¢&len sin v &itateli
stgm(lc 2n +7t) =sgin (k + im)m = 0,
lebo podla predpokladov m méze byt len parnym ¢islom a preto'

(k + jm) je vidy celym ¢&islom. To znamend, Ze druhy vvsledok
je vidy O.

Podmlenku (k 2n + n) = 0 mod 2z méZeme si formulo» at!

o o =_1hf+%—.61810celé=1’2f3’4""
z toho E__ -
B oo R i
m—1 2
U raduz (—— 1)P+1 sin P 2n zase vyluélme oscildciu znamie-
p=1 o :

: nok substxtuclou
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k . k-
— 1)r+1 i — = —_——
(— 1P+l sinp o 2n = sin p (n» p” 2n),
potom shdet tohoto trigonometrického radu bude
0; ked (n—-—,’%%i) = 0 mod 2z

sin%(m——_l)(n—%%z) . sin }m (n—n%zn)

T ,

. k
p=1 sin % (n — 2n)

kéd’ (n _k 27:) == 0 mod 2.
. m
U druhej hodnoty é&len sin v &itateli bude zase
sin m (n—%%z) =sin (}m —k)z =0,

tedy oba vysledky sa 0. .

Ked: shrnieme uvedené vysledky, dostaneme obecne pre stredni
hodnotu stétu {m nepérnych dielov potrojny vysledok:

bo; pre m =0

_ I
1b, + 2—2?1—,;0 m; ked pomer k/m jezradui, $,%,... }(2)
k=1 : S .

/
Ysym =
N\
AN

0; pre ostatné pomery k/m.

Postupnym delenim jednej viny mnohovlnneho priebehu na
=0,24,. ."dielov prichddzame dosadzovamm do rovnice (2)
za k a m k vjrrazom A

e= b S
y,1=-;bo+;(a1+%a3 + 395 + ..

' Ysa =}bo”+ ; (as + }% + %alo +...) ) } (3)

Yss = $bo + %(aa + %“9 %“15 e

1 .
Yuu = $bo + — (@ + e + fa00 + .. )

Casopls pro pstovénf matematiky a fysiky. Ro¢nik 63. : . 10_
N LI
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o = Hbo + = (@ + daus + o )
yso-=-%bo+—7l;(a¢+%am+%aao+-..)
Yoo =0+ (@ daw +dos ) L (3)

S 1 4
*Yse = tho + — (@ F $au + $00 + - )

1 .
Ysg = %;bo +._7t— (ag + %am + Fa + - . )
‘ atd.

=

dbr 2.

b) Posunme osu Y proti smeru éasu-o y (obr. 2) od zvoleného
potiatku, vymedzme si zase priebeh:odpovedajici jednej periody
a rozdelme tento opiat postupne na m dielov.- Strednd hodnota
" sGiétu nepdrnych dielov vypodita sa analogicky jako v odstavei a).

Rovnica Fourierovho radu pre novy poéiatok‘ bude

2 [ag sin kw (t — ) + by cos ko (t — ¥)] Z [(axcosy’ +

; k=0 . k=0
: 4 by sin y’) sin kwt + (—agsiny’ + b;, cos ') cos kwt],

ked rozwmeme gomometncké funkcie suéty thlov a dosadime za
¥ = koy:
Omedzeny mtegrél pre hra.mce t = 4 resp tI



20k
ts

fy dt—f [(akcosw +bksm1p)smkwt+(—uksmy) +
£=0 o

\
v -
: -+ bx cos y')-cos kwt] . dt
ax cos ¢’ + by sin p i (4)
=b (t2 t) + Z . \—coslcwt +

k=1

ty
i— ax sin p’' =+ b cos y’ sin koot

kw

Ked dosadime za
akcosw +bk sin ' ﬂ

, kw T ke’
—arsiny’ + b cos'ip' . 2"_
ko T ko’

dostaneme stejny vyraz, jako je rovnica (1), kde ag, b treba nahradit
Gk, Dk Ponevaé pri daliej tprave tieto ¢leny nedoznivaja zmien,
moZeme pre tento pripad hned pisat vysledok pre stred.nu hodnotu
saétu 4m neparnych dielov

‘bg; pre m =0

1+ Z—z%m ked pomer k/m jezradu,1,4,. .. }(5)
k=1 . .

rom = L
yt?»f—‘\

0; pre iné pomery k/m.
Vysledok plati pre I'ubovolné . V pripade, Ze vohme y vidy
také aby bolo vyhoveno vztahu
T k.
. Y=g tedy ¢’ = kwtp=;,’-n,A
bude . ‘

Ok = az cOs;I’% ] +' bk.sinﬁ = (— 1)¥im—1t b,

ponevaé L/m musi tieZ vyhovovat’ podeenke

kfm = Iz 3 %:

Tedy koneény vysledok bude mat obecny tvar
.14t
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bo; pre m = 0
Oy (— 1)kim—3
, .%bo -+ .g_l)___'ﬂ m

Yom=—2"" @ 2nk ; (6)
ked k/m je z radu %,3,%,...

0; pre iné pomery k/m. -

Postupnym delenim jednej vlny mnohovlnného priebehu na
m=2,4,6,... dielov pri stidobom posunovém' podiatku proti
 smeru $asu o T/2m = 3T, 3T, ¢57, . . . dostdvame dosadzovénim
za k a m do rovnice (6): '

Y'so = b, (pre I'ubovolny posuv) .

, 1 .
yu=%bo+;(b1_%ba +3bs —..)
: 1 |
yt2=%bo+;(bz—%be ﬂ‘%b1q_‘---)
, 1 ..
I’/asz%boff‘;(bs—’lsbs +%b15—-_--)

/ o, L . oy
?/c4_=%bo_+7‘;(54—@12.'*‘%”20—---) .
1 , . 1)

Y'ss = 3by + ;,(bﬁ — 3byy + Lbyy — .. )
‘ y'sc = %b + % (bg — b1 + %bso —.. )
RS TS WA T
Y= %bo ;lz' (ba B'b  + %bm )‘
. I‘/aion—f %(bs %bzi‘l‘sbu—---)
atd.

Pri jednotnom posunuti podiatku o y = 17T proti smeru ¢asu
bude é&len

Cy=arcosy’ + by sm'q) = @ CO8 ;;nlc + bz sin }nlc

a stredné hodnoty pri réznom delenf m = 2,4, 6, ... budu dané-
_rovnicou -




be; pre m = 0

n 1 .
Vo — L 16, +k§1 a cos 2nk27—t}—k by sin §rk m:
\ked’ k/m je z radu 4,4, 3,...

0; pre iné pomery k/m.

Postupnym dosadzovéanim za %4 a m dostaneme:
Yso= by
Yoo = oo+ — by — by + b5 —..)

y82=§bo-—-;zl-(a2+%a6 + ta0 +..)
?/’sszéblo““;l;(ba_%bs + 3by; +..)
y’“:%bo—{-%(% + 3 + $a5 + .. )
Yo = $bo -+ (b — this + $bg + .. )
y’m:%bo——% (ag + tayg + 2ag0 + .. .)
ys,%%bo—%(b,—§b21 + 3by; —...)
Y'ss = b, —{——71?(% + da + tagy +... )

) 1
yss:%bo"l‘;(bs’—%bw +%‘b45 —...)
atd.
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Ked mnohovlnny priebeh neobsahuje stejnosmerny ¢&len, bude

v rovniciach (3), (7). (9) ¢len b, = 0.
* .
Une analyse mathématique de Particle précédent.

(Extrait de l'article précédent.)

L’auteur donne une analyse mathématique de la nouvelle

méthode cité dans 1’article précédent.
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