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Príspevok k predchádzajúcemu článku 
prof. L. Šimka o analýze kriviek napatia a pnídu. 

Ing. L. Kneppo, asistent. 

(Doš1o 3. října 1933.) 

Na popud p. prof. Ing. L. Šimka previedol som matematický 
rozbor metody uvedenej v predchádzajúcom článku, ktorý dosia-1' 
súborne nebol v známej technické] literatuře podaný. 

Obг. 1. 

a) Rozdělme mnohovlnný priebeh v čase jednej periody T 
počínajúc l'úbovolným bodom postupné na m dielov. kde 

m 0, 2, 4, 6, 8, 

prebieha prirodzeným radom parných (sudých) čísel. Vypočítajme 
si strednú hodnotu súčtu nepárnych (lichých) dielov (na obr. 1 
sú uvažované diely čiarkované pre m = 8) vychádzajúc z analy­
tického výrazu mnohovlnného priebehu daného Fourierovým radom 

y == V (aie sin kæt + bk cos kæt), 
Ä?-=0 

kde k = 0, 1. 2, 3, 4, . . ., n prebieha prirodzeným radom číselným. 
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Omedzený integrál radu pre hranice t = tx resp. t2 bude 
t2 t2 

- ii 

"""[ (ctk s in kcot + bk cos kcot) . át = 
ř- "*- ~~" (1) 

řa t2 

Гy.åt=Њ 
J J k=0 

tг 

bQ (t2 ---1_) +___^\ — c o s кcot + __^ 
k = l 

n U 

n bк 

кco 

tг 

k=l 

sin кcot. 

Pre m ---- 0. t . j . pri nedělenéj vine strednú hodnotu dostaneme pria-
mo dosadzením t = tx resp. t2, t . j , 0 resp. T a dělením s T 

yso = bQ. 
Pre m = 2, 4. 6, . . . strednú hodnotu prvého dielu dostaneme 
dosadzením t = t± resp. t2, t . j . 0 resp. T/m, co = 2n/T a dělením š T 

T Ť 

1 T 1 ^ a 4 r 2rc& l Ä f c T 
T 0 o m + T . 4 j 2 ^ C ° S T t + TLl2nk 

. 2Я& 

l»o 
r" 7,77-7" 1 — c o s — 2 ^ + >,-7-7-sin— 2TC.-

m --J 2yrk \ m ) ÁJ 2nk m 
k=i x i k=i 

Středná hodnota tretieho dielu pre t = 2T/m resp. 3T/m 

bo:+ yOk I 2 Jc_ 27z _ c o g 3 k_ \ 
m Li 2nk \ m m j 

+ V A / s i n 3 - 2n — sin 2 - 2TT\ 
& = 1 * ' 

a podobné pre ostatné nepárné diely. 
. Potom středná hodnota všetkých nepárnych dielov sa dá 

vyjádriť 

*-^+ti+-)+gá.(,-~s-'+~,s.-«^-) + 
^ bh I k k k 

+ V T T l s i n — 2™—sin 2 — 2TT + sin 3 — 2n• / ,o_/. 1 w w m Sas(s 

w л w—1 & 

k±*l p=Q 

A && " L ^ 1 k 

+ £2^£ (-1 ) P + 1-S Í n Pm2 7 r-
A - - 1 » = 1 
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Členov bjm je \m, preto súčet jejich dává \b0. 
Členov cos je 2 . \m = m, preto (počítajúc s nultým členom) 

budu hranice súčtu p = 0 resp. (m— 1). 
Členov sin je 2 . \m — 1 = m — 1, preto (počítajúc s prvým 

členom) budu hranice druhého súčtu p — 1 resp. (m — 1). 
m—* h 

U radu V (— 1)?+2 . cos p~ 2n móžeme vylúčiť osciláciu zna-
p»o 

mienok jednotlivých členov substituciou 
k 

(— 1)*+*. co8p—2я г m cos p í— 2TT + Jtl 

a potom súčet tohoto trigonometrického radu bude (srovnaj na pr. 
podlá těch. prievodcu I. str. 146) 

Ю l — 1 s<--»= 
p - 0 

m; keď | — 2n + n)== 0 mod 2n 
\m ) 

cos \(m — 1) j — 2n + nj . sin \m /— 2TT + n\ 

šm\ *(£-* + „) 
keď /— 2rc + jrj =E|= 0 mod 2n. 

U druhej hodnoty člen sin v čitateli 

sin \m i— 2n + n\ -== sin ( i + £m) ?r ==- 0, 

lebo podlá predpokladov m móže byť len párnym číslom a preto 
(k + \m) je vždy celým číslom. To znamená, že druhý výsledok 
je vždy 0. ' -

Podmienku I— 2n + n\ = 0 mod 2TT móžeme si formulovat 
\m j 

k 
— 2n + n -

= = _ + $ = číslo celé -» 1, 2, 3, 4, . . . 

z toho 
2л 

m—1 

m 
k 

\m Ä * ' * ' • » * » • 

yfc . 
U radu V (— l)- 5* 1 . sin p — 2JT zase vylúčime osciláciu znamie-

v**i 
nok substituciou 
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k (— 1)P+1 . sin p — 2n = sin p ÍTT — — 2n), x * r a \ ra / 

potom súčet tohoto trigonometrického radu bude 

E < ' - > -
p - 1 

0; keď ÍJT 2n\ = 0 mod 2rc 
\ m / 

sin \(m — 1) in 2n\ . sin \m in 2n\ 

sm 

keď |TT 2^ I ==|=E 0 mod 2n. 

\ m I 

U druhej hodnoty člen sin v čitateli bude zase 

sin \m ln 2JI\ = sin (\m .— k) TI = 0, 
tedy oba výsledky sú 0. .* . . 

Keďshrnieme uvedené výsledky, dostaneme obecné pre strednú 
hodnotu súčtu \m nepárnych dielov potrojný výsledok: 

b0; pre ra = 0 

ys\m 
Яk 

-i bo + 5J2^b m ; k e d P o m e r fe/m Í e z r a d u ^' t» 2' 
fc-=i 

0; pre ostatné poměry kfm. 

(2) 

Postupný in dělením jednej vlny mnoho vinného priiebehu na 
ra == 0, 2, 4, . . . dielov prichádzame dosadzovánim do rovnice (2) 
za k a ra k výrazom: 

ž/*o 

\K + — («1 + 1«3 + T«6 + • • •) 

¥>0 + — («2 + K + -Ko + • • •) 
ЯC 

Ž/*3 = ł^O + — («S. + ł « 9 + ł«15 + - • •) 
Л 

Ž/«4 = £&0 + — K + í«12 + |^20 + • • •) 

Časopis pro pfcstovaní matematiky a fysiky. Ročník 63. 

(3) 

10 
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Уsь = Џo + — («5 + ł%5 + ł«25 + 

тc 

Уst = Џo + — K + ł«18 + ł«зo + 

У*l = Џo + — Ҝ + ł«21 + ł«35 + 
n 

; Ž/*8 = ł Ď 0 + — («8 + ł«24 + ł«40 + 

Уso = Џo + — K + ł«27 + ł»45 + 
atď. 

(3) 

0 $ 'm Зň 
Obг. 2. 

6) Posuňme osu Y proti síneru času o \p (obr. 2) od zvoleného 
poěiatku, vymedzme si zase priebeh ddpovedajúci jednej periody 
a rozdělme tento opat' postupné na m dielov. Středná hodnota 
súčtu nepárnych dielov vypočítá sa analogicky jako v odstavci a). 

Rovnica Fourierovho radu pre nový počiatok bude 

y' = V [au sin kco (t — tp) + 6* cos kco (t — v)] = 2 J ^ a * c o s V' ^~ 
• *-=0 *-o 

'" * + bjc sin tp') sin kcot + (— a* sin tp' + 6* cos tp') cos faof], 
keď ro^vinieme goniometrické funkcie súčty úhlov a dosadíme za 

tp' = fctt>^; 

Omedzený integrál pre hranice t = ^ resp. ř2 



J J k = 0 
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tt 

[(aie cos ip' + ójt sin y') sin ico< + (— &t sin y>' -f 
\ . 

ЬoÄ — У + S 

+ bk cos y') cos Ä;æŕ| . dť == 

«A; os y' + бjfc sin гp' 

кco 

ү ţ ӣk sin ^' + Ьk cos ^' 
+ 2j кco 

fc=i 

- cos toż + 
(4) 

sin &coż. 

Keď dosadíme za 

ak cos y' + bk sin ^p' __Ck 
kco kco9 

— ak sin y' + bk cos y ' _ Dk 
kco kco9 

dostaneme stejný výraz, jako je rovnica (1), kde ak, bk třeba nahradiť 
Ck, Dk. Poneváč pri ďalšej úpravě tieto členy nedoznávajú zmien, 
móžeme pre tento případ hněď písať výsledok pre strednú hodnotu 
súčtu \m nepárnych dielov 

ò0; pre m = 0 

y\\m = ^ ibo+ 5 J 2 J 4 m ; k e ď P o m e r klm Í e z r a d u i> M> • • • 
ь-i 

0; pre iné poměry k/m. 

(5) 

Výsledok platí pre Tubovolné y. V případe, že volíme \p vždy 
také, aby bolo vyhoveno vzťahu 

bude 

v = a 5 S ; t e d y v' = ^ = - * , 

Ojfc = a* cos — я + bk sin —- n =-. (— !)*/»—*. &*, 

poneváč ž;/^ musí tiež výhovov&ť podmienke 

*A» = i? 1 Í !> • • • 
Tedy konečný výsledok bude mať obecný tvar 

, 14-
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60; pre m = 0 

ÿ#ł?» = .ł*.+E' 2лk m\ 

\ keď k/m je z radu -|, f, £, 

0; pre iné poměry k/m. 

(6) 

Postupným dělením jednej vlny mnohovlnného priebehu na 
m = 2, 4, 6, . . . dielov pri súdobom posunováni počiatku proti 
směru času o T/2m = %T, \T, -^T, . . . dostáváme dosadzovánim 
za k a m do rovnice (6): 

y'80 ==. ft0 (pre lubovolný posuv) . 

y'n = *&• + é (&i —'-*- + **« - • • •) ' 
л 

У'»г = ł 6 o + — ФÎ — ł*в + ł&ю — • 

ž/'«з = ł&o + — Фз — Џa + Џ1S — . 

ťч = ł*o + - (l>4 —'łtJiг + ł&ao — • 

•У'*5 = ł&o + — Фь — łtJis + ł^гв — • 

У'n = Џo + — Фв — ł^ig + Џ9o — • 

У',1 = łí>0 + - Фl — ł*21 + Џя — • 

ÌҐП = ГЬ0 + — (&8 — ł 6 24 + ł*40 — • 
JЬ 

У'»» -= ł * 0 + — (*9 — ł&27 + ł 6 45 — • 
Л 

(7) 

atď. 

Pri jednotnom posunutí počiatku o ip = \T proti směru času 
bude člen 

Ch = a* cos y' + 6* sin y' = a* cos J f̂c -f- bi sin t̂rA; 

a středné hodnoty pri róznom dělení m = 2, 4, 6, . . . budu dané 
rovnicou 



60; pre m = O 
/ 

a* cos \nk + bjc sin \nk 
У s\ш łéo+S" 

Ä=»l 
2я& m; 

\ keď k/m je z radu -§-, f, f, . . . 
0; pre iné poměry k/m. 

Postupným dosadzovánim za k a m dostaneme: 
žAo = &o 
y'si = ib0 + ^(b1— ib3 + | 6 5 — . . 

žA2 = i&o — — (a2 + | a 6 + ±a10 + . . 

2/'*3 = Í * 0 — ~ (63 — Í^9 + ^ 1 5 + • • 71 

y'si = i^ 0 + — (a4 + | a 1 2 + ja 2 0 + . . 

ž/'*5 = i&0 + ~ (h — Í&15 + |&25 + . . 

V'* = Í&0 — — K + 1̂ 18 + i%o + . . 

У'S7 =ІЬ0 — ~ (67 — łb2 1 + łb3 5 — 

^ 8 = ł 6 0 + ~ K + ł«24 + ł««0 + 

ÿ's9 = ł * 0 + -~ (Ь9 — ł 627 + ł&45 — 
71 

atď. 
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(8) 

(9) 

Keď mnohovlnný priebeh neobsahuje stejnosměrný člen, bude 
v rovniciach (3), (7), (9) člen 60 = 0. 

Une analyse mathématique de l'article précédent. 

( E x t r a i t de l 'article précédent.) 

L'auteur donne une analyse mathématique de la nouvelle 
méthode cité dans l'article précédent. 
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