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0 deduktivnim odavodnéni binomialni poucky.

Napsal
prof. Dr. F. ). Studnicéka.

Jak zndmo, odvozuje se tak zvand binomialnf poucka spi-
sobem dvojim, a sice induktivnim, pokud jest mocnitelem celistvé
c¢islo positivni, a deduktivnim pro jakou koli realni hodnotu
mocnitele viibec; tento spiisob uziva poucck poctu differencialntho,
zejména bud derivovani ve spojeni s pouckou o neurcitych sou-
¢initelich nebo pravidla Taylorova anebo Maclaurinova, kdezto
spiisob prvni odvozuje ze sloZeni Fady binomialni, ve zvlastnich
piipadech zndmého, sloZeni jeji v ptipadé vieobecném, naceZ se
dokazuje zvldStnimi obraty platnost jeji i pro mocnitele negativ-
niho a lomeného.

Déle jest taktéz zndmo, ktery splsob odvozovani jest se
stanoviska logického dokonalejsi, aC¢ sc pravé v mathematice
methoda induktivni, spojena jsouc s tak zvanym zivérkem z n
na (n -+ 1) nesmi podcelovati; z CehoZ plyne snaha, aby se
poucka binomialni i pouhymi prostfedky obecné arithmetiky
deduktivné vyvinula.

Hlavni obtiZe, jeZ tu jest prekonati, vztahujf se k vySetteni
koéfficientd zvlaStnich, jez radu binomialni charakterisujice téz
binomialni — unicie binomiales — sluj{; neb sloZenf ostatnich
¢lenlt Tady jest naprosto jasné, jelikoZ pro celistvé a positivni
n zajisté plati :

(a+ 1) =4ga" + 4=+ Ayam—*+ .. . A dpra + 4ny, (1)
protoZe vedlé nejvyssi mocniny n se jesté vSechny niz$i mohou
tu u veliéiny a vyskytovati zndsobeny jistymi koéfficienty 4.

Abychom pak vySettili vyznam téchto souciniteld

Am Au A‘.’.a te An—l, Am
10
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jez dosud nezndme, piSme ve vzorci (1) misto libovolného «
jinou velic¢inu, dejme tomu b, takze pak opét bude

G4 1y =A0 - 400" - A0 A, b A4,
nacez obdrzime, odecteme-li na obou strandch téchto dvou stejnin

od sebe,
@+ 1 — @+ 1=
_Ao (an — bn) + A] (an——l — bn—-l) _+_ A2 (an.—z _— bn-—'&) -
“+ A4, (a—D).
A ponévadz, jak patrno, plati stejnina
@+D)—@G+1)=a—1,
povstane, délime-li obé strany pfedeslé stejniny stejnolehlymi
stranami této stejniny a uzijeme-li zndmého pravidla o déleni
takovychto rozdila platiciho,*)
@1 4@ 204D+ @1 0+ D
+ 01y
=4, (@'t a b4 a0 ... ... ~+ bn1)
+ 4, (a4 a"3b a1 b+ .... 4 ")
+ A2 (an—-3 + ar—t ) + ar—5 b2 + . _I_ bn—:s)

+ 4.
Ponévadz tu jest ¢ i 0 libovolné, nepozbude platnosti tato
stejnina, ucinime-li tu e = b, nadeZ z ni patrné povstane
n(a 4 1)t =mnd, a4 (n—1) 40" %+ (n—2) Aya»—2 ..
Ap s @
A stejnina tato, kterdZ predstavuje vysledck derivace stej-
niny (1), pfedstavuje jaksi vrchol celé odvozovaci methody;
neb jakmile néjakym splsobem k ni piijdeme, jest dalsi postup
jednoduchy a zcela patrny. Zndsobime-li totiZ stejninu (1) ve-
licinou » a. stejninu (2) souétem (a - 1), obdrZime na levé
strané stejny vysledek, totiz = (a-}1)", z ¢choZz soudime, Ze
i fady na pravé strané se vyskytujici se sobé rovnaji, Ze tedy
ndar +nda—t4ndyar—2+4- ... fnd,atndy
=ndya*+ (n—1) 4, | a1 4 (n—2) 4, |am—*

nd, (n—1) 4,
+ s e + An—l a
2An-2 + An—l .

*) Studnitka ,Algebra* I. vyd. pag. 31. a IL vyd. pag. 28.
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Porovndme-li tu koéfficienty stejné vysokjch mocnin, ob-
drzime fadu vzorcl
A, =n A,
24, = (n—1) 4,,
34, = (n—2) 4,,
vSeobecné
k Ay = (n—Fk—1) Az, (3)
a konecné
(n—-1) Ap—y = 24,_..,

nd, = Ad,—;.
Zndsobime-li tu na obou strandch, obdriime predeviim
4, =4,,
a vynechame-li pfed ndsobenim vzorec prvni a posledni
4,1 =4, :
vynechdme-li pied ndsobenfm prvni a posledni dva vzorce,
4, ,=4,,
a vseobcené
A, = 4, ' )

coz znamend, ze koéfficienty clent rady (1) stejné daleko vzd4-
lenych od koncit sc¢ sobé rovnaji.

A ponévadz ze vzorce (1) jde pro ¢ =0 pfimo

1=4,=4,,
obdrzime, ndsobice soustavu vzorcii (3) aZz do clenu vicobecného
na obou strandch,
k! Ay =n(n—1) (n—2)...(n—k—1) )

z ¢ehoZ plyne obycejnym feSenim koneéné

Ak:n({f ;) (n f)(n ’;c 1) ::(% = (). (5)

Znajice nyni hodnoty souciniteli A tfady (1), zndme i po-
ucku binomialni pro celistvé a positivni hodnoty mocnitele n.

Jak sc platnost této poucky rozSifuje i na ostatnf realné
hodnoty mocnitele » bez uzivdni vyssi analyse, tedy jen pomoci
pravidel obecné arithmetiky, budiZ taktéz zde pfipojeno, aby se
tim doplnil pFislusny program vyucovini sttedniho.

Je-li predeviim n» Cislo celistvé a negativni, bude

(1+a)-”:ﬁ—_{1?“)n:1+Ala+A2az+A3 @t..., (6)

10%*
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jelikoZz pro @ = o prvni ¢len pravé strany ma hodnotu 1; z této
stejniny plyne pak, prevedeme-li (1 - @)* na pravou stranu a
a pouzijeme-li vzorce binomialntho pro positivni a celistvé n
platného,

1=+ 4, a4 4,0 +.. ) (14 (), at (), at+...)

=144, |a+ 4, a*+ 4, at—...
(m), (n), 4, (m), 4, .
(n), (), 4,
()3

porovname-li koneéné kocfficienty stejné vysokych mocnin na
obou strandch, na levé strané fadu doplaujice souéiny mocnin
a s nullou, obdrzime soustava vzorch

4, _‘|",(")1 =0,

4+ (), 4, 4 (), =0,

4, + (n), 4, + (n), 4, + (n); =0,

Ay 4 (), 43 4 (n), 4, + (n); 4, + (n); =0,
vseobecné

A~ (n)y Apmr 4 () Az ... 4 (1) =0.

Postupnym FeSenim obdrzime pak snadno
A = —n=(—n),,

A, = — -'g- (—n—1) = (—n),,

Ay =— % (—n—1) (—n—9) = (—n),

a vieobecné A, = (—n),

takze dosadime-li tyto hodnoty do Fady (6), obdriime
(I+4+a)y*=14(—n), a 4 (—n), a* 4 (—n);a®4-..., (V)

z ¢ehoZ patrno, Ze binomialni poucka plati ¢ pro negativni ho-

dnotu mocnitele celistvého.

Zaroven jde ze vzorce (7) na jevo, Ze fada binomialni tu
jde do mekonetna, jelikoz nenf Zidny z pifsluSnych souciniteld
binomialnich nullou.

Abychom koneéné jeSté dikaz vedli, Ze poucka tato plati
i pro lomenou hodnotu mocnitele, pfedstavme si, Ze m a =
znadi Cisla celistvd a nesoudélnd, naCeZ bude vieobecné
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(l—f—a);‘a—:l+A,a~|—A,_,a"+A3a3+..., (8)
(l—}‘b)_?:.l—{—A1 b+ 4,02 4,03 4...,

z ¢ehoZ plyne, odecteme-li na obou strandch,

(1 a)" — (L) =4y (a—b) + Ay (1?—=b?) 4 4; (43— +..
Polozime-1i pak k vali zjednodusen{
14+a=wu, 1-4b=0o"
takze plati
a—b—=u—on,

a délime-1i posledni stejninu piislusnymi cleny této stejniny,
obdrzime podlé zndmého pravidla

A

e = A F Ay @) b Ay (@t b0

Ut — v
zérovell pak plati podlé téhoz pravidla
z.ll_:’:_-—;—%m. — 1 +um—-? pm + w ~3 02 + . + pm—1 ,
_1‘_;:1;" :un—-l,{__un—-2v + un—3 v'l__l_ . _{_.Un-—l,
takZe tu délenim a porovndnim obou poslednich vysledkd ob-
drzfme
wnt =2y 4=, ol
Tun e wnty ot
=4+ 4, (a+b)+ 4, (@* +adb+0) ...
Ucéinfme-li tu konecné
v=v Cili a =0,
povstane ze vzorce posledniho
mun=t __m ow m m (14-a)"
nwt nowr on 1lta
=4, +24,a+34,a%4...,

coZ jest obdobund stejnina s (2), takze daldi spiéisob odvozovinf
tu bude podobnym. Obdrzimet pomoci stejniny (8)

m
-"T(l--}-Ala-{—A2 a?4-.)=0+a)(4,+24,a-}34,+..)
a porovndnf koéfficientd stejné vysokych mocnin libovolné veli-

¢iny a soustavu vzorci, podobnou soustave (3), z nichZ vieobecny
vzorec jest
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kA, — (-?)’l —k—1) 4,

takZze tu koneéné stejnymi obraty si zjednime

=(%).. ©)

ze stejniny (8) plyne, dosadime-li tam hodnoty vzorcem (9)
urcené,

Ator=1+(2) at (1) e+ () a0

z ¢ehoZ patrno, Ze bmommlnz pouéka platé i pro lomené hodnoty
mocnitele.

A ponévadz v tadé (10) Zadny soucinitel binomialni ne-
stane se nullou, jde patrné tato fada i v tomto piipadu do
nekoneéna.

Jak z toho spisobu odvozovani a odivodiiovani jest patrno,
nevyZaduje se nikde znalosti vy$sf analyse, nybrz uzZivd se jen
zndmych poulek o déleni platicich a pak tak zvané poucky
o neuritych soudinitelich, kterdZ vyjadtruje pravidlo, Ze soulini-
telové mocnin stejné vysokych jsou ve dvou sobé stejnych a podlé
stejné libovolné veli¢iny spofadanych Faddch rovui, jejiZz odvozeni
jest taktéZz velmi snadné. Neb jestli pro libovolné «

ay+a,e4a, x4 ... =b,+b -0, x4} .
obdrzime pro « =0 pifmo a, = b,; a délime-li pak vehcmou
x, povstane podobnd stejnim

a,+axtaxt+ ... =b fbxfbai4 ...,

z niz plyne pro @ =0 opét pifmo «, = 0, ; a takto postupujice,
obdrzime vSeobecné

dr — bk N
coZ vyjadruje kratce poucku svrchu jmenovanou.

Konefné neni nutno poznamenati, Ze odvozovani tohoto
drubhu nepfesahuji meze pro stiednf Skoly vytknuté, jelikoZ jsou
snadnéjsi nezli dikazy pomoci vzorch kombinaénich vedené,
jaké program piedpisuje.
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