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Contribution a la théorie des équations du n-iéme
degré.
Rostislav Kostdl, Praha.
(Regu le 20 novembre 1934.)

Cette. Note est destinée surtout aux lecteurs de mon article
,»Sur la stabilisation des oscillations par couplage, publié dans
ce recueil pp. 40—48, ou j’ai besoin de deux théorémes dont je
vais donner ici la démonstration.

Dans tout ce qui suit, nous allons considérer une équation
a coefficients réels
f(x) = aga2™ 4 a2 + apa™ 2 ... 4 @12 4 ay = 0(a, =1). (1)
Pour exclure la racine zéro, nous allons supposer a, == 0; pour
simplifier la notation, nous allons poser a, = 0 pour » < 0 et
‘pour ¥ > m.

Le but de cette note est la démonstration de deux théorémes
suivants:

Théoréme 1. Pour que toutes les racines de (1) soient simples
et purement imaginaires, il faut et il suffit que les condmons suwantes
sotent satisfaites:

1. n = 2m (m entier), ag, > 0, ag,; = 0 pour 1 § y < m.

2. | 80,815 s 8
Sy St S 0 pour v=10,1,...,m—1;
’ 8y, 8v+1, .oy 82
8, signifie la somme des A-iémes puissances des racines de I’équation
agy™ + ay™1t + ay™2 + ... + agn = 0. (2)

Théoréme 2. Soit ¢ un nombre entier, 0 < 20 < n. Pour que
Végquation (1) ait 2p racines simples et purement imaginaires et
n — 20 racines dont les parties réelles sont négatives, il faut et il
. suffit que les conditions suivantes sotent remplies:
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l.a, >0 pour v=0,1,...,n

2. Posons f(x) = g(«*) + xh(2?), o g(y), h(y) sont des poly-
nomes et sott d(y) le plus grand commun diviseur de g(y), h(y); soit v
le degré de d(y). Alors la signature de la forme quadratique

Z 23£+n—23/§?/n (3)

=1 n=

(0% s, signifie la somme des A-iémes puissances des racines de l équa-
tion d(y) = 0) dott étre égale & o.

3. En posant
@y, A3, Ay « .« .y Q21
Qs g, Ay, - - -5 A2y—2
Av _ 05 Ay, Agy « « «y B2y—3
0 g, Ao, y A2p—4g
........... , a,

on doit avoir A, > 0 pour 1 < » < n— 2.

Remarque. Les conditions du théoréme 2 dtant satisfaites,
oma d, =0 pour n—20 <v< m.

Citons, tout d’abord, quelques résultats connus:

A. Pour que toutes les racines de I’équation (1) soient réelles
et simples, il faut et il suffit que 1’on ait

807 81’ ce 8y
S1:82 -S4 >Opourv—01 n—1,
Sys Sy415 -+« 82

8; étant la somme des A-iémes puissances des racines de 1’équa-
tion (1).1) .

B. Le nombre de toutes les racines réelles différentes?) de I’équa-
tion (1) est égale a la signature de la forme quadratique

Z Z 8¢ 4+ n—2%eZy,

é=1 9=
8; ayant la méme signification que dans A.3)
C. Pour que les parties réelles de toutes les racines de lequa-
tion (1) soient négatives, il faut et il suffit que 1’on ait -

1) Voir p. ex. H. Weber, Lehrbuch der Algebra I (2i¢me édition 1912),
p. 322.

%) Done, on ne tient pas compte de la multiplicité des racines — on
ne compte chaque racine (simple ou multiple) qu’une fois.

8) Voir p. ex. O. Perron, Algebra II (1927), p. 3.

1
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Ay, Az, « o o5 Aoy
ao, az, . ey az,_z
0,ay,....,09, 3|>0pour y=1,2,...,n%

.............

D. Posons f(x) = g(x?) + xh(x?), 9(y) et h(y) étant des poly-
nomes?®); soit d,(z) le plus grand commun diviseur de g(z2?), h(x?).
Soit & un nombre purement imaginaire; alors, pour que l'on ait
f(«) = 0, il faut et il suffit que 'on ait d;(x) = 0.

Démonstration duthéoréme 1. Pour que toutes les racines

e (1) soient purement imaginaires et simples, il faut et il suffit
que l'on ait n = 2m (m entier), :

z) = I (= + ).
k=1

les nombres f; > 0 étant différents deux a deux. Pour cela, il
faut que l'on ait

Az, > 0, @3, = 0 pour 1 < v < m; (4)

en supposant cette condition remplie, I’équation (2) doit avoir m
racines réelles, négatives et simples. Aucune racine de (2) ne
pouvant étre > 0 (voir (4)), la condition nécessaire et suffisante
est donnée par A, ol les s; doivent étre construits & partir de
I’équation (2).

Démonstration du théoréme 2. Si les racines de 1’équa-
stion (1) satisfont & la condition du théoréme 2, la fonction f(x)
peut &tre représentée comme un produit de facteurs de la forme

x? + Bi? (B > 0),
(@ + o) + 72 = 2* + 2042 + o + i’ (o > 0.7 >0), (D)
& + 0 (0 > 0), (6)
ol au moins un de ces facteurs a ou bien la forme (5) ou bien la
forme (6), en multipliant ces facteurs, on voit que
a, > 0 pour 0 < v < m. (7)
Supposons la condition (7) remplie. Pour que I’équation (1) possede
précisément 2p racines purement imaginaires différentes, il faut
et il suffit que I’équation d,(x) = 0 (dans la notation de D) posséde
précisément 2p racines purement imaginaires différentes, c’est-
-a-dire que I’équation d(y) = 0 (on obtient d(y), en posant 2% = y
dans d,(x)) ait précisément p racines réelles différentes®); pour
4) A. Hurwitz, Math. Annalen 46 (1895), pp. 273—284.
5) C’est-a-dire: dans g(x?®) sont réunis les termes de f(x) avec une
puissance paire, dans z h(z?) ceux avec une puissance impaire de z.

¢) Chaque racine réelle de d(y), c’est-a-dire chaque racine réelle com-
mune de g(y) et h(y), est négative, en conséquence de (7).
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cela, il faut et ‘il suffit (voir B) que la signature de la forme (3) —
ol les s; sont construits & partir de d(y) — soit égale & p. Supposons
aussi cette condition remplie.

Alors on peut écrire
H(z) = p(2) (),
@(x) = bgz® + byzo—t + ... + bo—1% + b,

p(x) = co?e + cyaZe—2 + c,x%e—* 4 ... + Cgp,
c=n—20, by=c,=1, b, =0 pour » <0 et pour »> o,
¢, =0 pour » <0 et pour » > 29, Cs,—; =0 pour 1 < v < p,
ol ’équation y(z) = 0 posséde 2p racines purement imaginaires
différentes deux & deux (donc simples); et il faut chercher encore
la condition nécessaire et suffisante pour que les parties réelles de
toutes les racines de 1’équation ¢(x) = 0 soient négatives. D’aprés
C, cette condition peut é&tre exprimée comme il suit: en posant

bla b3; b5> LIS b2v—1

0> V2> Y4y ¢ - oy b2v—2

A,, = 0, bl’ bs, .. ey bg,,__g (’V = 1, 2, 3, . .),

...............

on doit avoir
4, >0 pour 1 < v < o =n— 2.

Transformons A4, de la maniére suivante: & la colonne s-iéme
(s=1,2,...,v),ajoutons la colonne (s — 1)-iéme, multipliée par c,,
ensuite la colonne (s — 2)-iéme, multipliée par c,, ... et enfin la
colonne premiére, multipliée par css—o. On obtient ainsi un déter-
minant dont la valeur est égale 4 4, et dont le terme, situé dans la
r-iéme ligne et s-iéme colonne est égal a

s—1

=]
2 b23—1‘—2v Coy = E b23—fr—.2i{ Coy = Q237
»=0 y=—=0
(remarquons que ¢, = 1); on a donc
Ay, Az, Agy « o oy Agy—1
Qg, Qg Agy o« o oy A2p—2
Av —_ O> Qy, A3, . . ., A2y—3 ,

0: a’o; a’z, s A2p—14
.......... y Ay

ce qui achéve la démonstration. Pour démontrer encore la remarque
ajoutée & la fin du théoréme 2, il suffit de remarquer que pour
4> gonab,=0,dou 4, = 0 pour v > o.

*
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Pispévek k teorii rovnic n-tého stupnd.
(Obsah prede&lého ¢lanku.)
Vyg&etiujme rovnici s redlnymi koeficienty
f(x) = gg2® 4 ayam—1 + ... + An—1% + a, =0,

kde a, = 1, a, =+ 0. Kladme a, = 0 pro » > n.
" Obsahem této prace je dikaz nasledujicich vét:

Véta 1. Aby vSechny kofeny rovnice (1) byly ryze imagi-
nérni a jednoduché, ]e nutné a stadi, aby byly splnény tyto pod-
minky:

1. n = 2m (m celé), ag, > 0, ag,—; = 0 pro 1 < » < m.

2. 80,81 .S
(S St S 0pro 0< vy < m—1;
Syy Sy41s « « o5 S2v ‘

pf'i tom s; znadi potendéni souéty kofent rovnice
ayY™ + ay™ ! + ay™—2 4 ... + agm = 0.

Véta 2. Budiz p celé, 0 < 290 < n. Aby rovnice (1) méla
20 kofeni ryze imaginarnich a jednoduchych a n — 2¢ kofent
8 redlnou &asti zdpornou, je nutné a staéf, aby byly splnény tyto
podminky:

l.a, >0pro»=20,1,2,..., n
. 2. Polozme f(x) = g(«?) + zh(x?), kde ¢(y), h(y) jsou poly-
nomy; budiZz d(y) nejvétdi spolednd mira mnohoélent g(y), A(y);
necht 7 je stupeii mnohoélenu d(y). Potom signatura kvadratické

formy
Z 288 +n—2YeYn

=1 9=
mé byti rovna &slu o (znakem s; znadime zde potenénf soudty
kotent rovnice d(y) = 0).
3. Klademe-li

@y, Ag, Agy « .« .+, Agp—1 1
Ao, Aoy, Qgy « « «; A2p—2 l
A’ — 0, al, aa, o« . oey a2,_3 s
0, ay, ay, ..., @24
.......... y Qy

mé byti 4, > 0 pro 1 < » < n— 2.
Pozndmka. Jsou-li splnény podminky véty 2, jest 4, = 0
pro n—2p <v < m.
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