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"VYUCOVANI.

Prispévek k metodice slozitého urokovani.
Dr. Jar. Simersky, Tfeborti.

Uvod. Slozité trokovan{ patif k t&m oborim stfedogkolské
matematiky, kde je k spravnému feSeni tloh velmi Zadouci dobry
nézor, kdyz se jednd vétdinou o Glohy dosti slozité. NaSe udebnice
prihliZeji zpravidla jen k Gloham zdkladnim, jednoduchym a spoko-
juji se odvozenim formulf pro vzrist a diskont jistiny, pro vypoéet
nastfddaného kapitdlu, uklddaji-li se pravideln& jisté éastky vidy
na zadatku (nebo na konci) roku, pro vypodet jistiny, zajistujici
roénf rentu atd. TiebaZe se tyto zakladni Glohy fFeSiti musi, aby se
‘staly spolehlivym zdkladem pro dal§i dlohy sloZité, pfece nejsem
asi daleko od pravdy, soudim-li, Ze ony rizné formule nemajf dasto
pro Zéka valné ceny. Na pi. formule pro vypodet nastiadané jistiny
muze zak pouziti jen v tom piipadé, Ze terminy vkladt souhlasi
s terminy arokovacimi. Kdybychom Zadali, aby #ak znal zpaméti
viechny moiné formule, kterych by bylo tfeba k feSeni onéch
rozmanitych tloh, jeZ tvoii uéebnou latku naseho stfedoskolského
slozitého trokovani, byla by jeho pamét velmi a zbytetné preté-
~ Zovéna a vysledek by byl asi ten, jak zcela oteviené uvidi znamy
metodik W. Lietzmann,!) %e by Zdk sihl obyéejné po formuli
nepatiiéné. Ostatné Zadny moderni uditel, tzkostlivé se varujici,
aby neudinil z matematické vyuky Sablonu, nemuZe spatfovati
splnéni udebného tkolu néjvyssich tiid stiedni §koly v tom, aby
%ak prosté dovedl na specialni pifpad aplikovati formule a uZitim
tabulek je vydislovati. Klonfm se proto k nahledu, jejZ jako jednu
ze schidnych cest doporuduje 1. c¢. Lietzmann, nezidati od Zdku
zpaméti vibec Zddnych formulf krom vzorce K, = K" (z n&hoZ
ihned plyne formule pro diskontovéni), viechny tdlohy pak fefiti
gestavovanim a séftanim geometrickych fad. Nad to nezididm od
%4kt ani znalosti obecného vyrazu pro stfadatele Q, zisobitele R
a umoftovatele U, kdyZ pfece jsou uvedeny v zéhlavi tabulek.

1) Methodik des math. Unterrichts, IT, 251.
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Ovsem mnozi Z4ci si je zapamatuji, kdyz bylo rozfe$eno nékolik
tloh, v nichZ je mozno @, R nebo U pouziti.

Postavime-li se viak na toto stanovisko, pak musime dét
zaktm spolehlivy navod, jak se maji k tlohém stavéti a je TeSiti.
A tento metodicky névod je predmétem naseho pojednéni; bude
zaloZen na zisadé, Ze cesta k porozuméni vede rukama a oéima.

Vzrist a diskontovani jistiny. ProtoZe YeSenf viech tloh
budeme opirati jediné o formuli K, = K¢", vyZzadujme, aby Zak
tuto formuli nejen bezpetné znal zpaméti (zapamatuje se velmi
snadno), nybrz aby ji umél odvoditi a vyjadiiti z ni hbité K, q, »
Necht spolehlivé 1i&f Grokovéani celoroéni (p. a., t. j. per annum) od
pololetniho (p. s., t. j. per semestre); a protoZe je dnes v praxi
obvyklé urokovani p. s., budiz k nému pfi reSeni tloh pfihlizeno
vétsi mérou, nez jak vyZaduji nase zndmé sbirky Gloh z matematiky.
Jedna-li se v nékteré slozitéjsi Gloze o dvoji trokovou miru nebo
vyskyta-li se vedle Grokovani p. s. téZ trokovani p. a., je radno
k troditeli ¢ pfipojovati indexy, souhlasici s poétem procent, tedy
na pf. ¢, = 1,02, g, ; = 1,045. Dilezité je dale zavésti jednou pro
vidy pravidlo pro indexovani vzristajici jistiny. V tulohéch,
neopirajicich se o urdity letopocdet, existuje vidy jisty rok, jejz
chapeme jako prvy. Hodnotu jistiny na zaddtku tohoto roku
oznadujme K,, jeji hodnotu na konci tohoto roku (&ili na zadatku
roku druhého) K, atd., na konci n-tého roku K,, a to i tehdy, kdyz
se jednd o tGrokovani pololetni. Budeme tedy psati na p¥. pfi 49,
p. 8. K; = Kg,* a nebudeme se rozpakovati uzit oznaéeni na p¥.
K pro hodnotu jistiny na koneci sedmnictého pololeti. Jsou-li
¢asové tdaje tlohy stanoveny letopoétem, pak analogicky bude
znamenati K, g5 hodnotu jistiny na konci roku 1925, jeji hodnotu
na zadatku roku 1935 pak oznaéime K, ,,,. Soudim, Ze tlohy ziskaji
pro zaka na ,,Zivotnosti‘‘, kdyZ je budeme zaklddat na letopoétech.
(Formule pro- vzrust jistiny bude pak miti tvar na pi. Ko =

19:4¢*? pri firokovani p. s., jezto od konce r. 1934 do konce
r. 1940 uplyne 6 let.)

Stradani Ulohy, tykajici se stradani rent, umotovani
a cennych papfru, kde je zdkladem vzrist neb diskont jistin,
doporuéuji op¥iti o ndzor vhodného schématu. Nepochybuji o tom,
Ze mnozi nasi profesofi takovych schémat uZivaji, snad v ruznych
forméch, s tim spoletnym cilem, aby jediny pohled dal Zaku
dobrou predstavu o celém ,,dg&ji*“ tlohy. Takové schéma nenf
vlastné nic jiného nez to, demu ve fysice fkame éasové rozvinuti.
Kdesto viak nikte¥ uditelé davaji zapisovati jednotlivé tdaje
tlohy na jedinou pfimku, &asovou osu, doporuduji uZivati sché-
matu obsfrnéjifho (aspoli zpodatku, neZ Zak nabude jisté prakse),
v némz kaZdy z vypsanych adajt Glohy ma svou vlastnf dasovou
osu. Sestaviti takové schéma je velmi jednoduché, uzZivaji-li Zici
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Stveretkovaného papiru,?) jak déle o tom bude feé. Nemohu vSak
souhlasiti s tim, aby se na p¥. pii stiddani, kdy se pravidelné uklé-
dajf stéle stejné ¢astky vidy na zaddtku roku, tyto vklady zapiso-
valy na &dasovou osu takto: a@,,.a, ... Nemame-li zdka uvadéti
v omyl, musfme trvati na tom, aby se na éasové ose stejné ¢astky
oznadovaly stejnym znakem. Kdyz je oviem duro¢ime, pak je
mozno tyto dastky, zarodené k témuZ terminu, liSiti indexy. Ve
schématu déle uvedeném nebude vsak toho tfeba.

17| 2 5|16 10
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Schema 1.

Za podklad schématu uzivaji Zici, jak bylo fedeno, tveretko-
vaného papiru. Zpotatku budou d&rtati vertikdly, znaéici postupné
podétek roku 1, 2 atd. Pozdéji si schéma zjednodusi. Budiz na pt.
déna tloha takovato: ,,Kdosi ukladé po 5 let vidy podatkem roku
dastku a, po dalsich 5 let vidy na zadatku kazdého pololeti &astku b.
Jakou hodnotu m4 nastfddand jistina na konei 10. roku, je-li tro-
kové mfra 4%, p. s.?“

Zék necht sestavuje schéma ihned po opakovan{ tlohy a do-
provazi je slovy asi takto: ,Na zaddtku 1. roku byla uloZena
tastka a, taktéZ na.zaditku roku 2. atd. aZ posledni na zaditku
roku 5. Na zadatku roku 6. byla uloZena éastka b, v pololetf 6. roku
rovné%, a% posledni v pololetf roku 10. Chceme zjistiti hodnotu
nastiddané jistiny na konci 10. roku.* (KrouZek na piislusné verti-

1) Utitel uZije men¥f pomocné tabule &tveretkované. Autor dal si
zhotoviti takovou tabuli z tenké preklizky se siln&j¥§im rdmem, do n&ho#
jsou nahofe zaSroubovéna dv& Zroubovd vietena, zakondend kovovymi
crouXky, jimiZ se tabule zav&si na dva héky, zachycené na tabuli hlavni.
Jedna strana této pomocné tabule je &tvereSkovéna (strana &tveretkd 5 cm),
na druhé strand je vyrysovéna kruZnice se svislou a vodorovmou osou
8.8 tednami pro zobrazovéni hodnot goniom. funkef. ‘ :
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kale. Vzrist ¢astek a, b budiz vyznaden vodorovnymi, napravo
orientovanymi tGse¢kami, konéicimi u vertikily, jez predstavuje
konec 10. roku.) ,,Prvnf éastka a nabude na konci 10. roku hodnoty
aq® (¢ = 1,02), druhd ag'8, posledni aq'?, jsouc uloZena 6 let.
Podobné &astky b.“ Hodnota nastfddaného kapltalu na konci
10. roku je tedy

K =bg +bg® + ...+ bgl® t ag'® + ag™* + . .. + ag?®
il
o 10__1 , g0 —1

—pg L - 1

coz lze psati

g0 —1

K = b6y + ag 1

Poznamka. P¥i sestavovani schématu je velmi dulezité

urditi spravné exponent troditele pfi vzristu jednotlivych vkladi.

Z4ci mohou byti (aspoii zpodatku) p¥ivedeni do rozpaki, maji-li

udati, kolik rokd uplyne na pf. od zadatku roku 5, do konce roku 10.,

jak se vyskytlo pravé v piedchozi tloze. Proto necht si ndleZité
uvédomi, Ze

1. od zag. r. n-tého do zad. r. m-tého uplyne (m — n) let
2. podobné od konce r. n-tého do konce r. m-tého (m — n) let;
3. tedy od zaé. r. n-tého do konce r. m-tého (m —n + 1) let,
4. od konce r. n-tého do zaé. r. m-tého (m — n — 1) let.

Nejlépe je oviem v pifp. 3 chépati konec r. m-tého jako za-
¢atek roku (m + 1)-ho, takZe podle 1 uplyne (m + 1—n) let,
v pripadé 4 podobné chipati zadatek r. m-tého jako konec r.
(m — 1)-ho, takZze podle 2 uplyne (m — 1 — n) let.

Renta. Zik, ktery by byl vychovéavan jen k aplikaci formuli,
hledé&l by pra.vdepodobne pfi Glohdch o renté wZfti formule se zaso-
bitelem; a piece je fada tloh o rent&, pfi jejichZ feSeni je na mist®
nikoli diskontovém’, nybrz naopak ﬁroéeni, a je tedy nékdy mozno
uziti k vyéisleni nikoli zdsobitele, nybrZ stfadatele. Takovi tloha
je na pf. tato: ,,Osoba 40let4 uloZila si jistinu K na 49, p. s. Podi-
najifc 61. rokem vybirala odtud vidy potitkem roku rentu r.
demrela, kritce pred dovrSenim 72. roku. Kolik za.necha,la dg-

ctm %

ZjednoduSené schéma tlohy viz na dali strance! .

Pozndmka: Osoba 40letd je ta, kterd dovrsila 40. rok v&ku
(samoziejmé, %ak si to viak musi jednou pro vidy uvédomiti).
Proto 41. rok jeji chipeme v tloze jako rok prvy. Viecky Gastky
je tfeba zrogiti ke konei roku 32, nebot j je Z]lstltl hodnotu zbytku Z .
na konci tohoto roku.
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Podle schématu plat{ rovnice
 Z4rg?4rgt + ...+ rg*t = Kgtt
Pri tirokovani celoroénim zménila by se na

41 60 | 67 72 |
HE 20 | 21 32 |
—K K™

r rqzi_
r rq"—
r rﬂ’—
z__
I
Schema 2.
Z+rqg+r¢®+ ...+ rgt* = K¢*,
odkudz
Z = Kq* —1Qy,.
3 55 | 56 30+n
K 25 [ 26 n
' o]
—a +aq
2% |-
a ag
a ag
rg—r
. /25
T -

Schema 3.

- Byl-li formulaci této lohy urden termin, k némuZ se vSechny
téstky trodily, jsou mnohé tlohy (a pravé didakticky nejcenngjsf),
v nich% na takovém terminu nezédleZ{ a mozno jej nékolikerym
zptisobem voliti. Na pt.: , Clovék 30lety uklédd vidy podatkem
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roku &4stku a na p% P. a. a% do roku 55. Jak dlouho by musel byti
Ziv, aby nasttddany kapitdl vyderpal, vybird-li od zad. roku 56
vidy podatkem roku rentu r?“ Nechceme-li zavadét zbyteénou
komplikaci, je mozno FeSiti tuto tlohu tfemi zpisoby: a) v8echno
troditi ke konci roku n-tého,3) b) v8echno diskontovati k zadatku
roku prvého, ¢) nebo koneéné vklady a Groéiti a renty r diskonto-
vati ke konci roku 25. Schéma 3 znazortiuje tento zpuisob c).
Podle schématu plat{ rovnice

ag+ag?+ ... 4 ag®=rqg—"—=2) L rg——200 L L rgt 4 r. (1)
(Zéci necht pisi geometrickou ¥adu vidy vzestupnd podle mocnin
aroditele! Pri séitani fad dopoustéji se Zaci nejéastéji té chyby,
Ze nespravné uréi podet jejich élent, nejedna-li se oviem o fadu tak
prihlednou, jaka je na levé strané predchozi rovnice (1). Budiz zde
tedy uvedeno nékolik metodmkych poznamek o séitani geom. Fad.

1. Rada agq® + ag® + ... + ag*® mé &lent 20 —5 + 1.

2. Rada na pravé stran$ rovnice (1) ma &Glent 7 — 25 + 1,
protoZe bez posledniho jich je n — 25.

3. Zobecnénim 1 plyne, e fada ¢™ + ¢m+1 4 ... 4 g1 4
+ ¢* mé ¢élent n —m 4 1.

4. Stoupaji-li exponenty troditele o jednotku, mozno snadno
uréiti podet ¢lent fady srovninim exponentd s pofadovym éislem
¢lent fady. V fadé na pf‘. ¢+ ¢®+ ...+ ¢ -2 je exponent kaz-
dého élenu o 3 vétsi nez jeho potfadové &islo, takZze ¢len q"'—2 je
(n — 2 — 3)-ti, jak plyne téz podle piedchozi pozn. 3, podle niZ ma
napsand fada glenti n — 2 — 4 +1

5. Jde-li o fadu, kde exponenty mocnitele stoupaji vidy
o 2 jednotky, pak, jsou-]i tyto exponenty sudé, predstavme si
je déleny dvéma a podet ¢lent uréime podle pozn. 1. Jsou-li tyto
exponenty liché, zvétSme je vesmés o jednotku a méme piipad
predchozi.) . : :

Rovnici (1) upravuji Zaci postupné

»—1 ]
(JJQW*Q*_I =1rq ?".——q:_T—,
1 qﬂ——24 —1
aQ25=rq‘ qn_.24 * q_‘l )
alys = rqRy—o4. ' (2)

Odtud se vypoéte R, 24 & pomoci tabulek stanovi n.
K téie vysledné relaci (2) se oviem musf dospétl, fedi-li se
tloha ostatnimi dvéma zpusoby difve uvedenymi. Jest velmi

8) Poslednf renta z konce roku n-tého bude spotfebovéna b¥hem roku

(n + 1)-ho. Aby byl tedy kapitél zcela vyéerpé.n musel by ¥{ti jeho majitel
do konce roku (30 + n + 1)-ho. .
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prosp&no, aby se kaida uloha, jez pripoudti nékolik zpisobt
FeSenf, poditala viemi témito zplusoby tak, Ze t¥ida pracuje rozdé-
*lena na vhodny podet skupin.

Cenné papiry. Ulohy o cennych papirech obydejné ptipadaji
Zaktm obtiZné. A prece uzitim schématu se stanou prihledné. Budiz
déna tloha: ,,Kdosi koupil 50 obligaci (49, p. s., nominale 1000 Kg)
a troky z nich plynoum ukladal na 4%, p. s. Po 10 letech j je prodal
pti kursu 95. Penize, jez za né dostal, uloZil rovné% na 4%, p. s. Po
dvou letech podal vybirati vidy pocatkem roku dastku r =

. 1 | 1 ' [ Y4
T 2 || 2] 3] 1 54
u - ug—

Schema_4.

= 10.000 K¢&. T¥i roky nato zemfel, nevybrav uz 4. renty. Kolik
zanechal dédictm?*

Zak bude sestavovani schematu slovné doprovazeti asi takto:
»Na zaé. 2. pololetf 1. roku ulozil 29, trok % z nominale (po strand
poznamend u = 50 . 20 K¢&), podobné podatkem kazdého pololeti;
posledn{ Grok u uloZil na zad. r. 11. P¥i tom obligace prodal, strzeny
obnos K (po strané K = 50 x 950 K¢&) ulozil. Tfm j jsou vyznadeny

viechny jeho vklady. Podtrhneme (silnd vodorovnd &ira). Po
- 2 letech, t. j. na zaé. r. 13 vybral prvni rentu r, zaddtkem r. 14
druhou, na zad. r. 15 t¥et{; na konci tohoto roku zemfel a dédicim
zanechal zbytek Z. Véechny dastky zaroéime ke konci roku 15,
nebot’ cheeme zjistiti- hodnotu zbytku Z na konci 15. roku. Prvn
firok » by nabyl na konei 15. roku hodnoty ug?, kde ¢ = 1,02, atd.*

- Kdy% je schéma sestaveno, pife se ihned rovnice
Z +rg* + rg* + r¢* = Kq'® + ug® + ugh + . .. + ug™;
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odtud
q" —1
Z quo + W9Q2 - rq2 —1 *

Schémat, o nichZ byla feé, uzivam pfi vyuce slozitého troko-
vani (i pojistovani) uz nékolik let a udinil jsem s nimi zkuSenosti
piiznivé. Nedomnivim se ovSem, jak jsem uZ vySe naznadil, Ze
bych byl v pfedchozich odstaveich podal néco nového; jsem naopak
presvédden, ze mnozi kolegové, ktef{ pfi vyuce sloZitého trokovan{
narazili na obtiZe, snazili se jako j4 je preklenouti vhodnou gra-
fickou pomiickou, kterd by udinila Zékdm tlohy prihlednymi.

Schema 5.

Utelem predchoziho pojednani je tedy jednak upozorniti kolegy
zadatedniky, Ze je moZno pomoci uvedenych schémat slozité troko-
vani Zakdm usnadniti, jednak dati popud kolegim zkuSenym,
aby uvetejnili v tomto dasopisu svij vyudovaci postup v tomto
dulezitém oboru stiedoskolské matematiky. _
Dodatek. Pred otisténim tohoto ¢lanku dostala se mi do rukou
novs udebnice aritmetiky pro V.—VII. t¥idu stfednich 8kol (autofi
Bydzovsky-Teply-Vyéichlo, vyd. J. C. M. a F., schv. an MSANO
ze dne 22. srpna 1935). S uspokojenfm shledavam Ze se v této
udebnici radi uzivati grafického znézornéni p¥i feSeni dloh sloZitého
turokovani; v difvéjsich udebnicich to nebylo. Grafy jsou otistény
na str. 142, 145, 147 a 148. Li&{ se od nasich schémat jediné tim, Ze
se v nich vklady a renty zapisujf na jedinou &éasovou osu; pak se
oviem musi vzrust resp. diskontovani kaZdé &astky zobraziti
linif zlomenou do pravého thlu, jejfz vodorovna &ist neni niéim
jinym neZ &asti Sasové osy této Eastky v naSem schématu. K prova-
dénf téchto grafi ve 8kole dluzno vSak pfipomenouti to, Ze m4-li
graf v Z4kov® sekitd vypadati vzhlednd, nutno u¥fti papiru &tve-
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re¢kovaného. K srovndni takovychto grafii s naimi schématy
uvadim graf &. 5, odpovidajici d¥ive uvedenému schématu &. 3,
k demuZ nutno je§té dodati, ze v zakové sefité bude tento graf
i predchozi schémata vypadati vyraznéji, kdyz sit Gtverecki je
tidténa v seditech barvou svétle modrou.

Ucast zactva na reSeni tloh z Rozhledi.
Karel Lerl, Valasské Mezi¥{df.

V nésledujicich nékolika fadcich a tabulce chei ukézati na
stale klesajici zdjem studujicich o naSe Rozhledy matematicko-
piirodovédecké. Nahlédnenie-li do starych roéniki Casopisu nebo
pozdéji do Piflohy, vidime, Ze byvalo vétsi mnozstvi proponova-
nych tloh, mnohem téZich a seznam fFeSiteli byl udavdn na né-
kolika strankdch. Aékoliv pFevratem ziskdn byl u nas velky
podet 8kol, zvlasté ziizenim novych na Slovensku a Podkarpatské
Rusi, 1ze stdle od pfevratu pozorovati vétsi a vétsi ibytek podtu
odbératelt a zdjmu o tlohy stile vice ubyva, pies to, Ze redakce
Rozhled s nejvétéim snazenim hledi udiniti jejich obsah co nej-
zajimavéjiim a proponované ulohy jsou nyni nékdy aZ velmi
lehké. Jak to vysvétliti? Zajisté naladou, povahou a sklony dnesn{
mlideze, jejiz zdjem se nese zcela Sasto jinam mimo 8kolu, snad
i mirnéj§imi pozadavky Skolnimi a osnovami. Na kolik to vse
piidisti i dnedni hospodaiské krisi a nezaméstnanosti vystudované
mlédeze, je dalsi otdzkou.

Tabulka je sestavena celkem z 25 let, a to z né&kolika roénikd
piedvélednych, naméatkou vybranych (r. 1905, 1908, 1911, 1914),
pak ze vSech aZ do dnesni doby. Rozhledy podaly vychdzeti misto
Piflohy ve 8k. r. 1921—1922. Kazdy jisté piisvédéi, Ze nékolik
zde uvedenych ¢&fsel zietelné mluvi (tabulka).

Méjme stdle na paméti i pozndmku o vzristu poétu nejen
gkol, ale i Zactva. Tyto vechny okolnosti bylo by zajimavé zjistiti
presné statisticky a vyvoditi pak ihrnem zavér. Na pf. k uplnosti
tabulky bylo by dobré piidati podet st¥. $kol, Zactva a odbérateld,
¢imZ by onen nezdjem vice vynikl. Srovndme-li i roéniky z dob
véle¢nych, kdy vys&f tfidy byly odvodnimi komisemi zbaveny
%4kt, s poslednimi lety Rozhledd, jsme ve svém presvédéent
utvrzeni. Jedno je jisté, Ze dnesni nae stiedni §kola je zcela jind
neZ byvala pied pFevratem, a neni jiz 8kolou vybérovou. Z tak
malych tabulek nelze toho mnoho usouditi, ale nékteré véci prece
jen jasné& vystoupi. Na. pf. jakou byla udéldna deskriptivni geometrie
sspopelkou’* rufentm redlek a odstrkem, jakého se ji dostalo na r.
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