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0 racionalnyeh ¢arach v roving.
Sepsal

Eduard Weyr.

L. Definice racioncdlnjch éar. Znactme-1i literami 2, y rovno-
bézné soutadnice bodu v dané rvoviné, tu nazyvame kaZdou caru
raciondlnou ¢. unikursdlni,*) které sec dostiva t¢ vlastnosti, Ze
Ize vyjadfiti soufadnice =, y kaZzdého bodu ¢dry co jisté racio-
ndlné funkce téZe neodvisle proménné hodnoty ¢ Znati-li tedy
o (t) a ¢ (t) raciondlné funkce proménné £, tu repraesentuji
rovnice

z=g (t) y=0¢ (&) 6
vSecky raciondlné c¢iry v roviné. Eliminaci hodrnoty ¢, kterd
sluje parametrem bodw x, y, obdrZime rovnici
dané ¢ary ve tvarn obvyklém. Funkei f miZeme patrné po-
klddati za celistvou funkei hodnot x a y, i jest tudiz kaZzda
unikursalni ¢dra carou algebraickou.

Za hlavni tdlohu v theorii raciondlnych c¢ar dluZno pokla-
dati vySetfeni povahy onéch celistvych funkei f (2, y), které
mohou vzniknouti eliminaci néjaké proménné ¢ z rvovmic tvaru
(1); jednd sc tedy o to, dana-li je rovnice (2), bysme rozhodli,
1ze-li ji nahraditi dvéma rovnicemi tvaru (1) a v piipadu Ze
1ze, abysme ustanovili tyto rovnice.

Zavedeme-li na misto soutadnic bodovych =, y soutadnice
pifmkové u, v, tu se dodélime opét vjrazt raciondlnych pro
a v. Zde znacime literami », v reciproké a s opaénym zname-

*) Nézev ten zavedl Cayley.
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nim vzaté dseky stanovené libovolnou ptimkou na osdch sou-
fadnicovych. Jest tedy
vxefvyt+l=o
rovnici piimky «, v. Aby tato piimka se dotykala cdry (2),
musi hodnoty w, v vyhovéti jisté relaci a tuto zoveme rovnici
¢dry v soutadnicich pfimkovych.
Jsou-li @, y a 4 dz, y-+dy dva sousedni body dané
¢ary a s. piislu$né hodnotim ¢ a ¢ dt parametru, bude
z=¢ (1), y=o (),
de=yg' (t) dt, dy=9¢"'(?) dt,
kdeZ o' a ¢‘ zna¢i derivace funkei ¢ a o dle ¢. Nazveme-li
X, Y béiné soutadnice teCny sestrojené¢ k cdre (2) v bodu @, ¥,
tu zni rovnice teCny
Y—y= %{3— (X— )
t. j.
o ()
91 (t) (X Y (t))‘
7 této rovnice snadno ustanovime soufadnice w, v teény,
i obdrzime

Y—o0o ()=

- —a'(f)
T e () —e(®o(t) ’
_ ¢ () ®)
T e () —e' (e |
Derivace o' a ¢’ raciondlnych funkei @ a ¢ jsou opét
funkcemi raciondlnymi; rovnice (3) poddvaji tudiZ » a v co ra-
cionilné funkce neodvisle proménné ¢ Eliminac{ hodnoty ¢
z rovnic (3) bychom obdrzeli rovnici dané édry v soufadnicich
piimkovych u, v.
Kdyby byla ddna ¢éra soufadnicemi piimkovymi
u=9 (), v=oa(), )
kdeZ ¢ a ¢ jsou raciondlné funkce proménné £, tu bychom
snadno soufadnice «, y libovolného bodu édry (4) vyjadtili co
raciondlné funkce ¢, z CehoZ jde, Ze kazdd Cara (4) jest Cdrou
raciondlnou.
Vskutku zna¢ime-li w, v a u < du, v -+ dv soutadnice dvou
sousednich tecen Cary (4) a s. onéch, jez piislu§{ hodnotdm ¢ a
¢t -} dt, tu plati rovnice (4) a dale
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du = ¢* (t) dt, dv = ¢’ (t) dt;
prisecik «, y obou tecen jest bodem dotyénym t. j. bodem
¢ary (4). Souradnice jeho vyhovi rovnicim piimek u, v a w - du,
vt dv t. j. mime

wetvy-4+1=0,

(u4duyx 4+ (@4 dv)y+1=0

aneb vzhledem k predchdzejici rovnici
@ du 4y dv =0,

t. j.
zo' () +y o' (t) =0.
Z obou rovnic vypocteme
Yy — ')
T e —e e’ )
_ o' (t)

O IOEIORROTION

Jsou tedy z a y skutecné vyjadfeny co raciondlné funkce
proménné ¢.

Z této tvahy vysvitd, Ze je 1plné lhostejno, poéitame-li
pii zkoumdni raciondlnych Car na zdkladé soufadnic bodovych
nebo na zdkladé soufadnic piimkovych. V daliich uvahach se
pridrZzime soufadnic hodovych, ponechdvajice ¢tendti druhou inter-
pretaci vyvinutych vysledk@ pocetnich.

O zvlaitnfch raciondlnych cardch jest v tomto ¢asopise na
nékterych mistech pojedndno ¥); téchto Car lze uziti co piikladd
k obecnym uvahdm obsaZenym v téchto rddcich. Theorii racio-
nalnych ¢ar zbudovali hlavné Chasles (Comptes rendus t. LXIL
pag. 579: Sur les courbes planes ou & double courbure dont
les points se peuvent déterminer individuellement etc. — TamZe
pag. 1354: Sur les courbes a points multiples, dont tous les
points se peuvent déterminer individuellement etc.), Cayley
(tamze) a Clebsch (Crelle-Borchardtiiv Zurndl, t. 64, Ueber die-
jenigen ebenen Curven, deren Coordinaten rationale Functionen
eines Parameters sind).

*) Em. Weyr: O rovinnych rac. kfivkdch 3. stupné, 1874; Dr. K. Za-
hradnik: O nékterych kiivkach z kuZelosecky odvozenych, VII, pag.
168. Ddle v Archivu mathem. a fysiky, sv. L. Dr. K. Zahradnik :
Theorie kardioidy; theorie kiivek raciondlnych tieti tridy.

13%
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II. O zavedeni jednoznatného parametru. Ddna bud libo-

volnd raciondlnd ¢dra rovnicemi

z=e(), y=o0),
kdeZ ¢ a ¢ jsou raciondlné, tedy obecné lomené funkce; redu-
kuji-li se na celistvé, tu je 1ze poklddati za lomené se stalym
jmenovatelem. Bude tedy vidy

_ @ _r@®

T = FIOR y= 0@

oznacujeme-li literami @, B, p, 0 funkce celistvé.

Zvolivie libovoln¢ hodnotu ¢, obdrzime z téchto rovnic
zcela uréity bod x, y dané édry, t. j. kazdé hodnoté parametru
ptitadén jeden bod ¢iry. Opak v8ak nemusi miti platnosti;
muZe se totiZ, stiti, Ze kazdému bodu cary ptislusi vice hodnot
parametru ¢, tedy Ze rovnicim

_«® _r®
Ly = -ﬂ_(—t)_’ Yo = F(t—)
1ze vyhovéti nékolika hodnotami ¢, jsou-li =, a y, hodnoty sou-
fadnic plynouci pii ¢ =+¢,. Jest-li ndm n. pi. ddna raciondlnd
¢dra rovnicemi
1} ¢2

1
TaaFeFr YT aaFe T
tu se snadno piesvédéime, Ze kaidy bod jeji miZeme obdrZeti
pomoc{ dvou hodnot parametru ¢. Nebot uéinivie
14 2=1,
mame

e= =1
=g Fe YTan T

Libovolnému bodu =z, y dané ¢dry pritadéna jedna hodnota

¢, a tudiZ dvé hodnoty ¢, totiz
t=+ V=1

Prislusi-le kaZdému bodu raciondlné &dry dvé meb vice
hodnot parametru, tu miZeme vyjadiit souwFadnice bodu &dry co
ractondlné funkce parametru nového a tak zvoleného, Ze kaZdému
bodu &dry prislusi jen jedind hodnota parametru. Pak je arci
vztah mezi body dané c¢dry a mezi hodnotami parametru vzd-
jemné jednoznaény.
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Kterak se takova nova proménnd zavadi, ukdzal p. Liiroth*);
nezli viak provedeme tuto tvahu, je zdhodno, abysme rovnice
(1) ponékud pieménili.

Déna-li raciondlnd ¢dra rovnicemi (1) t. j. rovnicemi
@) —r®
po YT e
tu si sjednejme predevSim v obou lomenych funkeich téhoZ jmeno-
vatele. Bud za tim tucelem z (f) nejveétSi spolecny délitel funkei
B a 0 a dile poloZme

r =

_e‘ =p, “j— =0y,
t. j.
B=r14, 0=170d,.
PiSeme-li pak
_ a9, _ vB
T = *ﬂr ) y= *3731_ )
tu patrn€ maji oba vyjrazy téhoZ jmenovatele, ponévadz
Bo,=0p, =zfh,09,.
MizZeme tedy predpoklddati, Ze kazdd raciondlnd ¢ara jest
ddna rovnicemi tvaru
10, t
e= 4, y=2, o)
znacice literami f, ¢, ¥ funkce celistvé.
Mimo to mbZzeme vzdy predpoklidati — a tak uéinime
v ndsledujicich vahdch — Ze neexistuje vsem trem funkcim f,
@, ¥ spoletného (algebraického) délitele; nebo kdyby bylo tako-
fo9
vy
Predpoklddejme nyni, Ze piislusi kazdému bodu x, y Ciry
(1) = hodnot parametru ¢.
Bud ¢, libovolnad hodnota, ®, y ji piifadény bod (2) a déle
tyrtsy e b
hodnoty parametru reprodukujici tjz bod x, y, t. j. predpokla-
dejme, Ze

vého délitele, tu by stacilo jim krétiti oba zlomky

*) V. Liroth, Beweis eines Satzes iiber rationale Curven. Mathem. An.
nalen, t. IX.
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) _ &) . _ ft)

TTHE) Tew T T Yw) ®
_o®) _9ot)__ _9@)

I=0@) " v T e

Utvotme nyni pomoci funkef f, ¢ a ¥ nasledujici dvé rov-
nice, v nichZ ¢ za nezndmou poklidime:

FOUE)—f &) v ©=0, .
&)%) —9 ) v () =0.

PoloZfme-li za ¢ kteroukoli z hodnot ¢, ¢,,.. ¢, tedy obéma
rovnicim (3) vyhovime; tot patrné vzhledem k rovnicim (2).
Jsou tedy ¢t =t¢,, ¢,,..t, obéma rovnicim (3) spolecné kofeny.

Jingch spole¢nyjch korend rovnice (3) nemaji, nebot kaZdy
spoleény koten ¢ piislusi bodu x, y co parametr a takovych
jest dle supposice jen n. Skuteéné spole¢nému kotfenu ¢ = ¢
ptislusi bod «, y dle supposice; budiZ tedy ¢ =¢, rovnicim (3)
spoleény kofen a riizny od ¢,.

Mame pak

F ) (&) —f () ¥ (¢t,) =0, @
Q)Y () —o )Y ()=0 ‘

S _ f)
v, T vy
Tol) o) _
V() v @)
t, je tedy vskutku téz parametrem bodu z, y.

Mléky tu arci predpokladame, Ze jmenovatel ¥ (¢,) nezmizi
— jinak bychom nemohli jim déliti. VSak kdyby zmizel, tu
bychom dle (4) soudili, Ze i f(¢,) & @ (t,) vymizi, Ze tedy vy-
razy f, e a.® vymizi souasné pro ¢t =t¢,, t. j. Ze maji spolec-
ného délitele ¢—1¢,, véc to nemoZini vzhledem k ucinénym
opatfenfim.

Déle mizeme tvrditi, Ze jsou hodnoty ¢;,¢,,..%, jen jedno-
duchymi spoletnymi ko¥eny rovnic (3). Nejdiive to ukaZme
o kofenu t,. Aby ten byl kofenem dvojndsobnym rovnic (3), je
tteba, by vyhovél i rovnicim vznikajicim derivovinim z rovnic
(3) t. j. aby platily relace

fl (t) 'P (tl) - f(tl) d)' (t) == 01 (r))
g ()% (1) — g (1) ¥ () =0 :

a tedy




199

pro ¢t =¢,. Pak bysme obdrZeli, dé€lice ¢tvercem hodnoty ¥ (¢,),

d (fedy _ .
th—, (w ®) ) =0
LAGY
¥ (t)
a tedy, jelikoz ¢, znaéi llbovolne ¢islo,
f (t) P (t,) 14
= stalg, 2L = gtdlé
¥ (6) ¥ () ’
véc to patrné nemoznd, neb by ndsledovalo
x = stélé, y = stalé.

Aby za druhé néktery z dal§ich » — 1 kotend, n. pt. ¢,
byl kofenem dvojndsobnym rovuic (3), nutno, by rovnicim (5)
vyhovéla posice ¢t =t¢,, tedy by

f ) _ ft)

P ) v’
P'(t) _ @ (t)
V) T P(E)]

tedy vzhledem k (2)

f_“g}_) — S ), 9 (t,) — ¢ (t)

V) T v (t)] V() ()
a tudiZ odstranivSe jmenovatele a délivse Opet ctvercem funkce
¥ (1)

Pt T diy \P (&) 7
¢imZ by vzhledem k tomu, Ze i £, miZe nabyti jakékoli hod-
noty, vychazelo

x = stalé, y = stélé,
véc t0 nemozna.
Rovnice (3) maji tedy jen jednoduché spoletné kotfeny a
ty jsou #,,t,,..%,. Jest tedy souéin
(t“tl)(t—tz)--(t“tn)
nejvétsim spoleénym délitelem polynomii (3); nazveme jej .
On jest stupné n vzhledem ku ¢ t. j. stupeil nejuétsiho spoletného
délitele polynomd (3) uddvd, kolik hodnot parametru pislusi libo-
volnému bodu dané raciondlné &dry.
Tim rozhodnuto pro kaZdy specidlni ptipad, zdali je para-
metr ¢ jednoznacnym Cili nic; utvoifme totiz vyrazy (3) a sta-
novime pak zndmym spisobem (algebraickymi divisemi) nej-
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vétsiho spoleéného délitele ¥ vyrazii (3) a stupeir jeho uddva,
kolik hodnot parametru piislusi libovolnému bodu dané cary.
Litera ¢, vchdzejici do téchto vyrazii (3) se vyskytne taky ve
P, Yyménime-li ve vyrazech (3) ¢ a ¢, na vzdjem, tu se zméni
pouze jich znameni, spoleény délitel zstivd v podstaté tyz.
MtZeme tedy piedpoklddati, Ze je ¥ téz vzhledem k ¢, stupné
n; kdyby bylo jinak,*) tu by ¥ patrné obsahovalo co ¢initele
uéjaky vyraz jen na ¢ zdvisly, majici tedy pii stanoveni délitele
P riz pouhé stdlé a ten bychom mohli zkrdtka vynechati, pravé
tak jako lze vypustiti kaZdého jiného <¢initele neobsahujiciho
proménnou ¢.

III. Pokradovdni. Stanoveny délitel ¥ bude tedy tvaru

=g, )"+ ) "+ + g (t),
kdeZ g, .. 9. znadcf celistvé funkee hodnoty ¢, nanejvys stupné n.
Koteny rovnice
r=0
jsou t=1t,,¢,,.. %, z CehoZ jde, Ze je podil dvou souciniteli
této rovnice, t. j. Ze je podil
ox (8)
symetrickou funkei onéch kofent. Kdybysme celou dosavadni
uvahu provedli s hodunotou ¢, pravé tak jako jsme ucinili s ¢,
tu Dy ona symetrickd- funkee se opét objevila t. j.
9it) _ i(ts)
Plty) — @r(t)’
Obdobné plati o ¢,,..%,. Jest tedy funkce
9 (t)
x (2)
takovd, Ze nabyvd téie hodnoty pro ¢t =1t,,¢,,..¢.

7 toho patrné, Ze je tato funkce bud absolutni stdld aneb
7e jedna z obou funkei @; a g alespon jest stupné a. Pied-
pokladajice, Ze zvolime takové dvé funkce ¢; a ¢, jichZz podi
nenf staly (véc moznd, neb jinak bychom mohli ¢ z ¥ vibec
odstraniti), ucilime

90 _
- o (t) ¢
*) coZ se¢ prihoditi mize, kdybysme pii stanoveni ¥ k viili uvarovini
se zlomk ndsobili délence faktory ohsahujicimi ¢,.



201

a zavedme g co novy parametr pro danou iru; tento parametr
je pak jednoznadnig, nebot:

predné pifslusi kazdé hodnoté w jediny bod kiivky; vskutku
ddno-li u, plynou z posledni rovnice pro ¢ hodnoty ¢,t,,..%
a tém vSem piislusi tyZ bod «, y;

za druhé prifadéna libovolnému bodu z, y jedind hodnota
w, ponévadz hodnotdm w, y pritadéné parametry ¢,,¢,,..¢, po-

ddvaji tutéz hodnotu }%’ & .
0k

Chtéjice vyjadriti , y pomoci nového parametru g, uvaze,
ze dle rovnic II, (2)

F&) | ft) £t
[(tl>+ +..+2%],

A Y (ty) Yt 1’
_1Jog(t ? (t,) P (ta)
’J'n[w<t,)+¢(t2)+ Ty )]

a e by, ty .. %, jsou veskeré kotreny 1ovn1ce
@i (¢) — wgr (t) =0.

Soufadnice  a y jsou vyjadieny co nté dily symetrickych
funkei téchto kotrenidi, miZeme je tedy zndmymi methodami vy-
jadfiti co raciondlné funkce koefficient posledni rovmice t. j.
co raciondlné funkce hodnoty u.

IV. Prillady ku zavddént jedmoznainého parametru.

Pan Liiroth uvaZuje co piiklad ¢dru danou rovnicemi

(41
341
— @+
ot 3e 41
Zde tedy mdme @ a y ve tvaru supponovaném, a ponévadz
ony tfi celistvé funkce, z nichz se « a y sklddaji, nemaji spolec-
ného délitele, polozme
Fo=E+
g )=t +1),
P() =t 43¢ 4 1.
Procez

FOvt)—f ) o) =82 — (@ 1) ¢ ¢,
POVH)—e )Y () =—8 G D (4, 438 1) ¢
- gfl(tl 2+ ‘)t2+ (.f14+ 3’12+ l)t_’ fl (’1 2+ 1)~

X =
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Jest ndm stanoviti nejvétsiho spoleéného délitele téchto
bikvadratickych vyrazit proménné ¢. Abychom se vyhnuli zlom-
kiim, ndsobme druhy polynom hodnotou — ¢, ; délice pak prvnim
dodélame se podilu ¢,2-+1 a zbytku

(t14+3t12+‘ 1) [_'tl t3+(tl2+1)t2_t1 t].

Zbavivie tento zbytek stdlého cinitele — (¢,*+3¢,*-+1)

délme jim difvéjstho délitele; t. j. provedme divisi

[0, — (6 1) 2+ 4,2 [t 8 — (62 1) 2 -, 1],
Podfl jest tu
tt4¢2 1
it —t (62 1)t t,2

Vynechme ¢initele ¢ a délme zbyvajicim vyrazem pied-
chdzejictho délitele; tu se objevi ¢ co podil a divise vyjde
beze zbytku.

Posledni délitel

b2 — (6Dt
jest tedy nejvétSfm spoleénym délitelem vytknutych polynomi;
on jest druhého stupné vzhledem k proménné ¢, a ponévadZ se
jevi téZ vzhledem k hodnoté ¢, co kvadraticky, miZeme psati
Pt 22— (2 1)ttt
KaZdému bodu dané éary p¥islusi tudiZ dvé hodnoty para-
metru ¢, PiSeme-li ¥ ve tvaru dfivéj$im
=g, () "+ o, ()t 49, (1),
shleddme, Ze v nafem piipadu
9o () =43
¢ (B) =~ (t,*+1);
P, (1) =+t

Z t¥i podila %jest jeden stdly, t. podil prvni a tieti funkce,
’k

a zbytek

rovnaje se jednici. Podil prvni a drubé anchb tfeti lze zavésti
co jednoznaény parametr w. UCinivse tedy

t
k== "1
lze vyjadiiti snadno « a y pomoci w a sice bude
1 -
L=

EFT ST
Kazdému bodu «, y piislusf jedind hodnota parametru w.
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UvazZujme co druby piiklad €dru danou rovnicemi
b B2 41
T e—trft—1"
_er—2t41
LT i
Ponévadz funkce
f=t42841,
g=t*— 2t 41,
p=t*— t*}t—1
nemaji spolecného delitele, miZeme hned uziti obecného pra-
vidla. Ucinive k vili struénosti '
A=t*— ¢4t —1,
B=t442¢%41,
C=¢*—2t +1,

mame
f@&w(t,) —f (t)P(t) = At*— Bt34 (24 + B)t*— Bt A |- B;
() b(t)— 9(t) ()= — [(F*— (A + )t*4-(24 + C)t —(A+C)].
Délime-li prvni vyraz nasobeny hodnotou C druhjm vy-
razem zdporné vzatym, prvni zbytek pak opét ndsobeny stdlou
C tymi délitelem, tu se vzhledem k relaci*)
A4*—BC=0

2AC[Ct* — At + A+ C).
Délime-li nyni d¥ivéjsiho délitele tfmto zbytkem, pomijejice
viak stdlého Cinitele 2 AC, tu divise vyjde ddvajic za podil ¢ — 1.

Jest tedy vyraz

objevi zbytek

G*— At A+ C

hledanym nejvétsim délitelem. Ponévadz jest stupné druhého,
tedy soudime, Ze kazdému bodu ¢édry p¥islusi dvé hodnoty para-
metru. Vyraz A jest vzhledem ku ¢, kubicky, lze tudiZ z nale-
zeného délitele nutné vyjmouti Cinitele obsahujiciho ¢, v prv-
nim stupni, t. j. vjrazy 4 a C museji miti nutné spoleéného
linedrného délitele. Snadno nalezneme, Ze je ¢, — 1 timto délite-
lem, a odstranivSe jej, zbude

*) Vzhledem k této relaci, o jejiZto sprévnostl se Ctendf snadno pie-
svédef, bychom mohli ihned psiti koneény vysledek, v podstaté vyjadieny
rovnici 2y = 1; provadime vSak poéet piece dle obecné methody. Nazna-

¢ené relace by se poétié nemusil v§imati a doSel by piece vysledku, ad
pracn€ji.
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G —De—¢*+ D)t
co funkce ¥, jak vzhledem ku ¢, tak vzhledem ku ¢, kvadraticka.
Mdme nyni
P () =1t —1,
e () =— G+ 1),
Py (H) =4*+ 1.
Ucinfme-li nejdifve podil prvnich dvou funkef

-+ _
t—1
snadno shleddme, Ze
r—m—u; Y= —-F».*)

Hodnota 'u jest jednoznaénym parametrem; ¢ira naSe pak
patrné hyperbolou o rovnici
ey =1.
Ucinime-li za druhé podil tieti a prvnf funkce g, t. j. podil

e

t——l—“’

tu snadno nalezneme, Ze
c=u—1, y::—]—~.
, p—1
Zavedeme-li konefné co novy jednoznacény parametr podil
treti a drubé funkce ¢, kladouce
4t
R
opét snadno nalezneme (tieba eliminaci hodnoty ¢ z této rov-
nice a z rovnic dané ciry):
o=— o, y=—(0+w.

V. O souvislosti jednoznacnyjch porametri.
V druhém piikladu pravé pocitaném jsme dané rovnice
e Tt
T —tt—1"
%) K vili verifikaci napisme

41

C= M I, Y=

==
]~
I
| -
.
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o tr—2t41
Y= P ri—1

transformovali trojim spisobem. Nejdtive jsme zavedli novy
parametr rovnici

t24-1
=1
a tim jsme nalezli, Zc
1
r=—u; 4=——
@, l‘*
Pak jsme zavedli jin§ parametr rovnici
et
t— 1 —_ ‘tl
a tu bylo
t

r=u —1; Y=g

Treti parametr koneéné definovan relaci
2t
BES S
a tu jsme méli
o= y=— (L)

Porovndame-li tyto troje vyrazy pro soutadnice = a y,
mame ndsledujici relace mezi parametry u, g, a g, stanovicimi
tyz bod dané cary:

——py = L
“= = +u,

Je patrno, Ze jeden paramectr jest linedrnou — tieba arci
lomenou — funkei druhého. Tento vysledek neni nahodily, nebot
miZeme ukazati, Ze plati véta:

Jsou-li souradnice z, y libovolného bodu racionalné &dry
vyjddireny co racionalné funkce jednoznaéného parametru w a téz
co racionalné funkce jiného jednoznaéného parametru w,, tu sou-
visé hodnoty @ a w, prislusné témuz bodu rovnici obapolné linedr-

now t. j. tvaru
Awpy + Bu+ Cuy + D =0.
Dle supposice mdme rovnice

x — @ (w) —_ 0 ()
OB T A(w)
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y= A COR ()
o 6, ()
a tu znaci @, B, ... 0, celistvé funkce argumentdi u resp. y,.
Dile piedpokldddme, Ze jsou parametry g a g, jednoznacné

t. j. Ze libovolny bod na§f ¢ary jest ddn pomoci onéch vyrazi
jedinou hodnotou w a jedinou hodnotou g,. Zvolivie libovolné
u, obdriime urcité hodnoty # ay a k tém jedinou hodnotu g, ;
a naopak zvolivie libovolné u, dod¢ldme se jediné hodnoty
w. Tim patrno, Ze rovnice

a(p) By (u) — ey () B () =0,

7 () 9, (uy) — 7 () 0 (u) =0,
maji jediny spoleény koten g, pokliddme-li w za nezndmou a g,
za danou hodnotu; a Ze maji téZ jen jediny spoleény koten g,,
pokldddme-li toto za nezndmou a g za dané cislo. Dle theorie
algebraickych rovnic lze tudiZ vyjadiiti z téchto dvou rovnic
@ co raciondlnou funkei hodnoty g, a téZ naopak w, co racio-
nilnou funkci hodnoty w. Uciime prvnéjsi a bud vysledek
tvaru

Y W 1Y 2 Nl wR R n

T PP P
kdeZ koefficienty p a.¢ mohou z éasti i vymizeti. Odstranénim
jmenovatele a sefadénim mame

P+ )"+ e+ ) "+ oo F P+ =0

Dle nasi tvahy jest ale w, raciondlnd funkce hodnoty u
t. j. libovolnému g pifslusi jedind hodnota w,. Museji tudiz
viecky kofeny m, posledni rovnice miti stejnou hodnotu (t. j.
levd strana .jeji musi byti n-tou mocnosti linearného vyrazu
v u,). Soucet téchto kofend jest din zlomkem

_heta
Dot g,
a tudiZ mame

— P1H+91
n —m—
f Po # o
: —_ 1 P+ aq
b BT et

¢imZ naSe tvrzeni dokdzano.
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Dokédzanou vétou nabyvame prehledu o puvaze viech jedno-
znaénych parametrd, jimiz lze vyjadiiti souradnice bodu dané
racionalné Cdry. Je-li totiZ w takovy parametr a jest-li Ze
LG R A (D)

Bw® YT 0w
tu je ddn kazdy jiny jednoznaény parametr g, relaei
w=Ltta
O ol
a piisludné vyrazy pro « a y jsou tedy vidy tvaru

oo (P14 ) ﬁ(pm—}-q )

r =

s iy s
(Pt q ). P +q
y",”(rm-ks S ey

Je na biledni, Ze lze ve zvlaStnich piipadech uZiti libo-
volnych stdlych p, ¢, », s k tomu cili, aby vyrazy pro « a y
nabyly tvaru co nejjednodussiho.

VL. O stupni a o t¥idé raciondlngjch &ar.

Déna je racionalna ¢ira dvéma rovnicemi, které podavaji
souradnice #, y libovolného bodu jejiho co racionilné funkce
proménného parametru; md se ustanoviti stupen a tiida této
cary.

Nejdiive vySetime, zdali je parametr jednoznaény t. j.
zdali pifslu§i kaZdému bodu jedind hodnota parametru. V pii-
padu, kdy dany parametr neni jednoznaénym zavedme jedno-
znatny parametr a budte tedy

_ a(® _r@®
S TORER IO
soufadnice @, y vyjadiené pomoci tohoto jednozna¢ného parametru
t. Uvedeme-li vyrazy « a y na spole¢ného jmenovatele, obdrZzime
vysledky tvaru
Lt e

IR TON
a tu miZeme predpokladati Ze funkce f, @ a ¥ nemaji spolec-
ného délitele.

Stuperi oné z funkcet f, ¢ a P, kterd je nejvyssiho stupné,
jest stupném dané &dry. Neb protneme-li ¢dru libovolnou piimkou
Az ~+ By 4 (C=0
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tu obdrifme pro parametry ¢ priseénych bodf rovnici
AF (&) By (&) 4 Cb (5 =0

a ta jest patrné stupné n. Vzhledem k okolnosti, Ze jsou A4,
B, C &isla libovolnd a Ze funkee f, ¢ a ¥ nemaji spoleéného
faktora, budou kofeny #,, f,, ... ¢, této rovnice obecné vesmés
riizny a kazdy bude zdviseti na hodnotich 4, B, C. Kaidy
koten podd pak jeden bod prisecny x, y; tyto body budou téz
rlizny, neb jinak by témuZ bodu musili piisludeti dvé z rtznych
hodnot parametru ¢,, ,, ... £, véc to nemoznd pri parametru
jednoznaéném. Protind tedy libovolnd piimka danou éaru v »
bodech, . j. ¢ara je m-tého stupné.

Abychom ustanovili tiidu dané édary, nahradme soutadnice
bodové soufadnicemi primkovymi u, v. Jsou-li  a y vyjidieny
jednoznaénym parametrem ¢ formulemi

x =9 (1), y=0(),
mime dle ¢l I
U= — o' (t)
BRICEACETICXACK
— o (t)
e®)o'(t) —e (W) o' ()

1 v téchto vyrazech jest t parametrem jednoznaéngm t. j.
libovolnou teénu u, v obdriime témito vyrazy jen jedinou hod-
notou ¢. Neb skutetné, ddna-li teéna w, v, tu se dotkne ciry
obecné jen v jediném bodu; k soufadnicim x, y tohoto bodu
pak ptindleZi jen jedind hodnota ¢.

Vyrazy pro u, v jsou tvaru

D ORI 10}

0N ()
a znadi-lv m stupert oné z funkci F, @, ¥ (predpoklidame opét,
Ze jsou zbaveny vSech spoleénych déliteld), kterd jest stupné
nejvyssiho, tedy jest m t¥idouw dané ¢édry. Nebot skuteéné ma-li
teéna prochdzeti danym bodem
Auw-+4 Bv+4 C=0,
tedy mimo této museji soufadnice w, v patrné vyhovéti i rovnici
¢dry, t. j. parametr hledané tecny jest kofenem rovnice m-tého
stupné :
AF ()4 B (t)- C¥ () =0.
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Prochdzi tedy libovolnym bodem m teCen dané céary t. j.
ttida jeji jest m.

Vzhledem k témto dvahdm poddvaji rovnice
PACR y=20
b () I="p @)
nejvicobecnéjsi raciondlnou éiru n-tého stupné, znaci-li f, ¢ a
¥ obecné celistvé funkce =-tého stupné. A obdobné zahrnuji
rovnice

r =

_J® —_ 9@
““ye Y0

viecky raciondlné cary n-té tiidy, jsou-li f, @, ¥ opét celistvymi
funkcemi n-tého stupné proménné ¢.

Kterak lze vypocitati v téchto obecnych pFipadech tiidu
raciondlné ¢ary, je-li dén stupen jeji a naopak, ctendi znaly
theorie algebraickych ¢ar snadno se dovtipi, jakmile ustanovime
dvojné body raciondlné ciry.

Priklad. Stanovme stupeii a tiidu raciondlné ciry uvazo-
vané v prvnim piikladu ¢l. IV.; byla dina rovnicemi

o= D
430417
__t@E*+1)

Y=F e

Shledali jsme, Ze parametr ¢ neni jednoznatnym; zavede-
nim jednoznacného parametru

¢
BET T
jsme obdrzeli vyjrazy
1 e

SR

Dand c¢ara jest tudiz drubého stupné, tedy je kuzeloseckou
a tedy také druhé ttidy.

Chtéjice stanoviti tiidu p¥imo, zavedme soufadnice tecny
u, v. Ucinivie vzhledem k formulim v ¢l I.

r =

1 —_—
$=9(#)=m’ y=6(u)=;q"—1=——uo,

a znalice derivace funkci ¢ a o vzaté dle proménné p literami
@ resp. ¢’, mime
14
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¢ =—2pn0; d=—(ue+0)
e’ — ¢ 6 =—¢%
a tedy
v =(p+1)% v=2u.
Cdra jest tedy druhé tifdy.
VII. Pokracovdni. Ddna-li je raciondlnd ¢dra rovnicemi
@ = Bt Bt + ..+ B
o t" oyt ay
y= Lo U ol ¢ A w4
o, t"+ o, tn—1 _’_ . + an’
pti cem litery «, $, p znaéi libovolné, obecné hodnoty, mizZeme
snadno dokdzati, Ze je Cira ta m-tého stupné. Seradime-li totiz
obé rovnice dle mocnosti ¢, pisice
(“ow"_ﬂt;) " (o, * — By) e ey — B =0,
@y —2) "+ (@y—p) ' .ty — =0,
tu obdrifme eliminaci proménné ¢ resultant, ktery je vzhledem
k x a y stupné =, ktery tedy stanovi skutecné ciru n-tého
stupné. PiSeme-li k vili strucnosti rovnice ve tvaru
Pot*+p " ..+ pa=0 aneb P(t) =0,
Go "+ ¢ " ..+ =0 aneb Q1) =0,
provedeme eliminaci dle methody Bézout- Cayley-ovy, utvori-
me-li vyraz

Pl)yQ)—P(t) Q@ ¢li V,

a délime-li vyraz ten rozdilem ¢ — ¢,. Divise vyjde beze zbytku
a podil jest celistvd funkce stupné n—1 hodnoty ¢, kterd prive
tak jako vyraz sdm, zmizi pro kaZdy obéma rovnicim spolecny
koten t,, nech? je ¢ jakdkoli hodnota. U¢inime-li tedy vsecky
koefficienty tohoto vyrazu rovny nulle, obdriime = rovnic,
z nichZz lze hodnoty ¢, "2 ..¢ linedrné vchdzejici piimo
eliminovati. Tim vznikajici determinant o » fddcich jest pak
resultantem danych rovnic.

Zavedeme-li oznacenf

(Pi @) = Pi Gp — Pr @iy

(Piq) + (pr4) = 0, (Pi g)=0. (R)
Polozime-li
V=A4,tr+ A4, ¢ ..+ 4,,
budou mfti soucinitelé A tyto hodnoty

plati patrné



211

Ay = (Po 00) 6™+ (Po 0.) "+ - - + (Po Ta)s
4 =P )W+ (P ) "+ (21 g0),s
A= (Pago) "+ Pn 9) 6"+ .+ (Pu Gn)-
Provedenie-li vytknutou divisi, spadno obdrZime
n jtl = A, 07 (Ao ty - A) 2 - (A, 82 At - A4,) s
o Aot A 4 - Ay

Dle uéinéné tvahy vyhovi kaZdy danym rovnicim spo-
le¢ny koten ¢, témto rovnicim:
4, =0,
Ayt + 4, =0,
A4+ 4yt + 4, =0,

Ayt 1A 2. 4,2, =0.
Dosadime-li za 4, .. Ay—. hofejSi hodnoty, tu shleddme,
Ze pravé napsané rovnice jsou vzhledem k ¢ jen stupné n—I1.
N. pt. shleddme [vzhledem k relacim (R)]:
Ay = (Po ¢1) ta" 7+ + (Po )5
Ay ty 4+ Ay = (po @) {," 7+
Aot >+ Aty + Ay = (po ¢) 1"+ ..
at d
Jest tedy hledany resultant determinantem n-fidkovym,
jehoz cleny se sklddaji linedrné z vyrazi (p; ¢). AvSak méli jsme
pi = o — fi;; Pr= o @ — P,
Q=Y —Vi; Qe = Or Y — Vi,
a tudiz
(piq0) = (e ¥i — e i) - (0t B — @ Bi) y + Bi v — B i
Jsou tedy veSkery c¢leny onoho determinantu linedrngmi
funkcemi soufadnic @, y a vysledek eliminace proménné ¢
z rovnic dané Gary repraesentuje tudiz ¢iru m-tého stupné.
VIII. O tom, Ze neni moZnd, aby se raciondlnd &dra roz-
lozilla na &dry nizst.
Kazdd raciondlnd Cdra jest Carou jednotnou t. j. znaéi-li
¢ a ¢ funkce raciondlné, tu stanovi rovnice
=9 (), y=oa(t) 1
vidy Caru jedinow, t. j. nerozklddajici se na vice riiznjch car
nizsfch stupnd.
14%
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Napsané rovnice nemohou tedy nikdy stanoviti souhrn
dvou neb vice ¢ar n. pt. soustavu dvou kuZelosecek, nebo ku-
Zelosecku a piimku a p.

Chtéjice to dokdazati, podotykdme nejdifve, Ze piislusi kazdé
hodnot¢ ¢ jen jediny bod «, y. Vyminka by patrné jen tehdy
mohla nastati, kdy raciondlné funkce g (£) nebo @ (f) nabyvaji
neurcitého tvaru-%; to by viak vyzadovalo, aby citatel 1 jme-
novatel raciondlné¢ funkce soucasné vymizely, n. pf. pii ¢ =¢,.
Pak ale obsahuji oba faktora ¢ — ¢, jimZ jc lze kratiti a takto
odstraniti neurcitost. Ma-li tedy cdra

r (®y) =0
byti repraesentovdna rovnicemi (1), tedy musi nescislné mnoz-
stvi hodnot ¢ poddvati body (1) poloZené na ¢die F=0 t. j.
rovnici
Flo (), (5] =0
Ize vyhovéti nescislnym mnoZstvim réznjch hodnot ¢ a tudiz ji
vyhovi kazd4d hodnota ¢ t. j. kaZdy bod dany rovnicemi (1) se
nalezd na ¢afe I. Tim ale je véta dokazdna. Nebot kdyby rov-
nice (1) repraesentovaly dvé Cary
F(z,y)=0 a & (z,5) =0,
tedy bychom soudili, Ze se nalezd kaZdy bod (1) jak na jedné,
tak i na druhé &ave, t. j. Ze jsou obd Cdry totozny.

Eliminujeme-li z rovnic (1) hodnotu ¢ a je-li vysledek

eliminaénf rovnice
. B (z,y) =0,
tu jest R bud funkce nerozlozZitelnd na faktory nizSich stupii
aneb lze rozloZiti R na faktory stejné. Jevi se tedy R co celistvd
kladnd mocnost
[ (2, y))"

néjaké celistvé funkce F (z,y).
Vezmeme-li na pf. rovnice

I
- 4t
_re—1

Y=vri—a

obdrZime elliminaci ¢
Qaey —x—4y 4 3)*=0.
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Zavedenim jednoznacného parametru

p=t>4t41
obdrzime
_ e+1 _ u—2
r= —1 y= u—3

a eliminaci g pak :
2oy —ax—4y -+ 3 =0.
IX. O dvojndsobniyjch bodech car raciondlnych.
Abychom se dodélali néjaké charakteristické znamky raci-
ondlnych car, jest ndm vziti v Gvahu jich zvlastni body.
Déna bud raciondlnd cara rovnicemi
ﬁt”+ﬁltn‘1+~--+_ﬁ1
att ot . Ha,’
SN i w4 W R e
¥y= att 4o, "1 ..t a, ]
v nichZz ¢ necht zna¢i parametr jednoznacny.
K viili strucnosti poloZme
_ B® 00
T = A Y RVOR

€*r =

aneb téz _
- xz=e (¥, y = & (%)
Piredpoklidejme, Ze hodnoté ¢=—=1¢, p¥islusi dvojnésobny
bod x,, y, dané cary. Vedme bodem tim pifmku

a—+bx—+cy =0, ' (1)
tedy predpoklddejme, Ze hodnoty a, b, ¢ vyhovuji rovnici
a -+ bx, + cy, = 0. 2)

Priseéiky pifmky (1) s danou carou stanovime, vloZime-li

do (1) za =, y, dané raciondlné vyrazy; tim obdriime
ad (£) + 0B (t) - cC'(5) =O. 3
Kofeny této rovnice n-tého stupné jsou pak parametry
onéch priseciku. Jeden z nich jest f#,, coz patrno vzhledem

k rovnici (2)kterou lze takto psati

B (t, Cty) _ (o
AT AT @)
Budte ¢, t, ... t,—1 ostatnf koteny rovnice (3). M4-li dany
bod x,, y, byti bodem dvojnisobnym, tu se musi vyskytnouti
na kazdé ptimce jim vedené mimo «x,, y, jen jesté n—2 body
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priseéné s carou. Jednomu z kofent ¢, #,. ... t,—1 na pi. ¢,
musi tedy opét prisluseti bod «,, v, t. j. musi
_B) _B®),

Lo = m v Yo — m )

Dvojny bod x,, y, md pak dva parametry t. £, a ¢,. MiZe
se téZ prihoditi, Ze onen kofen ¢, se rovni £, t. j. Ze jest ¢,
kofenem dvojndsobnym rovnici (3). Pak vymizi derivace levé
strany rovnice této pro ¢ =¢, t. j. pak mame

ad’ (t,) =+ bB’ (t,) + cC' (t,) = 0.

Ma&-li rovnice ta platiti pro kaZdou transversalu vedenou
bodem wx,, y, t. j. ma-li platiti pro kazdé a, b, ¢ hovici rov-
nici (2/), musi patrné miti platnost relace

A'(t) _ Bt _ _C()
A,) — B) T C()

Ze pravé vyvinuté podminky staci, aby pojistily existenci
dvojndsobného bodu, to vychdz{ takto. Méjme predné dvé
riizné hodnoty parametru ¢ na pf. hodnoty ¢, a ¢, poddvajici tyz
bod; bod ten jest pak bodem dvojndsobnym. Predpoklidime, Ze

Y (to) -0 (tl) = "'vm
6 () =& (4,) = Yo.
Bodem x,, y, vedme libovolnou jinak piimku
a-bx+4cy=0;
pak tedy plati rovnice

a - bx, +cy, =0,
t. j. plati
a b (t,) - e (1) =0,
anebo a -+ bo (¢,) -} co (t,) :0.} 4

Parametry priisecikét oné piimky s danou carou jsou ko-

feny rovnice
a b (t) -+ co (t) = 0;

dle rovnic (4) jsou patrné ¢, a ¢, dva z kofenil téch, a ponévadz
jim piislusi tyz bod wx,, y,, soudime, Ze kazdd timto bodem
vedend piicka protne ¢dru mimo tento bod jen jedté v » —2
bodech. Jest tedy z,, y, skutecné bodem dvojnym.

Nastane-li piipad druhy t. j. méme-li takovou hodnotu ¢,
Ze vyhovuje rovnicim
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Al (to) — _Bl (to) — 0 (to) (5)
A@t) — B(t) — C()
tu hodnotd ¢, ptislusi opét dvojndsobny bod a,, Yo, ale s tecnami
splyvajicimi t. j. piislusi ji bod dvratu. Vedme bodem wxy ¥,
libovolnou primku

a—+bx 4 cy =0;
plati tedy rovnice

ad (t,) + 6B (t,) + ¢C* (t,) =0.
Vzhledem k rovnicim () ji mZeme napsati ve tvaru
ad’ (t,) + bB’ (t,) + ¢C, (¢,) =0,
z ¢ehoZ patrno, Ze ¢, jest kofenem dvojndsobnym rovnice n-tého

stupné
ad (t) +bB (t) + ¢C(t) =0,

stanovici priseciky oné piimky s danou ¢arou. Obdriime tedy
mimo bod z,, y, jen jesté » — 2 body, a tim vychazi, Ze jest
x,, Yo bodem dvojnym. Bod ten jest ale bodem tvratu, ponévadz
se v ném vyskytuje jen jedind tecna. Obecné jsou differencidly
dx a dy piislusné differencidlu d¢ diny vyrazy

A(t) B (t) — A' (f) B (%)

He ) —A' (¢ t
dy = [AOF dt,

tudiZ smérnice tecny v bodu ¢ ddna formuli
dy __ AQC@O—A4'@O)C()
de ™ AQ)B (t)—A )B@)

PoloZime-1i zvlaStnf hodnotu ¢, za ¢, tu vzhledem k rela-
cim (5) vymizi patrné i Citatel i jmenovatel posledniho zlomku.
Z toho jde, Ze lze poloziti obecné

dy _ (t—t)A@) _ AQ)
de = G—t)u® — 8@’
kdeZ A a p znall celistvé funkce. Pro ¢ —=¢, obdrZime nyuf
zcela uréitou a jedinou smérnici teCny a bodu x, y,:
Ay _ A(l)
dry — w(t)”

V ptipadu prvnim, kdy totiZ mime dvé riizné hodnoty ¢,
a t, poddvajici tji bod «p Yo, jsou V tomtv bodu dvé rizné
teény, jichZz smérnice jsou ddny resp. vjrazy
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4 (to) CI (to) — A’ (to) C(to)
4 (to) B (to) — 4 (to) B (to),
A) O ) — A () C(ty)
At) B' () — 4 (4) B(4)'
Vznik bodd dvojndsobnych a bodi Gvratu pti éardch racio-
nilnych mazeme touto tvahou objasniti. Necht parametru ¢,
piislusf bod z,, y, t. j. necht :

%, = 0 (%), Yo =0 (f)-
- Méni-li se parametr ¢ spojité od ¢,, tu obdrZime fadu bodd
@, y spojité po sobé sledujicich, z nichZ prvni jest z,, y,.

Stane-li se, Ze pro ¢=1¢, mame opét soutadnice xy, ¥,

t. j. Ze
%, =0 (t), Yo=0 (),

tu fada nasich bodd dorazila opét do bodu w,, y, a tudiz pro-
chazi k¥ivka timto bodem dvakrat, jest to bod dvojnisobny. Rada
bodd, kterd piisluii hodnotdm ¢ od ¢, do ¢, vzatym bude obecné
mizeti, to jest klicka (Schleife) pti dvojném bodu x,, y, bude
mizeti, ¢im vice bude ubyvati rozdilu mezi ¢, a ¢,. Stivi-li se
tento rozdil nekoneéné malym, tu se stane i ona klicka neko-
neéné malou a bod dvojny piejde na bod tuvratu. V tomto piipadé
tedy miZeme pokladat =,, y, za hodnoty prisluSné parametrim
ty a ty—+ & znaCi-li & hodnotu nekoneéné malou. Méame tedy

wy =@ (t,) = 0 (f, -+ &) aneb = (t,) + 2 0' (%),
Yo =0 (t,) = o (t, -+ &) aneb =6 (¢,) + & ¢’ (¢,),
z CehoZ jde
0 (t)=0, &' (t)=0
t. j.
A (t,) B (t;) — A’ (t,) B(t,) =0,
A (ty) C' (t) — 4’ (t,) — C (t) =0,
aneb ‘
Ay _ B _ O
A(t) - B() Clt,)
tim nalezime opét rovnice charakterisujici bod dvratu.

X. O stanovent dvojnyjch bodd raciondlngch &ar n-tého

stupné; jich podet jest —;— (r—1)(n—2). '
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Dina bud raeiondlnd ¢ira m-tého stupné rovnicemi
=9 ()= B() _ BrAptT 4. A
A(t) et fo 4 Fa, ] )
ymo=C0 _ retn Ity
A @ ettt 1w,
Céra ta obecnd nebude miti bodi wivratu, nebot parametr
t takového bodu musil by vyhovéti dvéma rovnicim
A@®) _ B _ CO.
4@ T B(@ — 0@
aby bylo moznd vyhovét jim, je nutné, by vymizel resultant
vznikajici eliminaci ¢ z téchto rovnic a to se obecné nestane,
nebof mezi koefficienty «, 8 a » obecné neni Zidné relace.

Za to ale ma dand ¢dra vidy body dvojndsobné a s. v poétu
1 (n—1) (»n — 2). Ustanovime-li totiZ dvé rdzné hodnoty ¢, a ¢,
tak, aby vyhovély dvéma rovnicim

et)=0e(); o(t)=0c(), )]

tu piislusi parametru £, a parametru ¢, tyz bod x,, y, a ten
bude bodem dvojnisobnym dané ¢iry. Jde tedy o to, abysme Tesili
rovnice (2) s nezndmymi ¢, a t,. Vzhledem k tomuto cili po-
dotknéme, 7e se hledand feSeni vyskytuji nutné podvojné a sice
tak, Ze vidy jeden pdr Yeleni podava tyZ dvojny bod =z, ¥,.
Skutec¢né hovi-li posice

ty = m, th=mn
rovnicim (2), tu jim patrné téZ vyhovi kofeny
ty=mn,  t{=m,

a jak to, tak i ono feSeni poddvd patrné tyZ bod dvojnisobny
o soufadnicich ' ‘
‘=@ (m)=g9 (n); y=¢6(m)=0c (n).

Vzhledem k této okolnosti jest vyhodné, abychom zavedli
na misto ¢, a ¢, dvé nové neznimé wu, v, které by vzdjemnou
vyménou neznamych pivodnich se neménily.

Zvolme tedy za nové neznimé dvé symetrické funkce ne-
zndmych £, a ¢, a s. nejjednodussf, kladouce '
to+t, =—u; t, ¢, =w. 3)
Nezli zavedeme tyto nezndmé do rovnic (2), stransformu-
jeme tyto rozloZenim raciondlnych funkei ¢ a ¢ na partidlné

zlomky. Jsou-li a, b, ¢ . l koteny rovnice
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atr a4 =0,
tedy patrné miZeme poloziti*)
_ B A B L
eO="4+i— ti—p t - Tz
— Y 4, B, T2
O=y i Tttt
tu znaci cCitatele 4, B ... L; A,, B,, ... L, stdlé hodnoty,
které lze zndmym splisobem vydéisliti. Rovnice
e(t)=e()

prejde nynf do tvaru

A _ B, 4 L

B L
B e T s e T R T
t. j. |
A L
o= roTan Tt TR 6 0=0

aneb vzhledem k rovnicim (3) a vynechdme-li s nullou rfizného
¢initele ¢, —¢,,
A B L
a*4au--v T b*+tbutv +et P luto
Podobné prechazi rovnice
G (f) =0 (t)

=0. 4

na tvar .
A, B, L, _
a2+au+v+bz+bu+v +"'+lz+lu—|—-v_—o' ®)
Z rovnic (4) a (5) jest ndm stanoviti neznimé » a v. Po
odstranéni jmenovateld snadno shleddme, Ze jsou obé tyto rov-
nice stupné (n— 1)-ho vzhledem k nezndmym wu, v; obdriime
tudfZ (n — 1)* FeSeni », v. Po odstranéni jmenovateld je vSak
taky patrno, Ze vyhovime rovnicim (4) a (5), zvolime-li za u, v
takové hodnoty, pii kterjch vymizi dva z nésledujicich » vyrazi:
a*+au+tv; b2 4-butv; ... P4-luto.
Prvni a druhy vymizi pii
u=—(a-40b), v=ad,
prvni a tiet{ pii
w=—(a-}c), v=ac,
atd. ostatni kombinace po dvou. Takovych FeSeni », v obdrZime

*) Viz Studni¢ka, Zékladové v. math., O poctu differ. 2. v. pag. 129.
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tedy —12—n (n — 1). PoloZivie je do rovnic (3) za » a v, obdr-

Zime hodnoty neznimych ¢, a ¢, a sice v prvnim piipadu
th=ua, t, =b;
v druhém
ty=ua, t, =c;
atd. Pro vSecky tyto hodnoty parametru vymizi vSak funkce
A(t), tudiz ndm podévaji nekoneéné vzdilené body naSi édry,
a ty nejsou body dvojnymi. Jest tedy nutno, abychom tato

feSeni v poctu —i— n (n—1) zavrhli, ¢imZ zbyva
(n—-l)"’———;-n(n—l):-% m—1)(n—2)

reSeni u, v. Kazdému systému u, v pifslu§i pak dva parametry
t, jez vzhledem k (3) jsou kofeny rovnice
t*+ ut4v=0.
Obéma pak parametriim p¥islusi jeden bod dvojndsobny
z=0(t), y=0().
Ma tedy dand cara skuteéné—;« (n—1) (n—2) body dvoj-

nésobné.

Body dvojnisobné mohou se ve zvldStnich piipadech stati
body uvratu je-li », v; jedno feSeni stanovici bod dvojny s para-
metry ¢,, t,, tu prejde tento bod na bod uvratu, jestliZe
t, =t, a pak tedy mame

tytto=—u, t,t, =,
z Cehoz
u?—4v =0,
co relace charakterisujici bod uvratu.

XI. Raciondlnd &dra md  dvojndsobnijch bodd co moZnd
nejvice.

Bud C” racionilnd ¢ira n-tého stupné; dle p¥edchazejici

dvahy bude miti .;_ (n— 1) (n—2) dvojngch bodd (resp. bodd

uvratu). Snadno ukdZeme, Ze neni mozZni, aby Cdra m-tého

stupnd méla, vice nes -;— (n—1) (n—2) dvojndsobnfch bodd,

arci nemé-li se rozloZiti na ¢ary niZsi.
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Kdyby néjakd ¢dra n-tého stupné méla

1) (= 2)+1

.xry,

dvojnasobny bod, tu zvolme na ¢ire té daldich libovolnych
bodd v poitu » — 3 a vscml takto vytknutymi body v poctu
——(n-l)(n—2)—|—1+n - ”—2)(”+1)

vedme ¢hru stupné (n — 2)-tého; tato jest uplne stanovena,
nebof obecné stanovi

.

tw+3)
2

bodé ¢éaru stupné p-tého. Cara n-tého a &ra (n — 2)-tého stupné
se protinaji v- dvojndsobnych bodech, coz repraesentuje

2 [+0—De—2+1]
priisecikld a v dal$ich » — 3 bodech celkem v
m—1)(n—2)+2+2—3 ¢ili (n—2) n41
bodu. Tim patrno, Ze se nutné protnou v nekoneéném mnozstv{
bodli, a to je jen tehdy mozZné, rozlozi-li se Cira C* na Cary
nizsich stupnd. ,
Ze ¢ara stupné n a nerozklidajici se na ¢éry stupii niZsich

(tedy nezvrhlé éira ‘stupné n) mézZe miti —;— n—1) (n— 2)

dvojndsobné body, toto dokladem jsou pravé racionalné vyrazy
soutadnic = a y pomoci proménného parametru.

Pro » = 3 soudime, Ze kazd4 racionalnd ¢iara kubickd ma
dvojnasobny bod.

Pro n==4, 7e kaZdi blkvadratlcka racwnalna ¢dra ma
tii dvojndsobné body, atd.-

XIL. Md-li édra n-tého stupné —%— (n—1) (n — 2) bodd dvoj-

ndsobnijch, jest tarow. raciondlnow.
K dikazu této véty Jest ném treba nisledujici véty po-
mocné:
»Ddna-li je &dra n-tého stupné
F(x, y) =0,
a svazek algebraickyjch éar
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D (, y) 41 T (z, y) =0,
a protind-li kaZdd Cdra tohoto svazku édru F v bodech, z nichZ
jen jeden jest proménlivy (t. j. jeden, jenZ se méni s hodnotou
2), ostatné ale pevny, tu lze vyjddriti souradnice hyblivého prise-
dtkw co raciondlné funkece hodnoty A“,
Soutfadnice @, y prisecikd obou car jsou kofeny rovnic
F(z, y) =0,
D (x,y)+ 4 ¥(x,y) =0.

Eliminaci jedné n. pf. y obdrzime jistou rovnici

R(x,4)=0; 1)
R znaci celistvou funkei hodnot = a 4. Dle supposice se méni
jen jeden kofen této rovnice soucasné s 4 t.j. znaéi-li u jakou-
koli hodnotu, tu bude rovnice (1) s rovnici

R(z,u)=0 @
miti vespolek vSecky kofeny aZ na jeden.

Stanovime-li tedy zndmou cestou nejvétsiho spoleéného
délitele vyraz@i proménné x:
R(z,1) a R (,u),
tu spolecny délitel takto stanoveny 7' (x) nebude obsahovati ani
A, ani g, a dile bude podil
R (x, 1)
—
linearnou funkef proménné x. Tedy mdme
——R(i_fll) =pz+y,

kdeZ p a g patrné znaéi celistvé funkce hodnoty A. Hyblivy pri-
se¢fk md tedy tseCku « danou rovnici

pr+g=0,
tudiz jest tato usecka

T = —— —

4
vyjddiena co raciondlnd funkce hodnoty A.

Obdobnym splsobem lze vyjddiiti pofadnici y hyblivého
priseciku co raciondlnou funkci hodnoty 4. Tim je dokédzina
pomocna véta.

Bud tedy ddna ¢ira C* n-tého stupné s } (n — 1) (n —2)
body dvojndsobnymi. Oznacme tyto body literami 4,, 4,,.. 4y,
kladouce k villi strucnosti pfsmenu » za &islo } (n'— 1) (n — 2).
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Z téchto bodd zvolme*) n—2 n. pf. 4, A4,,.. 4,2 za body
dvojndsobné ¢dry C»—! stupné n—1 a zbyvajici body A,
A,,.. Ay a ndjaky (libovolny) dalsi bod B dané ciry C* za
jednoduché body ¢iry C+—'. Témto podminkim vyhovi nekonecné
mnozstvi ¢ar stupné (» — 1)-ho a souhrn jich bude svazkem
Car tohoto stupné. Nebof kaZdy dvojny bod nahrazuje &% dané
jednoduché body, mdme tedy pro koefficienty v rovnici ¢iry C»—!

3n—2+v—(mn—2) +1

Lor—1)(r—14-3)—1
podminek, jimiZz lze vSecky koefficienty vyjdd¥iti co linearné
funkce jednoho, jejZz ozna¢me A. Setradivie dle 4, objevi se rov-
nice ¢iry C*—! ve tvaru

@D (z,y)+ 2 ¥ (x,y) =0,

kdeZ @ a ¥ znali celistvé funkce stupné »— 1. Body 4,, 4,,
.. Ay, B prochdzi ¢ira C*, necht si ma A jakoukoli hodnotu,
jsou to tedy priseciky car C*» a C"' nezdvislé na hodnoté 2.
Body 4,, 4,,..4,— jsouce dvojnisobné jak v cife C», tak i
v C»1 repraesentuji kaZdy c¢tyry priaseéiky téchto car, body
Ay, Any .. Av pak plati vidy za dva priiseciky, proc¢ez mame
celkem

t. j.

4(n—2)+2v—m—2)]+1

nn—1)—1
pevnych prisecikd obou éar C* a Cv—' Jest tudiZ jediny pra-
setfk hyblivym a dle pomocné véty miZeme vyjadriti soutradnice
x, y tohoto bodu (ktery miize zaujmouti patrné kazdou polohu
na C% co raciondlné funkce hodnoty A t. j. miZeme odvoditi
vyrazy racionilné

t. j-

_ r=e@), y=o@®)
pro libovolny bod ¢dry C* Tim jsme ale dokdzali vyitenou vétu.

XIIL O giném spasobu, jakym lze vyjddiite @, y co racio-
ndlné funkce neodvisle proménné.

Tento druhy spiisob udal Clebsch. Budiz opét C* Carou
stupné n majici v €. L (n—1) (o — 2) bod& dvojndsobnych.

*) Dle Chasles-a v Comptes rendus, t. LXII, pag. 584; zde udava jesté

jiné fefeni pomoci svazku car stupné (» — 2)-ho.
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Pokusme se o sestrojeni svazku kiivek A-tého stupné C*,
pomoci jehoZ bychom mohli feSiti danou tlohu. Zvolme dvojné
body 4,, .. Ay dané ciry C, a dalSich ¢ bodi této cary za
zdkladné (jednoduché) body svazku ¢ar C*. Svazek h-tého stupné

jest stanoven

1h(h+43)—1
zakladnimi body; polozme tedy
v+a=}h(th-+3)—1. (€))

Kazd4 cara svazku nechf protne danou ¢iru C* mimo body zd-
kladni jen jesté v jediném bodu t. j. predpoklddejme ddile, Ze
2v+a—+t1=mnh @)
Z rovnic (1) a (2) ustanovme nyni % a a. Vyloucenim
hodnoty @ obdrZime pro % relaci
R4+ B—2n)h+42v=0,
z niz jde
h—=n—1 aneb =n—2.
V pripadu prvnim mame pak

a=2n—3,

a v drubém a=mn—3.
Prvni TeSeni zaleZi tedy v tom, Ze si sestrojime svazek
P @xy) 4 ¥Fx,y) =0 (3)

Car stupné = — 1 prochdzejicich body 4,, 4,, .. 4» a dal$imi
2n — 3 pevné zvolenymi body dané éary C*. Hyblivy prisecik
¢ary (3) s C* ma pak soutadnice @, y, jez moZnd vyjadriti ra-
cionadlné hodnotou A.

Pii druhém feSeni uZijeme svazku car stupné n — 2 vede-
nych vesmés body 4,, 4,, ... Ay a daldimi » — 3 pevnymi
body na C®.

XIV. Priklad. Zvolme édaru étvrtého stupné

f (@, ) =a*— 2ay®— 3a?y? — 2’2* - a* =0, (1)
kterou uvddi prof. Studnicka ve svém differencidlném poctu
2. vyd., str. 194) co piiklad, jednaje o bodech zvliStnich.
K vili rozhodnuti, zda-li je tato ¢ara raciondlnou ¢ili nic, stano-
vime jeji body mnohondsobné. V téchto bodech vymizf ¢astecné
derivace funkce f dle « a y vzaté. Mdme

of

= 423 —4a’z,
x




224

g‘ =— 6ay® — 6a’y.

Tyto derivace vymizi, maji-li x, y tyto hodnoty:

=0, +a, —a; y=0, —a;
t. j. ony vymizi pro tyto hodnoty neznimych O, 0; 0, — a;
a,0; a¢,—a; —a,0; —a, — a. Viak z téchto feSen{ €ini jen
druhé, tret{ a paté téZ f =0, jsou tedy body

, e=ay=0;e=—a, y=0; =0, y=—a

body dvojndsobnymi ¥).

Dana cara c¢tvrtého stupné majic tfi body dvojndsobné
jest raciondlnou. Chtéjice vyjadriti soufadnice x, y bodu jejiho
co raciondlné funkce proménného parametru pouzijme na pi.
druhého teSeni z ptredchazejictho clanku.

Zde n = 4, tedy wuzijeme svazku car » — 2 = 2-ho
stupné; zdkladné body tohoto svazku budou nalezené body
dvojnasobné a jesté jeden bod na ¢afe libovolné zvoleny na pf.

bod # =0, y = —;— . Ozna¢me ony tfi body a bod tento literami
4, B, C, D. Pak znf rovnice piimky BD
®_ 4 W gy,

—a a

a piimky AC

X
=+ Y __1=o,

—Q
ted repraesentuje rovnice
(—z+2—a)(@—y—a)=0
soubhrn piimek BD a AC, a tudiz kuZeloseCku prochdzejici body
4, B, C, D. Piimky AB a CD jsou osy = a y, tedy souhrn
piimek AB a CD dan rovnici
xy =0,
a to opét jest kuZeloseCka vedend onémi ¢tyrmi body. Poddva
tedy rovnice

(—r+42y—a)(x—y—a)+Axy=0

t. j. 2+ A —3)axy+2+ay—a®*=0
svazek ¢ar druhého stupné vedenych body 4, B, C, D. Uctini-
me-li A—3=t

mame rovnici
x4 tay + 2%+ ay — a*=0. ®))
*) Viz 1. c.
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Kazdd ¢dra (2) protne danou ¢aru mimo dvojndsobné body
4, B, C, a bod D jen jesté v jediném bodu, jehoZ soutradnice
lze vyjadiiti racionalné pomoci parametru ¢ Eliminujeme-li
z (1) a (2) potadnici y, obdrzime odstranénim y® pro usecku
2 hledaného priiseciku rovnice
2 +y@a+te) +2*—a*=0, @)
(Aax —2a*) y* +a@*—a¥)y+ (2*—a?)?=0. (3)
Oznacime-li k vili strucnosti koefticienty pii mocnostech
y resp. p, q, # a p’, ¢', » bude
(@), (g7)
(a0, (p')
eliminac¢ni vysledek. Zni pak
x? (x* —a?)?[6ate — 4 — at® 2] = 0;
¢initel¢ z3a (x® — a?)? se patrné vztahuji k boddm C, D, 4 a B,
a tudiz ddna usecka hyblivého prisecfku rovnici

6ate —4x? — at*x =0,
tedy ‘

w = —1—1~ at (6 — t%), €)]

Prislusné y pak dano z (2) a (3) vyrazem
—_ (g _ t@*—ad}
Y=" o) T Tat—2
a tedy po kratké redukci
_a 2(6—1t)*—16

¥y=13 T—4
aneb provedeme-li divisi, kterd beze zbytku vyjde,
y= % (t* — 8t - 4). (5)

Rozumi se samo sebou, Ze eliminaci hodnoty ¢ z rovnic
(4) a (5) bychom se dodélali opét rovnice (1), o ¢emZ necht se
¢tenaf sam piesvédc.

Ucinime-li jednou « =0, jednou y =0, nalezneme para-
metry bod& dvojndsobnych a bodu D. Jest pak

t=0
parametr bodd D, a hodnoty
t=+V6 t=—V6

15
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parametry bodu C. Pro y =0 musi platiti
t*— 824+ 4=0
z ¢ehoZ
t= Vif2vy, t,= Vi—2V3,
b=—V4+2Vv3 t,=—V4—2V3,
tof po dvou parametry bodit 4 a B. Které patii ku A4, které
ku B? Nalezi-li ¢ a ¢ k témuz bodu, musi

@ = —;i t(6—12) = —Z—t’ 6 —t'%),

tedy B3 —t2—6(t—t)=0
t. j. ponévadZ ¢t -— ¢ =0, musf
2ttt - ¢2—6=0.

Snadno shleddme, Zc této podmince vyhovi jen by byt
t;, & sice obdrzime pro prvni dvé hodnoty @ — — a, pro druhé
dvé x =+ a, jsou tedy ¢, a ¢, parametry bodu B, ¢, a ¢, pak
parametry bodu 4.

XV. O mnohondsobnijch bodech vibec pit dardch racio-

ndlniyjch. .
V ¢clanku IX. jsme scznali, kterak vznikd bod dvojndsobny
nice ¢ a y takového bodu diny dvéma hodnotami ¢, a ¢, pro-
ménného parametru. Zcela obdobné soudime, Ze vznikne bod
k-ndsobny w«, y, jestliZe sc vyskytne & hodnot ¢, ¢, .. #:_;
proménného parametru podavajicich tytéZ hodnoty pro soutad-
nice @, y. Kombinujeme-li tyto hodnoty po dvou, tedy se do-
déldme Lk (k —1) parit hodnot ¢ poddvajicich tytéz hodnoty
x, y; obdriime tudiz taky L%k (k—1) TeSeni w, v rovnic (4)
a (5) v ¢l. X., poddvajicich vSak vesmés tyz bod «, y. Z toho
jde, Ze bod k-ndsobny absorbuje 1k (k— 1) feSeni uvedenych
rovnic t. j. Ze nahrazuje tolik bodi dvojndsobnyjch.

Toto nahrazovani ) k (k —1) bodl dvojndsobnych jednim
bodem k-nisobnym mé i platnost v piiciné véty v ¢l XIL
uvedené t. j. ddna-li je &dra n-tého stupné s jednim bodem k-
ndsobngm a s 0 body dvojndsobnymi a plati-Ii rovnost

1 k—1)40=1®m—1)(n—2),
pak jest tdra raciondlnou.
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Zvolme dany bod k-ndsobny za bod (k— 1) ndsobny cary
C=1 stupné n —1. Tuto ¢dru pak vedme danymi & body dvoj-
ndsobnymi a dalfmi 2»— 3 body dané éiry. Cédra C"—! m4
takto vyhovéti
T —
(b— 21)—]2 40420 —3%)

La—1(—2+2n—3
2

o o
Cot o St

podminkam. Veskeré cary C—* budou tudiZ tvoriti svazek. Dané

body car C*—' repraesentuji praseciky s danou Carou v poctu
E(k—1)+20+42n—3

t. j. (n—1)n—2)+2n—3

t. j. n(n—1)—1.

Protne tedy kaZdd cdra C*—! danou c¢dru jen v jediném
hyblivém bodu a tudiz lze soutadnice jeho vyjadriti co raciondlné
funkce jedné proménné.

Jest na bile dni, Ze miZeme tento vysledek rozsititi takto:
Ddna-li je &dra stupné n-tého, kterd md e, bodd dvojndsobnyjch.
o, bodd trojndsobnych atd., koneiné oy bodd k-ndsobwijch a
plati-lv relace

&+ 3 6a, 4.+ ihlk—1)w=]}@r—1)(@—2),
tu jest to dra racionding.

Svazek car stupué (n — 1)-ho, pomoei jehoz pak vyjadiime
soufadnice dané Cary co raciondlné funkce jedné proménné, ten
sestrojime takto. Dvojnasobné body v potu e, zvolme za body
jednoduché car C*, trojndsobné body v poétu e, za body
dvojndsobné téchto car atd., koneéné body %-ndsobné dané ¢dry
za body (k— 1) ndsobné car C"—'; tyto Ciry pak vedme jestd
dal§fmi 2n — 3 pevnymi body dané ¢iry. Cary C»—1 pak jsou
podrobeny linedrnym podminkdm v poctu

o 430,60, 4.+ 3k(k—1)a,2n—3
t. j. 1—1)(n—2)42n—3
cili 1 (n—1)(n—143)—1,

*) Dén-li bod r-nésobny, tedy tim dno .’_(_’_24:_1)_ linedrnych relac mezi
koefficienty rovnice hledané Cary Cn—1.
15%
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tvorfi tudiz cdry C»—1 skute(né svazek. Pevné zvolené body re-

praesentuji priseciky dané ¢dry s kazdou carou svazku v poctu
2o, +60, 4120, +..+k(k—1) ar 420 —3

t. j. (n—1)(n—2) 4210 -—3

t. J. n(n—1)—1,

a tim patrné je dokazdno, co jsme tvrdili.

XVL O podtu podminek, kterym wvyhovuji prisediky dané
algebraické &dry s jingmi éarami algebraickyma. v

K vali vétsi jasnosti zaénéme s piipadem zvlastnim, Dédna
bud libovolnd ¢dra tietiho stupné C3. Protnéme ji ¢arou ctvrtého
stupné C*; priseciki se vyskytne 3.4 = 12. Ackoli ¢dra étvrtého
stupné jest stanovena teprve } 4 (4 4 3) = 14 body, prece nelze
vytknouti na C® libovolnych dvandct bodé co préseciky éry €3
s néjakou bikvadratickou carou €% Kdybychom vytkli na éate
C? libovolné 12 bodl a mimo C® jesté dalsi dva body, tedy by
témito 14 body arci prochdzela uréiti ¢dra (% aviak ona by
se rozlozila na ¢iru C® a na spojivou pifmku onéch dalsich
dvou bodd. Vytkneme-li si v8ak na €3 jen 11 bodd a mimo C3
tti body 4, B, C, tu prochdzi témito 14 body cira C%, kterd
se nemize rozloziti na C*® a na ptimku, ponévadZ body 4, B
a C nemusi byti na pitimce. Z toho jde, Ze lze libovolné zvoliti
na C% jen 11 prasedikd této cary s Carou bikvadratickou. Té-
mito 11 body jest vSak dvandcty priésecik uplné stanoven t. j.
bikvadratické cary vedené jedendcti body ¢ary C* prochdzeji ve-
smés jistym dvandctym bodem této krivky. Vedme jedendcti
body M,, .. M,, tiry C®* dvé bikvadratické ciry C* a Cj a
budte 4, B dva praseciky téchto car poloZené mimo C®. Vsecky
bikvadratick¢ cary vedené trindcti body M, .. M,,, A, B tvoii
svazek, maji tudiZ téchZe 16 priseciki vespolek, tedy prochazi
¢dra C, viemi priseciky car C® a C*; to viak jsme chtéli
ukdzati.

Z této uvahy vychdzi, Ze existuje mezi dvandacti priseciky
dané Cdry tiettho stupné s Carou bikvadratickou jedna relace;
jedendcti z takovyjch priasecikd jest dvandcty stanoven.

Obdobné bychom mohli ukézati, Ze existuje jedna relace
mezi 3s priiscéiky dané ¢dry kubické s Carou stupné s, pti ¢em
s§=3; vezmeme-li s<C1, tedly s=1 neb s=2, tu mime
v prvoim pi¥ipadu 3 priseéiky, z nichz 2 libovolné, v druhém
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6 présecfku, z nichz 5 libovolnych, tedy vysvitd, Ze plat{ vyrok
i v téchto dvou piipadech.

Je-li ddna obecné Cira C* stupné =, tu existuji mezi ns
priseciky této ¢ary s néjakou Carou C* stupné s = n — 2 relace

v poctu —é— (n—1) (n---2). To véta Jacobi-ho (Crelldv zurnil,
t. XIII). Predpokladejme nejdiive, Ze s =n. Oznaéime-li literou
v ¢islo —é— (n—1) (n—2), chceme dokdzati, ze z ns priaseciki

obou car jest libovolnych jen ms — v, ostatni pak Ze jsou
témito jiz stanoveny. Kdybychom zvolili ns—» -+ 1 z onéch
priseéikid libovolné na C# tu bysme mohli zvoliti mimo C* jesté
186+3)—[ns—v-+1]
t. j. 16—n)(s—n-+3)
body, kterymi pak je stanovena éira C'. Tato viak by se skli-
dala z ¢iry dané C* a z ¢dry C— stupné s —n vedené prave
vytknutymi body. Nemd-li se tedy C* rozloZiti na danou édru
a na ¢aru stupné s —n, nutno zvoliti jen ns—wv bodit Ciry
C* na éife C. Vedme témito body dvé ciry C* a C; stupné s;
dokézeme, Ze protinaji C» v téchZe bodech. Céry C* a C; se
protinaji v s* bodech, z nichZ méZe byti na C* nanejvys =s
a tedy mimo C* najisto s*—mns, Z téchto zvolme
3 (s —m) (s—n—+3)
a vedme jimi ¢dru C— stupnd s—n. Céra tato s carou C»
tvofi ¢aru I'* stupné s prochazejici
1(—n)(s—n—+3)+ns—w

t. j. 1s(s+3)—1
priseciky éar C* a G, Jsou tedy éary C%, C; a I'* Carami jed-
noho svazku a tedy prochdzeji témiZe s® body, i prochdzi tedy
C, priseciky ¢ar C* a Ct a to jsme méli dokdzati.

Piedpokldddme-li, Ze s<Cm, pak se arci neni co obdvati,
Ze by ¢ara C* se rozlozila na C? a na jiné ¢iry, miZeme tedy
zvoliti na C» viecky body, jimiZ stanovime C* t. j. body v poctu
+8(s+3). Mezi ns praseciky obou éar existuje tedy

ns—1s(-43)

relaci. Tento pocet se shoduje s poétem v =1} (n — 1) (n — 2)
v ptipadech s =n —1 a s =n — 2, nebot patrné rozdil obou
cfsel
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m—s—1) (n—s—92)
2

ns—%(s-{—fi)—v::——

vymizi v obou téchto piipadech.
Je-li s<<n—2, tu ddn polet relac vyrazem
ns—ys(s+3)
a on je vidy menst &isla v. Nebot poloZime-li n=s-}¢, tu
bude ¢= 3, a nerovnost, o niz jde
s(e+0)—Lis(s+<i(cs+o—1)(s+0—2),
vyZaduje, by
0<<o6(6—3)+}2
podminka, jiZ ¢ patrné vyhovuje.

Ucinime-li n. pi. n =4, bude »=1,3.2=3 t. j. mezi
4s praseciky dané bikvadratické ¢iry s Carou stupné s==4 -—2
t. j. > 2 existuji tii relace. V piipadu s=1 mdme ns— Ls
(5+3) = 2 relace a pocet ten jest mensf ¢isla v = 3.

XVIL Odvozeni rovnic, jimZ wvyhovuji parametry présetiks
dané raciondlné tdry s kitvkami algebraickyms.

Déna bud raciondlnd ¢dra stupné n-tého rovnicemi
S @® _9@® .

ION ¥y= MON 1
litery f, @, v znali celistvé funkce stupné n-tého proménného
parametru ¢. Budte x,, y, soufadnice jednoho z dvojndsobnych
bodd, jichZ ¢dra md } (n — 1) (n — 2); necht jsou t =a, t =0
hodnoty parametru podédvajici tento bod t. j. necht

x*r =

o =J@ _ O
T (@ T vk’ @
9@ _ 9O

T Y@ T v d)
Patrné mdme rovnice
SO _ 9@ v () .
= = = 3
@ T 9@ v @
oznacime-li literou ¢ spoleCnou hodnotu napsanych tf{ zlomkd.
BudiZz nyni

Fx,y) =0
rovnice libovolné cary stupné s a stanovme priseciky jejf s danou
¢arou. Parametry téchto bodd jsou kofeny rovnice
F f (t) (P (t) — O.
(- Y(E) Y@
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PolozZime-li
w’F(—f;—, %)=H(f,¢, ),
tu jest H patrné stejnorodd funkee liter f, ¢, ¥ a s. stupné
s-tého. Rovnice
HIf @), 9 (0,9 (] =0

stanovi pak ns hodnot parametru ¢ ptislu$nych hledanym pri-
seCiklim obou car. OznaCme tyto kofeny ¢, ¢4, .. Zws i bude
patrné

H[f@), 9@, ¢ OI=CE—2t)(t—b)..(t—ts); 4
C tu znadi jistou stilou hodnotu. PoloZfme-li soutadnice x,, y,
do funkce F, méme vzhledem k rovnicim (2)

L _p[F@ 9@ _ e[S 90
Feow =T[5 vl =500 0]

a tedy také

w@v@ [0, S =w@ver[LG, 20
.

R
[WOFH[f (a), 9 (0), ¢ (@] =[#@F H[f (), 9 (©), ¥ ()]
a tedy vzhledem k vyrazim (3)
H[f©®),9®),%@®)]__
H[f (a) o @)¥ (@]
t. j. vzhledem k rovnici (4)
(b"‘tl) (b"‘tz)‘-(b"—tm) — S
(a—tx)(a”'%)--(“"tm)—c' ©)
Tof jedna relace mezi parametry ¢, ¢,, .. ty priseciki
cary dané s carou stupné s. Stilé a, b, ¢ zavisi patrné jen na
dané care, nikoli na cdfe stupné s. KaZdy dvojndsobnj bod
dané ¢ary poddvd ndm jednu relaci tvaru (5), obdrZime tudfZ
celkem } (n—1) (r — 2) relac (5), t. j. obdrifme vsecky relace
existujici mezi parametry ¢,, .. ¢, Nebot pii supposici s=n—2
jest pocet existujicich relac pravé 1 (n—1) (n—2), v kazdém
jiném pifpadu pak jest mensf tohoto ¢&isla; rovmice (5) pak
neprestavajf se shodovati a uddvajf viecky podminky, jimZ para-
metry ¢,, .. t,, museji vyhovéti, by piislu§né body nilezely caie
stupné s-tého. '
Prejde-li uvazovany bod dvojndsobny na bod tvratu, tu
mime o = b a relace (D) se vzhledem k rovnicim (3) redukuje

S
C,
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na pouhou identitu 1=1. Aviak i bod dvratu nim poddvi
jednu relaci mezi parametry ¢, kterou odvodime z rovnice (5),
poloZfme-li nejdi{ve

b=a-t}¢

a uinime-li lme=0. Predeviim podavd (3) pomoci véty
Taylorovy

_¢(a+ a ‘(a n a,__
=t = L@+ v @t v ]

a tedy
. ,d)r (a) w(n) (a) &8
e=[1+5G et +S@ wl
Déle méme
b —_— t,' . a + & — t
a—t; a—t;
a tudfZ znf rovnice (5) nyni

1+ aitl)..(1+ a-jt,,, ) :[1+"1’;8; £+..]’.

Predpokldddme-li nyni, Ze & se stivi nekonelné malym,
tu staéf, podrzime-li v obou stranich této rovnice — odstranivie
v levo a v pravo jednici — jen ¢leny obsahujici prvni mocnost
& a tim obdrzime kritivie hodnotou e

'—1+a—t

1 1 _ . ¥
a—tl + a""t2 + + a'—'tns = 1»0(“) -
Polozfme-li tedy k vili strucnosti
¥ (@)
=k
¥ ()
bude % stilou zivislou na uvaZovaném bodu tvratu a relace,
jiz ndm tento bod ﬁvratu poddva, znf «
1
a—t, + a——t +- +a—t =sk. (6)

Kazdy bod tvratu poddva rovnici tvaru (6); mdme tudiZ
vidy i (n—1) (n — 2) relacf mezi ns parametry ¢,, .. ¢, a re-
lace ty jsou bud tvaru (5) neb (6). Obé tyto rovmice patrné
poddvaji relace linedirné mezi nejjednodusSimi symetrickymi
funkcemi hodnot %, ¢,, .. ¢,; to tplné se shoduje se specidl-
nimi ptiklady uveiejnénymi v tomto casopisu, k nimZz jsme
v ¢l L jiz poukdzali, :
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XVIIL. O w#ivdni odvozenjch rovnic pri veSeni dloh tjka-
Jicich se raciondlnych éar.

Rovnic (b) a (6) 1ze vyhodné uziti, kdykoli se jednd o vy-
Setfeni prasecikit dané raciondlné ¢iry s carami algebraickymi.
Po vytce sem ndlezi tak zvané ulohy dotycéné t. j. ulohy jedna-
jicf o Gardch algebraickych, které se dané cary dotykaji uréitym
sptisobem. Uvedeme zde piiklad, o némz Clebsch pojednal
v Crelle-ové Zurndlu t. LXIV, na str. 61 v pojedndnf jiZ cito-
vaném. BudiZz C* dand raciondlni Cara n-tého stupné a polozme

v=1] (m—1)(n—2).

Vytknéme si na éire C* ns — v bodl; md se véste témito
body &dra C* stupné s = n—2 tak, aby se dotykala dané dry
v v bodech a s. v kaidém ve stupne r—1.%) Patrné lze pokld-
dati tilohu za feSenu, ustanovime-li onéch v bodd, v nichz se
dotykd hledand cdra krivky dané.

Budte a® a b® hodnoty parametru poddvajfci dvojnasobny
bod DO ¢ary dané, a® a 0® necht stanovi dvojndsobny bod
D® atd.; parametr a® necht piislusf bodu uvratu UM dané
éary, e® bodu Gvratu U® atd. Znagi-li pak CO, C® ., a KO,
K®, .. stilé hodnoty zdvislé zndmym spisobem na onéch para-
metrech, tu vyhovuji priseCiky ¢, ¢, .. s dané ¢ary C»
s kazdou Carou stupné s rovnicim

@D —8) D —28,) .. (0D — ) .
@ —4) CERRCECR oM
1 ()
PO + a(')-t + +'7;<T>T-7,;—=SKO' @

Vsech téchto rovnic jest arci », a jsou to rovnice pod-
statné rtzné v pi‘ipadu, kdy s=n—2.

Budte ?,, 0,, .. lns—vr parametry danych bodd a 4, 2,

. Ay parametry hledanych bodd, v nichZ se mé dotykati cdra
C* dané raciondlné kfivky v stupni » — 1. Citdme-li kazdy para-
metr 4,, .. A r-krdte, tu poddvaji hodnoty 4 a hodnoty ! para-
metry ns prisecik@i vyhovujici poslednim dvéma rovnieim t. j.
rovnicim

*) Dvé cary se dotykaji v jistém spoleéném bodu v stupni » —1, gho-
duji-li se derivace pofadnic téchto ¢ar .vzaté dle Gsedky az do (r —~ 1)ni,
onen bod repraesentuje pak » priseciki obou car. V. Studnuka O podtu
differencialnim, 2. vyd. §. 46.
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[(b(") —Ay) .. (0D —4y) ]r e —10).. (09~ lns—vr)

Z — (Xi)s
@ =24,) .. (@ =&)d (@ =7).(@® =Tls—pr) s, (3)

1 1
"[EET_ i +"+a<ﬂ-—av]+
et = K

o — lpg—or

)

Z téchto v rovnic lze vypocisti nezndmé 4,, .. A». Utini-
me-li k vili strucnosti
(0O — 1) .. (0D — 4y)
@4 (@ = k) —P¥ ®)
1 1
am—_‘};-i---—l-m:qé, (6)
tedy obdrifme z (3) snadno p; a z (4) ¢

Rovnice (B) a (6) ndm ale podavaji linearné relace mezi
nejjednodussimi symetrickymi funkcemi hodnot 4,, .. 4» a po-
névadZ takovych relac (5) a (6) mame », tedy z nich vypocteme
tyto symetrické funkece a utvofime pak rovnici stupné », jejiZ
koteny jsou 4,, .. A».

Heodnotu p:; obdrzime z (3), odmocnime-li tuto rovnici
v stupni », jest tedy p; schopno » réznjch hodnot.

Mé-li dand raciondlnd ¢ara x bodd tvratu, tedy v — x bodd
dvojnych, tu mame pravé tolik rovnic (3) a téZ tolik hodnot
p totiz hodnoty p;, ... pv—x. KaZdd jsouc schopna » riznjch
hodnot, midme patrné rv—= soustav py, . . pv—=x a tedy i tolik
feseni daného tdkolu ¢. j.

yDangmi ns— vr body raciondlné &dry C* prochdzi rv—x
dar stupné s, dotgkajicich se dané &dry v v bodech v stupni
r—Inim.“

Dotyéné body car C* se vyznamendvaji zajfmavou vlast-
nostf, kterou lze takto odvoditi. Jest zndmo, Ze vyraz

2rx V1

€ r

podévé viecky hodnoty V1, uéinfme-li posloupné k=0, 1,
r—1. Méime tedy z (3) a (4) obecné

” [0) 1.2
(b(f) — ll) .. (b(’) — lpe— vr) _ __2___}"____”_\/_10(@'” ) (7)

Py @ =1) . (@ = Tae—wr) "
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S .

qi+%‘ [W—l_:'l—;—'- -t 2@ ] = TK@)' ®)
Vytknéme si » — 1 feSeni a budte A hodnoty celistvych cisel 2
pri prvanim iesenf, pti druhém 2{> atd., p¥i (r—1)nim koneéné A
Budte nyni A® celistvd Cisla vyhovujicf podminkdm, by soucty

Ol S N

byly délitelny &islem ». Cisla A9 stanovi také jednu &dru Cv,
t. j. »-té FeSeni.

Napisme rovnici (7) pro vSecka » feSeni a nisobme; a rov-
nici (8) a sectéme, tu patrné se objevi rovnice (1) a (2) a s.
budou po levé strané se vyskytovati parametry Z,, .. lus—»r a
parametry dotyénych bodd » car C* pravé vytknutjch.

Nalezd se tedy téchto ns —wvr 4 vr—=mns bodd na ¢ife
stupné s t. j.

1

-_ lns-—‘w

» Vedeme-li dangmi body a body dotyéngmi (r— 1)-¢ Edry
C (Které #esi ikol) édru It stupné s, tu protne danouw Edru
v dalsich v bodech dotytnyjch jedné z &ar C*.%

Zde lze i stotozniti ¢ary €5, jichZ uZito » — 1, tedy n. pf.
prvai a druhou t. j. lze predpoklidati, Ze A — A{; jen Ze arci
cdra I'* se pak musi vzhledem k té okolnosti dotykati cary
dané v bodech doty¢nych onéch dvou éar, které jsme stotoznili.

Obdobné v piipadu, kdy stotoZnime vice car C¥, tieba i
viecky, jichz ve vété uZito.

XIX, O pouits theorie ractondlnijch Ear v podtu integrdlném.

Uvah dosavadnich 1ze vjhodné upotfebiti v poétu integral-
ném pii vycisleni jistych integralii o differencidlech algebrai-
ckych; vytknuti této souvislosti mezi theorii algebraickych c¢ar
a mezi poétem integralnim jest dojista jednou z pirednich zésluh
Clebschovijch.

Obecny differencial algebraicky jest tvaru

E (z, y) dz,
znacéi-li R raciondlnou funkei argumentd «, y a viZe-li proménné
« a y algebraickd rovnice
S (@) =0;
S jest funkce celistva.
Kdykoli rovnice

Sy =0
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repraesentuje Edru raciondlnou, lze integrdl
J E(x,y) d
v zakondeném tvaru wvycislity a s. pomoci funkei algebraickych
a logarithmickych.
Nebot skutefné v tom pripadu miZeme vyjadiiti  a y
co raciondlné funkce téZe proménné ¢ na pi.
IO —r®

ZBon YT
a pak
¢fmZ integral
_ @ pyBa—afp
J‘Rdac__fR(—ﬂ )

redukovin na integrdl differencidlu raciondlného; tento pak sta-
novime znimou cestou pomoci funkei raciondlnych a logarith-
mickych proménné ¢, Promeénné ¢ ale jest algebraickou funkei
proménné x a tim dokdzdn ucinény vyrok.
Dén-li n. pt. integral
J Rz, VaF oz Fca?] dx,
ucinme

Va4 bz cat=y

f(e,y) =a-+ bx -+ cx®?—y?=0.
Rovnice ta repraesentuje kuZelosecku, tedy c¢aru racio-
nélnou, tedy lze dany integral znimym splsobem vyéisliti.
Blizsich vykladd najde Ctendi v pracich Clebschovych; také
v Hermite, Cours d’Analyse de I'Ecole polytechnique, L. pag. 240.

a tedy
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