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Gasopls pro péstovani matematiky a fysiky, rob. 75 (1930)

GEOMETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIELLE DES CORRES-
PONDANCES ENTRE DEUX ESPACES. lll.

EDUARD CECH, Praha.
(Regu le 15. Février 1950.)

Ce Mémoire fait-suite & deux Mémoires portant le méme titre: la premidre partie
a été publiée dans ce Journal 74 (1949), 32—48 (Comptes-Rendus du congiés a
Prague 1949), la deuxidme dans ce Journal 75 (1950), 123—136.

25. Au § 14 nous avons formulé le probléme de la détermination de
toutes les correspondances entre deux espaces & n dimensions S, et S,’
telles que, pour un choix convenable d’homographie tangente K, il existe
une droite totalement K-linéarisante (pour chaque couple 4, B de points.
correspondants).- Au§ 15 nous avons vu que pour » = 2 chaque corres-
pondance appartient & ce type. Pour n = 4, toutes les solutions du pro-
bléme ont été indiquées aux §§ 19 et 24. Les solutions données aux para-
graphes cités valent aussi pour » = 3. Mais nous avons déja indiqué au
§22 que pour n» = 3 il existe d’autres solutions et .c’est précisément
lobjet de ce Mémoire de trouver toutes ces solutions nouvelles pour
n=3.

11 résulte du § 22 qu'’il s’agit d’mtégrer pour » = 3 le systéme de
Pfaff (17,1) + (17,2) + (17,3) + (17,4) 4+ (22,1) + (22, 3) que mous écri-
vons de nouveau: -

Tor = Toa = Tos = 0, - - (25,1)
- T~ Too = Tag — Too = T1z = T =T =Tu=0 (252
.. Ty =0, wgy =0. ‘ (25,3)

11 s’agit d’ailleurs seulement de ces solutions du systéme de Pfaff pour
lesquelles:

. : wsx 4? 0, - . (25,4) -
on n'a pas simultanément, '
Tio = Ty = 0. (25,6)
La différentiation exbéueure des équations (25,1) et (25,2) conduit aux
équations (17,6), (17,7), (17 8) et (17,9) avec n = 3; en tenant compte de
(25,3), on peut les écru-e plus sunplement '




- Lo

[wlfm] + [warss] -+ [wsfaa 'Too]' = 0, . . ) (25:6)

[wl"lo] + 2[‘02720] =0, ' ) (25,7).
?[wlflo] + [@5730] = [T1503 1. - (25.8)
[@5730] =0, , oo o (259)
[w;T30] = [Te3w51], ) (25,10
 [ras— Toowas] =.0. - (25,11)

aprés (25,7) et (25,9) on peut poser _ ' :
T1o = 2bwg, Toy = bw; + aw,. R (25,12)

En substltuant ces valeurs dans (25,8) et (25,10) on obtient

3b[w,w5] = [T13051], a[wyw,]} = = [Toswas )i . '(25.-13)

’ d’m‘x Yon a
' blw,waws,] = alw,wwg] = 0.
Ox‘ d’aprés (25,6) et (25,12) on ne peut avoit simultanément a == b - 1)
On a donc [wlw,wsl] = 0 de sorte qu’on peut poser

wal - awl ﬂwz ) (25v]44\ .
"1l résulte de (25,4), (25,13) et (25 14) que o
‘ [T130,04] = [Tasw1,] = 0. {25,15)

Aya.nt. égard & (25, 15), on déduit de (25,6) que [w,, 133— Tgo) = 0. Or
~o il resulte de (25,4), (25,11) et (25,14) que [wl, g, Tg3 — Too) = 0 de ma-
g mére qu on a nécessairement ' '

25,16)

leferentlatlon exténeure de (25,16) donne, si l’on tient compte de (25, 2)
et (25,3), - ‘

Tgg— Tgo = 0: N

- ’ [wl"lo] + [szzo] + [T105] =.0; :
en compa.rant a (25 8) on a [mltm] =0et de (25 9) on déduit que ,:
Tp=0. S~ o (25 17)

26 En, resume, on' doit examiner le’ systéme de Pfaﬁ (25 1) +
+ (25 2) + (25,3) + (25;16) + (25,17). .En y joignant l’éqnatlon (6,3),
ce qm est tou]ours permls, onale systéme de Pfaff " .
ol _Tox-—foa=fos—-0 ‘
‘ C Teo =Ty = Tgp = Ty =0,

..rn = 721 = Tsx =T =0, ' (2.6»!) .
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Les conditions d’intégrabilité du systéme (26,1) sont - ) :
[01T35] + [w4T35] = O, L " (26,4)

[wyT3%] =0, ‘ (26,5)
. (w3T15] = 0, o (26,6)
[wTe0) + [05iTes] = 0.~ (26,7)
) [@15T90] — [waoTis] = 0. ©(26,8)
[wawao] + [wy205] = 0. S (26,9)

Quant aux para,métres secondaires (v.§ 6 et§ 8) on voit sans peine que '
tous les ¢ sont nuls (ceci correspond au fait que ’homographie K est
fixe pour des valeurs fixes de parameétres principaux) ainsi que

€30 =€y =€ =0. (26,10)

(la pasition de A3 est ﬁxe pour des valeurs fixes de paramétres prinei-
paux), tandis que

€11~ €gos. €22 — €gos €33 ~-€oo> €10+ P20+ 125 €215 C13: €23 ] 26,11
’ L. . )
réstent arbitraires . J B

jusqu’a présent. \ ‘
Remarquons encore qu on a[w,walwaoj 0 d’apres(26,9); si[wyws,] * ()
on en déduit, ayant égard a (25,14), que

[00gw50] = 0; - o@612)
or si lon 4 identiquement [wywy] = 0, on en dédmt par différentiation
extérieure de nouveau la relation (26,12) qui est par suite vraie dans tous
les cas. Oron a 3 S
—wooA +‘”1 1+w2A§'j'wsAa» ; N

. ddy =wgg 4 + 0y 4 1+ wsaAa’ . - U
il resulte d(mc de (25,14) et (26,12) que ) L

44 = Gy + oydy |.
dAs—waaA o j

La droite [4A44)] reste donc fixe en posmon Pour w; = wg = 0 de sotre
qu’elle ne peut dépendre que de deux parameétres. (a.u ‘plus; mais [AA,,]
ne peut dépendre de moins de deux paramétres comme elle contient le
point A dépendant’ essentlellement de trois pa.ra.métres) La droite [AA,,]
décrit donc une congruence et, puisque [44,4,d4;] =0, le point Aq est .
_un foyer. de cette congruence, [AA,44] étant le phm focal correepondam
Pmsque Tgo =Ty =0, 0n a . .

pour w; = w, = 0.'

e dBa wgoB + ws By + (wsa + 133)33 s
" La drozte [BB,,] déerit done aussi. une congruence & foyer By et plan’ !ocal
4 ‘correspomlant [BB,B,] A la correspondance étudlée est subordonnée une

- - . . . . /-.'
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&mpondahcé entte nos deux congruences, ainsi qu‘uhe éon‘ésponddnoé o
: ».entre Ay et B et entre [44,4;] et [BB,B;). B
.~ Lorsque [w3,w3] * 0, lo point A, décrit une surface (4,); lorsque
* [wye5] = 0, le point A, décrit une courbe [le point 4; n’est pas fixe, -
"~ wi I'inégalité (26,2)]; parexllement (B;) est une surface lorsque [cgow31] =
,4: 0 et une courbe lorsque (w;yw3] = 0.
Des équation fondamentales on, déduit encore que
. d[AA4,45] = (w9 + 0y + 05) [AA;A] —
— Wy [4,4,4;5] + 0,3 [44,4,]. . ' -
‘Le p!an [AA,A,] depend dono de deux paramétres sx [wawys] + O et d'un
-~ seul para.métre 8i [wawqg] = O.\ On ale méme résultat pour le plan [BB By,
. comme T,y = 0.
" . Cela posé, nous allons distinguer quatre cas:
' L. -[wgo5] #+ O + [wy015] (traité au § 27), .
IL [wggg] # 0= [wymys]  (traité au § 28),
L. [w3w5].= 0 F [wywys] ~(traité au § 29),
s Iv. [wsowm] = 0 = [wywy,]-- v
o Dans tous ces cas il résulte de (7,3), (25 2) et (25,16)- que K est l’homogrm
. phie locale, i L
.5, - 21 Cas 1. Comme [ws,,wu] 4= 0, le point 4, décrit une surface (4,)
‘qui est non développable, car son plan tangent [4.4,4;] dépend de deux
para.métres parce que [wyw;,] & 0. Pareillement le point B; décrit une
~_surface non développable (By). A la correspondance étudlée est, subor-
“donnée une correspondance entre les deux surfaces non développables
(A,) et {B;). Nous allons prouver -que cette correspondance est une
iéforma,tzon projective au sens de mon ami regretté G. FUBINI . -
g ." P En effet, les équatlcms fondamentales (6,3) — (b, 6) prennent en vertu
de (26 1) la forme suivante: . .

. A4 = wgd + 0 4+ oy s'F‘waAs-..‘
o dAi = wloA + w4y + wy3ds + 014, -
d4, = wzoA + wnd, + Wgady + wpds,. | .
I _TdAs = waoA + wsxAx +“033As: ST o @1.1)
;-~"-:'a‘B'—wooB+wlB1+wa s‘*‘waBa:/ S
L dBy =TwyoB + wy Byt wipBy + (wis + T13) By, | -
7 ABy = = 308 + Wy By + WyB; + (@4 + Taz)Ban -
5 : st = waoB + ‘wy By +wsaBa IR




“surfaces (B,) e, (K4,) a;i pé.;int initial By de sorte que nous avons bien
une déformation projective. De plus, on dédmt de (27,1) que LT
dK A = 0 dK Al = tldBa' dK As = Tsza, d.K Aa = .Ba (27 3)

Or il résulte de (25,15) et (27,3) que pour w, = wy = 0, c’est-a-dire pour
chaque position fixe de 44, I’homographie K reste fixe. En particulier,
‘nous avons pour chaque position de A4 une transformation homographi-
que k bien déterminée (subordonnée & K) portant la droite [4.4,] dans .
la droite [BB,). La correspondance entre S, et S;’ est la réunion de ces
00? transformations homographiques k entre les droites [4A4;] et [BB,).

On sait de la théorie de déformation projective de surfaces que,
pour chaque position de 43, il existe 00! homographies K* telles qu’on ait
un contact analytique du second ordre entre les deux surfaces B; et
K*(A,) au point initial B,. On a

K*A = B, K*4, = B,, K*4, = B, + AB, K*4, = B,, 274)

notre homographie particuliére K correspondant & 4 = 0.

»

Toutés les homographies K* donnent naissance 3 la méme transforma-
tion homographique & de [AAa] en [BB;]. Pour caractériser K parmn les
. K*, considérons les équa.tlons = -

, K*4 = B, K*A, Bs, K* dA dB — i.w,Ba, K* dA,~dB
d’ou il résulte que ) :
K*(xA + y4;) = zB + yBa, K*d(z4 + yA,,) = d(xB + yB,) — }.:c:w,B3

On voit done que, parmi les K* lhomogra,phm K est caractérisée par la
propriété que c’est une homogmphw tangente d la cm'respondance enm
8y et 8y’ tout le long de la droite [AA4,].

* Inversement, pa.rtons d’une déforma.tlon prolectlve donnée entre
deux surfaces non développables que nous supposons maintenant décrites -
par le point-4 et B, respectivement. D’aprés’ le Mémoire classique de -
M. E.CArTAN Surla dé/ormatwn projective des surfaces (Annales de IEcole. .
‘Normale (3), XXXVII, 1920) on peut part.xculanser les repéres de ma.m
&re & avoir (loc: clt éq (12), P 274 et (17),p. 282) ‘

Tol =Tgq = To3 = W3 = Tpo = "n‘—- Toa = Tas = ‘fn = 74 e RER

. L L Tm—'fsa =0 P _',:” (27‘5)'
: . ».‘ B ' - , W18 = wl’ &)23 = a"lv ' SR -"-—f o 4(27’6~,
los courbes asymptohques sur (4) et sur (B) sont dorinées par. les équi
tions @, = 0 et wy =.0. La plus générale homographie: jouissant. dela

- propriété que (B)et K (A)ont um contact a.nalytxque du secund d’ordre ah
' 'pomt imtxa.l B est donnée par



Menons par chaque point A de la surface,(A4) une tangente determi-
née o . '

t=[4, x4, + agdy]. (27,8)

Toutes les homographies K* contiennent la méme transformation homo-
graphlque k de t dans la tangente

[B 0(131 + Xz 2] (27,9)

A la surface (B) au point B. En variant 4, les co? homographies k£ engen-
drent une correspondance entre S; et S;’. Nous allons chercher la condi-
tion (pour x,, x, et 1) pour que K* soit une homographie tangente a
cette correspondance tout le long de la droite £. Comme on a

K*4 = B, K*(;4, + 0,4,) = 5B, + x,B,, K*dA4 = dB,
‘ K*d(x, 4, + 0rpd,) =
= d(or; By + x3Bp) — (o1 . 719 — M)z_ + g -;2—;7:70‘)1)3
_ fa condition cherchée est
' X1T1 + KaTag = A(0;0g + xpwy). (27,10)
Or on déduit de (27,5) ét (27 6) par différentiation extérieure

Tyo = G0y + a1w2’ Tap = 01005 + A3y,

Ty = — 001 + G0, Tyy = G — G40y, )
(27,11)
Woo — W13 — Wap + W3 = 2(C,0; + f’a@z), '
W1y = Coly — €Wy, W = — Coq - C50.
ond'lt,wn (27,10) devient donc .
- Xyl + 0glty = Aixg, X1y + gty == Aary. (27,12)

* D’ailleurs on voit sans peine que si @, = a, = 0, la correspondance entre

- -les deux surfaces (4) et (B) est homographique. En excluant ce cas nous
trouvons qu’il y a deux valeurs possibles de «, : &5 qui peuvent du reste
coincider. Par élimination'de A on obtient de (27,12) ’équation

@o5y: — Ayxg® = 0 ' (27,13)

L determma.nt les deux valeurs posmbles de la tanigente . Autrement dit,
;" les deux tangentes ¢ sont [4 d4], ou

T, ® ——a,w = 0 ou bien ;79— w73 = 0. (27,14)

(27,14) n'est' rien d’autre que ce que M. E. Cartan appelle ,le réseau
«"- conjugué de déformation projective®. ~Incidemment, nous sommes,
<: arrivés & une définition nouvelle de ce réseau.

H importe de vérifier qu'une correspondanee. entre S; et Sy’ qun
vobtient de ‘faqon indiquée en partant d’une déformation projeetive.
q,uplconque d’une surface non développable posséde toujours une'droite
totalement K -linéarisante. Oz veci est mis en évidence par les équations
nivmnbes, faeﬂes a vénﬁer, :




CK(zd + 03y + aydy) = 2B + oyBy + 03By,
Kd(xA.:-l— Ay + x,4,) = d{xB + «:B; + a,B,), |
Kd2(xA + NIAI + fx’ ) = dz(zB = “lBl + ang) -
— (a0 +azw %) (1B 4 ox4By) — (- )B
'28, Cas 11. Nous allons prouver que ce cas ne conduit & aucune solu-
tion nouvelle. Si ’'on change le repére 4, Al, A,, A, en rempla,carit 4,
par 4, 4+ A4 ce qui est évidemment permis: (pourvu qu’on remplace

en méme temps B, par B, + AB), w,, vient d’8tre remplacé par wy, - .
+ Ay, et comme nous avons [w,w;,] = 0, nous pouvons supposer que

wlz = 0 ' (28 l)

ga.htes

; [w;owal] *+ 0, Tao + 0. o e (28:2) .
D’aprés (zs 1), (Zb 8) donne ' : ' T
[wsoT:5] = 0. . . (28,3)
(fomme [waowal] + 0, ont déduit do (26, 6) ot (28,3) que '
‘ A Tyg = 0. - © o (28/4)
insuite (26, 4)~donne . ) -
' [wgTos) = 0. ’ , (28,5).

Mamtenant on a: - .
Kd4 = B, KA, = B,, KA, = Bz, KA3 = Bs, .
dK .4 =0, dK Al_-O dK Az_rgoA-{—rmAa, dK Aa.—O

Les relations (26, 5) et (28,5) montrent que '’homographie K ne dépend
que d’un seul parametre ¢ tel que [wy dt] = 0. Pour w, = 0 le point 4 .
déerit 16 plan [44,4,] et 'on adK. X = 0 pour chaque point X de ce
plan Nous re‘oombons donc é. un cas pa,rtxcuher de la solutxon dlscutée

au § 24.

' Remarque On pourrait etre surpris comment est-ce qu’ une solutxon
qui était' soumise & la condition (22,4) puisse apparaitre dans des cas ot -
cétte condition n’est pas vérificée. L’exphcatmn en est fournie par’ la; .
remarque faite & la fin du § 20. Dans les cas que nous examinons 3 pré- .’
sent, la droite [A4,] déerit une congruence -ayant, en général, déux -

‘:hfferentes nappes focales. 'Nous-avons. particularisé le repére de maniére
" que 4, soit, un des deux foyers ¢ de notre congruence ¢t il se peut. blen que' i
condition (22 4) est. réa.hsé pour un foyer, ’étant pas rea.ll.sée pour le: .
second ' N . :

v 29 Cas III Nous a,llons voxr que oo’ cas et 1mpossxb1e Comme -
[wsowu] =0,ls. point 4, déerit; une courbe’ (4,). On peut. pax:tmnlanser‘;. .
le repére de fm;on que A, 501t sltué sur: la. tangente 3 la eourbe (A,), =
‘_qm donne o :

..
N



aprés (29 l) on dédmt de (26 8) que: : -
' [w15720] = O. Co (29 2)

Comme [w,w,,] % 0, les deux relations (26,5) et (29, 2) montrent que'

T = 0, ce qui est en contradiction avec (26,3).
* 30, Cas IV. Comme [w;m,,] = 0, le point 4, décrit une courbe (4,).

".», 2 - ' B - a - N

- En‘particularisant le repére de maniére que 4, smt situé sur ]a tangente a-

la courbe (4;), on a _
. Wy =0. . . *(30,1)

8 Aux relatlons (26 10) on-doit alors ajouter

(le pomt A1 est restreint & la droite fixe [4,4 3] pour des valeum fixes de
paramétres prmclpa.ux) tandis que - Lo
-~ €y; — €ggy €93 — eoo’ €33 — eoo: eam enr €13 €g3 _
' - (30,3)
restent arbltrau'es ]usqu’é. présent. :
o Nous allons prouver que l’on a nécessazrement w,, 0. Supposons
.~ pa.r 1mp0881ble que :

o %0 T (304
Pmsquecoa,——o,ona _ : N
o dad A5 = (o0 + Wy @35) [AA.A,] -
' T — [AxAxAs] + wy [AAsAs]

! ‘Comme (@] = 0; o plan [4d,d,] no dépend que d'un seul para-.

<. métre et il touche son enveloppe suivant une droite passant par 4, et

L€ =¢3=0" - | (302) :

“ gituée dans [44;4,] qui ne coincide ni avec [44,] ni'avec {4,4,]. En -

partlculansant e repére, on peut supposer que ce soit’la drmte [A-—A,.
]cequxdonne_j L. .

2 Fel ':-Hw,,_.w, R (305)

‘.
o

—-—A,, A,]) étant fixe en posmon pour des valeurs fixes de paramétres
r;hcxga.ux, 11 faut a]outer a ;26 10) et(302) la relatmn nouvelle R

o

T

e(28,1)a o & les relatxons (26 4 26.9) qm 8

= (306),,

o, 7).

b arl 1tra1res‘. Nons avons le systéme de Pfafi (26 1) + (30 )+
.5) soumis’ aiix conditions (26,2) et (26, ,3), La différentiation exté: .
- 'écnvent_mamte-_ .

‘Oﬁ a» 6(A"“'A1’ = oA b ellA'l + el3A‘a’ 6A3 = easAs L& dtmte {A—' ’




[wg1715] = O, . (30,10)
[w,T30] + [w51T53] = O, (30,11).
[waw5;] = O. (30,12)

En dxfferentlant extérieurement les équatlons (30,1) et (30 5) on est
conduit & ajouter

[105,] = 0, , (30:13)
[woo — w1y — w10 + @y we] = 0. (30,14)

D’aprés (26,2) on déduit de (30,10) et (30,12) que ‘
[wgT15] = 0. (30,15)

D’aprés (30 9), (30,12) et (30,15) on peut poser -
Tap = KXWy, Wy = Pwg, (30,16)
T3 = YWs;s (30,17)

ou (xﬂ #+ 0 selon (26,2) et (25,3). En différentiant extérieurement (30,16)
on obtient

Oox = 2(eg9 — €o)x, O = (2eqp — €33 — €35)p. ‘
Puisque «f =+ 0, on déduit de (30,7) qu’on peut particulariser le repére
de maniére & avoir x. = f§ = 1 ou bien

Tog = Wy, (30,18)
W3y = Wg; (30,19)
aux relations (26, 10) (30,2) et (30,6) il faut alors ajouter
€99 — €pop = €93 — e00 =0, . (30,20)
tand1s que : :
€205 €31, €13, g3 : (30,21)

restent arbitraires.
D’aprés (30,17), (30,18) et (30 19) on déduit de (30,8) et (30, ll)

Ylww,] + [wgT35] = 0, [w,0,] + [wyTe5] = 0, '

ce qui dopne d’abord y =1 ou

Tig == Wy (30,22)
et ensuite [w,Tey — wl] = 0 de'sorte qu’on peut poser
: g3 = W) +EWy. - (30, 23)

En différentiant extérieurement (30,23) on obtient. de = 2e,; ayant
égard & (30,21) on voit que 'on peut partlculanser le repére de manibre
& avoir ¢ = 0 ou
. Tog = Wy- - S (30, 24)
Par dlfférentlatmn extérieure on déduit de (30 18), (30 19) et (30 22)
tenant compte de (30,5) et (30,24), .

w o L SR L 5



» : RN L A oome PN
: i -

2w — o) + 0, 0,]=0, . (30,25)
. + [weo + oy — Wy — W33 + W . wz] =0, -(30,26) -
R [{wog— w13 — wgg + wgy + 200; @,y] = 0. (30,27)
_ ,Or en multipliant (30,25), (30,26), (30,27) respectlvement par 1,—1, —I1,
. et en ajoutant, on obtient [wlwz] = 0, ce qui est 1mposs1ble ‘

.31, 1l résulte du § 30 que toutes les solutions restantes de notre
probléme 8 obtlennent en intégrant le sy‘;téme de Pfaff (26,1) + (31,1)
)

Wgo =0, w3y = - BLL)
. Nous en cherchons d’a,llleurs seulement les solutlons satlsfa,lsa.ntes aux
. “inégalités (26,2) et (26,3). On a
' o d4; = waxA + wyyd,, dAl = wyod + qul + w13A

- Sl w5 ¥ 0, le lieu (4;) du point 4, est une courbe gauche dont [44,4,]
... est le plan osculateur; si w;y = 0, (45) est la droite [A A,] Au paragraphe .
présent. nous résoudrons le cas
o @y *+ 0. ' (31,2)
Les équations (26, 4y — (26,9), obtenues par dlfferentlatxon extérieure de

L (26~1) 8’écrivent’ maintenant

[w1T13] + [waT3] = .0' o (BL3)
L [wgTy] = 0: . - (31,4)
K - [wayTy3] = (3L,5)
: , [wlfzo] + [walfzs] = 0. -(3L,6)
11 faut'y a;out,er le résultat de la différentiation exterxeure de (31, l),
: qm‘est .

L Sl [wslwm] =0, e ) (31,7)"
.“: - ) . [wzwlo] = 0 - - . ) (3118)
o Daprés (31 2) on déduit de (31 7) et (31.,8) _ :

) o lwmwgb=0. - - (319)

Ra.ppelons aussi les relatlons (26,10}, (30,2) et (30, 3)

D’aprés (31,4), (31 8) et (31,9) on peut poser

. : "'zo = “ﬂ’a’ Wig = ﬂwzx Wgy = Q’wm S ,
o& o(,By 4= 0 en vertu. de (26,3), (31, 2) et (26 2) Par dlfferenmatxon
xténeute onen. déduit. - - .

UL f 5“ = 2(352 — eoo)“: 6;9 = (311 + en’— 29«0)19, “ :“ :
A e, : 6?’ = (egs + €33 — € — €y .

+ A yp.nt égard a (30,3), on voit qu'il est possxble de particulanser le repére
emaniéreé.avonex, ﬂ—-y—-« a > - - :

»'r,,,zw,, comza),,, n);‘,-—w. (31 10)

e e . e, S s
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Aux Eela.tions_ (26,10) et (30,2) il faut alors ajouter - ‘
: . : €11 — €go = €33 — €yg =€g3 — € =0, . (3L11)
tandis que . : . ‘

‘ - €20, €915 €13, €33 . (31,12)
restent arbitraires.- . ) ,

_En différentiant extérieurement les- équa.tlons (31, 10) on obtient
. (w11 — Wows] = [Wgg — Woewy] = [C‘)as'—wooCUa] =0. (3L,13)
Ayant égard & (31,10) on déduit de (31,3) et (31,6) que
(01713 — @3] = 0, [wyTy —w,] =0
or on a [t,zw,] = 0 selon (31,5) et (31,10) de maniére que ,
' ’ Tw =0y - : (31,14)
- Ty =y —l— aw,. - {31,15)

On dedmt de (31, 15) par différentiation exteneure que da == 2¢,. Deé
(31,12) il résulte qu’on peut: partlculanser lereptre de maniére & avoir

a =0 ou blen ~. 123 = wy; ‘ (31 16’
aux rela.tlons (26, 10), (30, 2) et (31 11) il faut alors a;outet . -
o en =0~ (31,17)
tandis que. bt e o @L18)

restent arbitraires.

La différentiation extérieure de (31 14) ne donne rlen de nouveau, maxs
celle de (31,16). fournit

(g0 — 11 = W3gg + waa("l] - z[wn wz“’x] = 0 (31.1,9)
Fn introduisant 1a supposmon permise (v. § 6). )
woo+wu+wsz+wss—0
les relations (31,13) condmsent é. pOSer SR .

woo = &g, wu = 0‘1‘02’ Wgg = OgWy, (g = > Ngg,
3 0‘+0‘1+0‘z+'9‘s=0
La dlfférentmtmn exténeure donne-
B = — €y, B0y = €15 da, = g0, da, =‘;- e
D a.prés (30 18), on peut pa.rtxculanser le repére de sorte que . -
" gy, =r¢xw,. wu = -—aw,, S (Jl 20)
Ve =0, o =0. (3121),
Les relations (31,21) donnent par dlfférentl&txon extérleure [w,ow,] = 0
[muw,} 0 de sorte que l’on peut poser "
SRERUL I S ﬂwa, o=y . <31 22)
"'-V i
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Dxfférentm.txon exténeure de (31 20) et (31 22) condmt a poser
s T da = oy + pog, dﬂ g + gy, d}’——wa+f0)a (31,23)
. Ensuite on différentie extérieurement (31,23) ce qui conduit & poser -
dp = oy + 20“’1 + Py, — oy, . :
- 4 = ooy —wy + fo, + s} (31,24) .
dr = — g + Y, + 11wy — 0w,
On trouve aisément que [dw,] =0, d’ou

w0y = dt. (@,
Mamtenant on ca.lcule successivement -
> a4, -d4
3 d‘ =Al’ -dt—:zA—aA1+7ASn. .
dA’—(—'P—i-zx'-i-?)A +A + (r—oap)d; - R
- v » ~ (31,26)
- d*4 | '
S prarrpipas (2r—pe—2ay + Sap— T+
e —p A oM
. dB, . @B ' |
.7f33vi§—3—m&+W+U&-
.: a3 B , 2
a,&”ﬂ‘?+a+7+U&+BrHFﬂ“7+”&'
(31,27)

a/dB,

*(—p+a’+ﬂ+r+2)B+(2r—z’1—20¢ 7T+
+3ap—a‘)31+(r1—af—2 y+l p+y+1’+ S
+a ?+1)33, . ! - - i

"dAAA o ‘~ . '
—[—37—-1 —Uhddd R
At [AlAaAa]-‘-[AAaAz]+ﬁ[AA VR

-

[dt,, : ;—-<p a’-—-ﬂ)[Axdan]-i-(q—-aﬂ)[AAan]HAAzAa] 6Ly

‘ (Px-~3ap--2q+ 2"/3 + “’)[ALAaAa] -i‘ 1 I
‘ +(pwaf—v&—w[AA.AsH(q.--2ﬁp-—zxq+ R

.
'., At S

N B
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ABBE _ e e

T [BlBgBaL ' ‘ ,}‘ L < "'4 L -

BB _ 15,55 (BB + (B + 1)[831331

d3[BB,B

PEDI _ (st p1)B,BB + (g—a BT 1)[BBlBaJ+ | 31.29)

. + (BBB], , '

—[ﬁ (P —30p—2g + 20 . BF 1 + o[B8,y +‘

(= —f—y— BB+ @ —2-

B+Llp—ag+a.f+1+6+ 12')[BB By). |

' Or en introduisant deux homographies K, et K moyennant les equa
tions
KA =B+ B, K4, = B, _KIA =By—aB;,

=B (31,30)
K,A B, K, A, = B, K,A;= B, —gB —aB, ~  (31,31)
1dy = Dy .. :
on voit de (31,26) — - (31, 29) que ‘ . o
dA dB a4, dB, . °
Kan = Bs: Kl 2= s Kl dps = dtzs“%Bav -
%4, d°B, dBa du3 B d‘Bs st (31,32)
v s @ B A 4B )
| Kfddd) = BB, K, [.“‘j;“’i“] dw?*l R
' d’AAA ‘A(BBBy ... .. " 5
[ dtia1 3] [' ar 2 %[BB_lBa]s S o LT
- ~ 131,335
g SWAAds) L PUBBB] d(BBB) 6133
des " > a . oode - ,
d4[44,4,] _ (BB, 31 o 4BB,B;] | |
K.A. w T +/1,[3313,],. e

ol les valeurs de ).1 et Ag ne nous intéressent pas. -

— - Les équations (31,32) mettent en évidence que K, est l’homographie"

osculatrice ponctuelle de 1a correspondance entre. les deux courbes (4;) et .
_(By), ¢'est-d-dire qu’il y & un_ contact analytxque du quatridme, ordre '
_ entréles deux courbes K,(A4j) et (B,) au point initial B,. Pareillement, les
équatwns (31 33) montrent que K. est l’lwmogmpkw oaoukr/tme taMeW -
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. tielle de 1a méme correspondance entre (4;) et (Bj), ¢'est-a-dire que le
' contact analytique du quatridme ordre entre les courbes K,(4,) et (B,) &
“lieu si I'on considére les plans osculateurs (non les-points) comme les'
~ éléments générateurs des deux courbes. Les équations (31,31) metfent en
~ évidence que la correspondance considérée entre les deux espaces S, et
. 83’ s’obtient en attachant & chaque point d’un plan osculateur & la courbe -
l’zmage de ce point dans Uhomographie K,. _
Or, pour_que la correspondance ainsi construite entre les deux
. espaces'S; et S, posséde pour chaque couple de points correspondants,
-une droite totalement K-linéarisante (pour un choix convenable de
. ’homographie tangente K) il faut et il suffit que la correspondance
génératrice’entre les deux courbes (4,) et (B;) jouisse d'une propriété qui
- découle des équations suivantes, résultantes de (31,30) et (31,31):

_‘(Kq—_—Kg)A = §By, (K, — K4, =0, (K,— K))4, = 3B,

(Ky — Ky = 0. (31,34

La propnéte en question consiste en ce que, pour chaque pomt X qui
n’est pas situé sur la tangente [4,4,] & la courbe (4,) au poind A4, la
- droite [K X, K,X] rencontre la tangente [B 1B;] & 1a courbe (B;) au point
B, correspondant & Ay dans le point que est U'image du plan tangent a la .
courbe (B,) contenant la droite [K,X, K,X] dans le systéme nul associé au
 complexe linéaire osculateur & .la courbe (B;) au point B,. C’est ce que le
lecteur peit vérifier sans peiné, ainsi que la va‘lidii:é des’remarques
»~eu1vantes Les deux courbes gauches (4y) et (By) étant données, si chacune
d’elles appartient & un complexe linéaire: fize, la propriété énoncée est
»_‘ loujours vraie, de quelle maniére qu’on chotsisse la correspondance entre
«..-(dg) et (Bs). "Par contre, la propriété est touyours fausse si une et une seule.

-des deux courbes (4;) et (B,) appartient o un complexe linéairt fize. Enfin
% 8 aucune des dewx courbes (2,) et (B,) n’appartient & un complexe linéaire
- fize, il ya trois familles (dont une seule est réelle pour des courbes réelles)
. oQt de correspondances entre (4,) et (B;) jouissant de la propriété indiquée.
" La courbe (A4,) étant mpportée & un parametre v et la seconde courbe
" {Bg)-& un parametre v', ces correspondances 8 obtlennent en intégrant

l’equatlon . :
: 93(0) dv"’ @3 ') dv”’ -

‘ol @3 est invariant différentiel bien connu de E. J. Wirczyssk (v. son -
livrer Projective differential geometry of curves und ruled surfaces, p. 240)
re]a.tlf 3 la courbe (A4,) et,E3 est le méme invariant relatif & (By). .

- ... /32 Reste & examiner le systéme de Pfaff (26,1) + (32,1), ob

‘:1

R wan‘—wu-—wxo-"o . ‘ (-unl)_
ont, les condmons d’mtégrablhté sont . N
R [wl"'xa] + [wafm] =0, - 0 . (32,2)-

:’)» ""'-:; - [&)"?”] _ 0 . . R B ‘ . (32.3) v
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[wﬂzo] + [wyTes] = 0. ‘ (32 5)
Nous sommes intéressés dans les solutions de (26,1) + (32,1) satisfai-
sant aux inégalités (26,2) et (26,3). Rappelons encore les relations
(26,10), (30,2) et (30,3). Il résulte de (32,2) — (32,5) que I'on peut poser
Wy = &1 + xyw,. Par dlfférentlatlon extérieure on en déduit que

0oy = (esa'— €g0)%1,
‘5 = €0y 4 (egg + €3 — €oo — €11)Xz-
D apws (26 2) et (30,3) on voit que Pon peut particulariser le repére de
maniére & avoir soit «, = 1, Oy = 0, c’est-a-dire wy = wy; soit o; = 0,

ay = 1, c’est-a-dire wy;, = w,. Dans le paragraphe présent, on examinera:
P hypothese

(32’6)

W3 = Wy, . © (32, 7)

Ihypothése wy, = w, sera examinée an §33. D’aprés (32 6), -on doit
ajouter & (26,10) et (‘30 2)

tandis que : .
€11~ €o0> €23~ €o0s €20r €13, €z Testend arbitraires. ~ (32.9)

Si Pon avait T3 = 0, on aurait

‘KA =B, KA, = B,, KAy = B, KA, = B,, .
dK .4 =0, dK .4, =0, dK . A, = 7y0d + T34y, dK . A3 = 0.

D’aprés (32,2) et (32,3) on aurait [m,Ts] = [w4Tss] = O de sorte que i’ho
mographxe K ne dépéndrait que d’un seul paramétre ¢ tel que [déw,] = 0.

eg— gy = €g, = 0 - (32,8)

qurm]—o i ST (a2

Pour.w, = 0 le point 4 décrirait le plan [4 4,4,] et I'on aurait dK . X =
=0 .pour chaque point X de ce plan. On retomberait done-4 un cas -

particulier de la solution dlscutee au §24 11 en résulte que I’on dmt

suppoqer que ‘

: rmabo - ' (3210)

Les conditions d’mtegrd,blhte du- systeme de Pfaff (26, 1) + (32,1) +
+ (32,7) sont évidemment

Tyg + Tog = 0 _ (32 11)
[ws'fzo] = [wTy] = O ’ (32’12)
[wl woo - waa + wa] - [wzwn] = 0. . (32, 13)

(32, 12) permet de poser 7zo = Bws, T13 = fyf. leférenna,txon exté- .
“rieure’ donne 8f; = 2(eg3 — €go)B1,- OBz = 2(e11 — €00)B- D’aprés (26,3), -

{32,9) et (32,10) on peut, partxculanser le repére de ma.mére 9, avou
ﬁ,‘-ﬂ,—-lou f /

’ ‘Tzo\_‘\:- a’:»"n =—wy Tla = “)1'- i T (33,£4_) .

e
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: Anx rela.tlons (26 lo)r (30 2) ‘ot (32 8) on doxt a.]outer e ~ -

U =t = en—eoo =0, - . (32,15)
ta.ndns que : »

: ezo: €13 ey , T (32,16)

» resbent arbxtraxres :

Dxfférentiatlon exténeure de (32, 14) donne

Lo ™~ [y wgq "'wag]

R [0y g9 — g3 + w5] — [w1w21] = 0

o , [ wgg — 2w1; + wss] — [Wewy ] = ,

Par smte les conditions d’intégrabilité du systéme de Pfaff (26,1) +

ha (32 1) + (32,7) + (32,11) 4 (32,14) peuvent étre écrites sous la forme
Wy — W3 = AW, Weg — Wy = bwg, -

. 3217
g3 — Wop = hw; + kw, + g, wa1—kw1+hwz} ¢ )

:-Le systéme de Pfaff est donc en involution et sa solution generale depend
de quatre fonctions arbitraires d’une variable.

Or on prouve aisément que le cas & "0 ne conduit & aucune solu-
* tion nouvelle. En effet posons

A =4, A = —4, 4, = 4, Ay =d4,—A4,
B'=B, B/ =—B, B, =BuB/=B—B.

-

Alors on trouve

(woo + Ws)A ""wr‘ll + WlA: + waAq » :
Ml = — (wg+ wss)A ~+ wnAx - (kwl + hw,)A, ‘-wwAa ,
dAx -_~=w1,A + w4y + wsts ’
dAa ‘= ("ﬂ-’1+ kwg)4’ + wpdy + (w3 — wa)Aaa ’, B

dB' (woo + wz)B —'wsB; + wan + waBa y

By = —(wgg + 0g) B+ w22Bl — (kow, ~+ hwg) By — (a’za — w,)Bs ,
,aBa' = (w3 + @) B’ + oy B, + (03 + ©,)By

i (’“”1 + I“Uz)B “+ thl +- (wsa—‘wa)B

On voxt bien qtie, aux - hotations prés, nous avons 4ici pour b+ 0 un cas
. particulier de Ia salution examinée au § 27. Il s’agit du'cas partlcuher -de
yre ngruences R dont une nappe focale dégénére en une droite. :

% Dans tous les cas, différentiation exteneure de la dermére (ou de
iavantdernidre) relation (23,17) donne ok = 0, 8k = — (ego 4 e33). On-
{eut’ donc partmultmser le' répére de manitre que Ic = 0 ce: qm exxge )
: d’a;ouber & (32 15) la rela.tmn nouvelle LY _ '

et - B




La_différentiation extérieure de (32,18) donne [w; ey + wes) = O,
[w; wep + wes] = O de sorte que I'on doit avoir

wgo'—*‘ (1)33 = O. . - (32,19)
Différentiation extérieure des deux premiéres relations (32,17) donne
da = 2e,3, 0b = — 2e4. Les e, et ey étant encore libres, on peut achever
la particularisation du repére en posant @ = b = 0 ou bien _
Wyy — Wgg = Oi_wzz — W = 0. : (32»20)
On vérifie aisément que [dw;] = [dw,] = O de sorte que ‘
7 W, = du, Wy = dv. - (32,21)

Les équations fondamentales prennent la forme

d4 = wed + w4, + w4, + wad,,

dd, = (wg + w3)4,; + wmAs’
dd; = weed s + wzs(Aa““A),
dAa = wd; + (wgo + w3)43;

. 32,22

= WooB + @By + w,B; + w,Bs, (B5.22)
dB; = (wgg + w3)B; + (wys + wl_)B3 |
= WooB; + (o3 — w,)(By — B),
dB; = w By + (wgo + w3)Bs.

On a done

d4; = w4, + (W + ws)ds, dB; = wB; + (wgy + w3)Bs,
ddy = (woy + ws)4; + wids, dBy = (wep + w3)By + (w13 + ¢ (32,23)
R + w)B;s,
ce qui montre que la position des deux points'4, et B, ne dépend que du
paramétre u seul; en variant « le point 4; décrit une droite (4,), le point
B, décrit une droite (By), et on a une correspondance non homographique
entre ces deux droites, cette correspondance étant d’ailleurs arbitraire.
De plus, on a

- - d(As"‘A) = —wyd, + wdﬂ(Aé — 4),
- © dd, = wgeds + wg(dy —4); : 32.94
) d(Ba“B) = —wyB; + woo(B B)’ ) (32, ).
= weBy + (wgs — wy)(By — B),

ce qui montre que la, position des deux points A3 — A4 et By— B ne dé-
pend que du paramétre v seul; en variant v le pomt Ay — A déerit une
droite (43 — A), le point B, — B décrit une droite (B; — B), et on & une
correspondance non homographique, d’ailleurs arbitraire, entre ces deux
droites. . - -

De (32,23) et (32,24) on déduit sans peine [v. § 3, ainsi que (12,2)] -
qué 'homographie K contient l’hbmogmphle osculatrice de la corres- -
pondance entre les deux droites (d,) et (B,) ainsi que celle de la corres-

) pondanee entre les deux droites (4, — A) é (B; — B). -

168
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Les deux drmtes fxxes (Aa) = [AIABJ et (A, —A) [A,, A,, — A4)
soné les droites directrices d’une congruence linéaire non spéciale, décrite
" par la droite [A4,). Par cette congruence linéaire fixe passe un faisceau
.de complexes linéaires, & savoir

[Asd;) + A[As— A, 45) . ’ (sz 25)

Parexllement on a dans I’ espace Sy’ une congruence linéaire-non spécmle
. contenu-dans le faisceau de complexes linéaires .

_ ) - [B3B,] + A[B; — B, By]. . (32,25)

Or des équatlons (32,22) on déduit que, pour chaque valeur ﬁxe de 1.
~_les deux complexes linéaites (32,25) et (32,26) sont fixes; et chaque
homographle K porte évidemment chaque complexe (32,25) dans le
complexe (32,26) correspondant & la méme valeur de A.

‘Les correspondances du type envisagé entre les espaces S, et S’
g’obtiennent donc de la maniére suivante. Choisissons deux droites -
"gauches d,, d, dans S, ainsi que deux droites gauchesd,’, d,’ dans Pespace
A Ch01s1ssons une correspondance @, non homographique entre les

_ deux droites d,, d,’ et une correspondance ¢, non homographique entre
“_les deux droites d,, d,’. Choisissons enfin une homographie fixe L entre
. 8, et Sy’ portant d, dans d,’ et'd, dans d,’. Cela étant, la correspondance
cherchee attache & un pomt quelconque A de ’espace S; (que nous suppo-
- gons situé en dehors des deux droites d; et d,) le point B de I’espace S;
contruit. de la manitre suivante. Par'le pomt A passe une droite rencon-
" trant d, au pointCy, d2 au point C,. Soit ¢, 'homographie osculatrice
-3 la correspondance @,; correspondant & la position C; du point mobile
\ sur d,; soint g, I'homographie osculatrice & la correspondance g,, corres-
»~* pondant & la position C; du point mobile sur d,. Il existe une homogra
phxe 'K bien déterminée entre S, et S;' ‘contenant yp, ‘et y, telle qu’on ait -
" KE = LE pour chaque complexe linéaire E contenant “la- ‘congruence
lméa.u'e non spéciale & droites directrices d, et d,. Alors on a B = KA.

SRERE: X 1 Le dernier cas & examiner est celui du systéme de Pfaff (26 1) +-
+ (33 1), ot 3 i
Wgp = wla = wm‘— 0, wy =w,. -0 (33 I)

Nous avons posé o = 0,5 = 1 dans (32 6), de maméte que nous devons
2 ; -.a,]outer 5, (26 10) et (30, 2) ,

T eoo‘*‘eu"‘“ezz ea.sb=0,_“‘; s o (332)

e11"‘“~‘3m» eazTeom €20 €a1> G130 .88 . - (33’5)

2 oqs cherchons les ;solutmns satmfalsant aux inégalités (26'2) et (26 3)

7 . On_ voit sans peme que ]es condmons d’mtégrablhté du systéme
(28, 1) -L- (33 l) sont . N
i Tlﬂ = 1.0, N -L S ” . ) (3314)

AT 4
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a [wa‘\{zo] '~=u05‘ " A - (33,5) ;
[wiT20) + [WeTgs) =0, . - T (33,8)
lwoo‘*‘wn“wzz-wsawz] ---- R (337)‘ ‘
D’aprés (33,7) on peut poser wgyy + ;3 — Wgp — gz = awy. Par différen:
tlatlon extérieure on en déduit que da = (€22 — €go)a — 2e40 + 2ela

Par suite de (33, 3), on peut partlculamser le repére de maniére 3 avoir
a = 0 ou bien

_ Wgo + Wy — Wy — wWgy = 0. : " (33,8)
On a alors le systéme de Pfaff (26,1) + (33,1) + (33,4) + (33.8) dont
les conditions d’intégrabilité sont, comme on voit sans peine

\

n : . Tao = X3, S (339).
Tyy = awy + Boy, T (33,10)
Weg — Wiz = YW, (3311)

Notre systeme de Pfaff est donc en involution et sa solutlon génerale
dépend de_trois fonctions arbitraires d’une variable. D’aprés (26,3),
nous aupposons que « = 0. On a [dw,] = [wgy — wey w,] d’0l [wedw,] =
= 0; 1’équation w; = 0 est donc complétement intégrable, o’est-a-dire -
équivalente & une équation de la forme d¢ = 0. -

Les équations fondamentales prennent la forme
dA = whd + wle + wedy + wsds, B
d4, = w4, + wyd,,

. ﬁ = Wyed + wmjx + wzzAz + wzaAap it .
! =w w3 Ag; - ' o e v
3 24 + wgd, ~ | o Vissay o
- 4B ~wooB+w1 1+szz+wsBar.« Coe : SRR
dB, = v, B, + (@035 + oxwq) By, ' - :
AB, = (wg + xwy)B + wy B, + wzzBs + (wza + 2w, + 5‘02)38»
,dB ——szx'*'wsa 3

Il en résulte que

: dAs = wasAa + szp dB = w.ia 3 + szxv ; | (3313)
~ dAl = wd; + wy4,; dB (wm + (xw,,)Bs =+ wuBl J o
' d[44 14,) = "’wzz[AAlAal +. wz[AlAsAaJr . : ST
- d[4,4;4,] = wy[A4,4, ]""woo[AlAsAzl ‘ - (’33,14, .

- d[BB,B;] = —'wza[BBlBa] -+ wz[BlB B,), .
de1BsBal (wao + aw,)[BB Bj] = wool B B3 Bs)-

On vmt que les deux droites [A,Aa] =det [B B;] = d’ restent futes en ‘
pomtmn Le pomt Aa (B,) déerit la drmte d (d); en ppsant ;

: v [AAlAs]: A, [BB A .
e plan r (A) toume aubdur de la droite d (d') La position des deux
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pomts 4, B, ot celle des deux plans I' A ne dépendent que du paramétre
- ¢ seul.
Des équatlons (33,14) il résulte d’aprés (12,2) que I’homographie
" osculatrice & la correspondance entre 4, et B, est subordonnée & ’homo-
graphie K. Des équations (33,8), (33,13) et (33,14) on déduit, en se rappe-
lant le résultat du § 12, que U’élement différentiel projectif de la correspon-
dance entre le point Ag et le plan I' a la méme valeur wgy — w13 = yw, que
celui de la correspondance entre le point By et le plan A. En' particulier,
la correspondance entre le point B, et le plan 4 est homographique si,
et seulement si, la correspondance entre le point 4, et le plan I" est homo-
graphique. Pour chaque valeur fixe de ¢, la droite [4.4;] décrit un faisceau
de centre A4, dans le plan I" et la droite [BB3] décrit un faisceau de centre
By dans le plan A. En variant ¢, le premier faisceau engendre une congru-
“ence L, et le second une congruence L,. Pour y = 0,.les deux congruences
Ll et L,= sont linéaires spéciales; pour y # 0, aucune des deux congruences
n’est linéaire. En tout cas, les deux nappes focales de L, (de L,) dégé-
nérent dans la droite d (d').

A la correspondance enwsagee entre §; et S;" est subordonnée une
correspondance entre les deux congruences L, et L, qui a la propriété
qu’a chacun des faisceaux engendrant L, correspond un des faisceaux
engendrant L,. Choisissons une surface réglée R, de la congruence L;
on voit sans peine qu’on peut particulariser les repéres de maniére que,
le point A décrivant R,, on ait w; = 0. Le point B correspondant décrit
alors une surface réglée B, de la congruence L,. A la correspondance

© donmée est subordonée une cortespondancev entre les deux surfaces
. réglées B, et R, qui est telle qu’aux génératrices rectilignes de R, corres-
pondent les génératrices rectilignes de R,; or on voit sans peine qu’aussi -
‘aux asymptotiques curvilignes de R, correspondent celles de R,
(I'équation de ces asymptotiques est, d’aprés (33,12) et puisque w; = 0, .
T gy + wg + wwy, =-0 pour R; et pour R,). S
"~ . Les considérations qui précédent conduisent & la construction 8ui-
-vante des correspondance cherchées. On choisit une surface réglée B, a
directrice rectiligne d dans ’espace S; et une surface réglée R, & directrice
“. \reetiligne d’ dans 'espaces S;'. Le choix de R, et R, n’est soumis qu’a la
- restriction suivante: si une des deux surfaces réglées B, et R, appartient
-+ & une.congruence linéaire spéciale fixe, I'autre surface doit avoir aussi
" *1a méme propriété (les directrices des deux congruences sont ndturelle-
-~ ment les deux droites d et d’). Nommons cas spécial celui o R, et R,
*. . appartiennent & des congruences lindaires spéciales fixes, le cas contraire
“ étant le cas général. Introduisons une corre spondance ponctuelle ¢ entre
~les deux droites d et d’, Cette correspondance ¢ est, arbitraire dans le
-eag spécial. Par contre, dans le cas général, la correspondance ¢ doit jouir
de la propriété suivante. Exprimons les _points de d et d’ en fonctions
“d’un paramétre ¢ de maniére que g associe I’'una I’autre les deux points-
oomaptmdants a la méme va.leur de t; a.lors l’elément dlfferentlel pro-
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]ectlf défml au § 12 dola corresponda.nce entre le pomt X de la drmte d
et.le plan tangent & R, au point X (plan qui contient la droite d) doit ,
étre égal & 'élément différentiel projectif de la correspondance entre le
point X’ de la droite d’ et le plan tangent & R, au point X’ (plan qui
contient la droite d'); on suppose que les deux.éléments différentiels
projectifs se rapportent & la variable ¢. On voit sans peine que, dans le -
.cas général, les deux surfaces réglées R, et R, étant choisies, les corres- -
pondances @ jouissant de la propriété md1quee existent toujours et for- -
. mient deux familles continues snnplement infinies; les deux familles peu- -
_vent étre imaginaires conjuguées, mais alors elles deviennent réelles si,
en ne changeant pas R,, on transforme R, par dualité. '
Choisissons encore un point fixe 4, de la droite d de sorte que B.,
= @(4,) est un point fixe de la droite d’ Soit 74(7y’) la génératrice de R,
passant parle point 4, (le point B,); choisissons une correspondance homo-
graphique %, entre les-droites 7, et 1y’ telle que hy(4,) = B,. Alors il
existe pour chaque point 4, de la droite d une correspondance homo-
graphique % bien determmee entre la génératrice r de R; passant par A; -
et la génératrice v’ de R, passant par By = q)(Aa) telle que, si le point C
de ryetle point Cder appartxennent & la méme courbe asymptotique de
,, alors le point hy(Cy) de ry' et le point A(C) de ' appartxennent ala
méme courbe a,symptothue de R,.
"Cela posé on définit la correspondance cherchée entre S; et 8’ de la .
“maniére suivante. Soit 4 un point quelconque de S;. 1l exxste un point -
A, de d tel que 4 soit situé dans le plan tangent I" & R; au-point 44. Soit -
a4 le plan tangent & R, au point.B; = ¢(4;). Alors I'(A) contient la géné- -
ratrice r (') de R, (de R,) passant par Ay (par By); soit hla correspon-. - -
dance homogmphuiue entre r et »’ qui v1ent d’étre définie. Soit aussi & -
’homographie osculatrice & la correspondance ¢ entre d et d’, corres.
pondante au couple 43, B;. Il existe une homographie K bien determmée .
entre les deux plans I' et 4 telle que & et k fassent partie de K. L'image
du point A dans la correspondance cherchée est alors le pomt B=KA4. =

Pro]ektivni dlferenaélni geometrie kores-
- - _ pondenci mezi dv&ma prostory L.

N (Obsah pi'edeélého élé.nku) “

-y pi-ﬁdchéze]icim po;ednéni byly stanoveny dva typy. korespon- s

‘ denci mezi dyéma_prostory .Sy, S, majicich totaln$ = K:linearisujfcf -
- pHimky. Pouze pro# = 3 existujf J&ﬁté dal¥{ typy korespondenci Jsou ta
celkem &tyti typy. U'kazdého z t8chto typh tvoli (i v prostoru g i vprosto-
ru 84} K-linearisujfci pHmky pHmkovou kongruenci L. V tomto shrnutf

- popii pouze- tvar- téchto kongruenct L."U prvniho typu je L, hbovolmi

k(mgruenee R nebo R, tedy kongruence, jejf% katds fokéln( plocha. jepr

Jektxvné deformovatelné, nemzvmutelm@ plocha a obré,cené kaidﬂ Pr:




jektivni deformace nerozvinutelné plochy dédvé vznik dvéma (v ptipadé
R) korespondencim tohoto typu nebo jedné (v pfipadé R,). U druhého
typu je L libovolnd linedrni kongruence se dvéma riznymi-fidicimi p¥im-
“kami. U tfetiho typu se kongruence L sklddd z oo! svazki pfimek;
stfedy téch svazkdi vyplni libovolnou prostorovou kfivku a rovina
svazku je vidy pfisluSnou oskulaéni rovinou této kiivky. U étvrtého
typu je Llibovolné takova kongruence, jejiz obé fokélni plochy degeneruji
v jednu a touz pfimku; specidln® muze L byti linedrni kongruence se sply-
vajicimi ¥dicimi pfimkami.
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