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časopis pro pěstování matematiky a fysiky, roč. 75 (1930) 

GÉOMÉTRIE PROJECTIVE DIFFÉRENTIELLE DES CORRES
PONDANCES ENTRE DEUX ESPACES. III. 

EDUARD CECH, Praha. 

(Reçu le 15. Février 1950.) 

Ce Mémoire fait' suite à deux Mémoires portant le même titre: la première par t ie 
» été publiée dans ce Journal 74 (1949), 32—48 (Comptes-Rendus du congrès à 

Prague 1949), la deuxième dans ce Journal 75 (1950), 123-—136* 

25. Au § 14 nous avons formulé le problème de la détermination de 
toutes les correspondances entre deux espaces à n dimensions 8n et Sn' 
telles que, pour un choix convenable d'homogr.aphie tangente K, il existe 
une droite totalement K-linéarisante (pour chaque couple A9 B de points, 
correspondants). Au § 15 nous avons vu que pour n = 2 chaque corres
pondance appartient à ce type. Pour n I> 4, toutes les solutions du pro
blème ont été indiquées aux §§ 19 et 24. Les solutions données aux para
graphes cités valent aussi pour n = 3. Mais nous avons déjà indiqué au 
§ 22 que pour n = 3 il existe d'autres solutions et c'est précisément 
l'objet de Ce Mémoire de trouver toutes ces solutions nouvelles pour 
n = 3. 

Il résulte du § 22 qu'il s'agit d'intégrer pour n == 3 le système de 
Pfaff (17,1) + (17,2) + (17,3) + (17,4) + (22,1) + (22,3) que nous écri-
vons de nouveau: 

' Î01 = *02 r= *03 =? 0, • (25,1) 

Xlx — XQQ -= T2a t 0 0 =- T12 = T2i = T31 = r 3 2 = 0 , (25,2) 

T30 « 0, Û)82 = 0. (25,3) 

Il s'agit,d'ailleurs seulement de ces solutions du système de Pf&ff pour 
lesquelles; . 

\ «% + 0. ^ . (25,4) 
on n'a pas simultanément^ • * 

^ = ^ = 0. (25,5) 
La différentiation extérieure des équations (25,1) et (25,2) conduit aux 
équations (17,6), (17,7), fl7,8) et (17,9) avec n -=. 3; en tenant compte d& 
(25,3), ©a peut les écrire pluà simplement 



" / 1«>1T13] + t«>2T23] + [ft>3T33-1 T00l = ° * . <25>6> 
[cotr10] + i[co\r2Q] = 0, (25,7). 

2KTi 0 ] + [a>2T20] = [T13a>31l, (25,8) 
[OJ2T10]=X), • (25,9) 

[WiT20] = [T 2 3^ 3I] , (25,10) 

/ [T33— T 0 0 O> 3 1 1~0 . (25,11) 

D'après (25,7).et (25,9) on peut poser 

T10 = 2bco2, T20— bcox -f aw2. (25,12) 

En substituant ces valeurs dans (25,8) et (25,10) on obtient 

Bafoua] = [T^Wgj], a[coxco2]-= [T^O^] , (25,13} 
d'où Ton a 

b^cojcozco^] — a[co1co2cosl] — 0. 
Or d'après (25,5) et (25,12) on ne peut avoit simultanément a •-= h —*0. 
On a donc [co-co^x] = 0 de sorte qu'on peut poser 

œzl = aco1 + fiœ2. r (25,14) 

Il résulte de (25,4), (25,13) et (25,14) que K 

[rlzœ1co2] = [T2Zœ1co2]==Q. (25,16) 

Ayant égard à (25,15), on déduit de (25,6) que [o>3, T-̂  — T^] — 0. Or 
il résulte de (25,4), (25,11) et (25,14) que [cox, cô2i T& — TOQ] = 0 de ma
nière qu'on à nécessairement 

" . T33 — r00==0. • x ~ (25,16) 

Différentiation extérieure de (25,16) donne, si l'on tient compte de (25,2) 
"et (25,3), -

f [tt>lTlo] + [<<>2T20] + tT13«>3l] = . 0 ; 
,en comparant à (25,8) on a [o)iT10] = 0 et de (25,9) on déduit que 

T 1 0 = = 0 . v - (25,17) 

26. En % résumé, on doit examiner le système de Pfaff (25,1)-f 
: + (25,2) + (25,3) + (25516) + (25,17). En y joignant l'équation (6,3). 

ee qui est toujours permis, on a le système de Pfaïf 

.'• , T 0 1 = = T 0 2 ^ T 0 3 s=z'y9 

" *,, T0Ô = = T i l = = T 2 2 ? = T 3 3 ^ Oi " / • 

: : ;, Tia = T2i = Tsi = T32 = °> . (26,1) 
. : - . ' ' ' • » ' T 3 0 = = T M ^ " ' * - ; . " " >̂ 

^ v : , ; :,_ - • • • * . - ft>32-=0. ; . . , ; 

-31 s*kgit âes solutions de (26>1) pourlesqueUesona 

iVVo-V V VVV / \"'"<%+"V V"'- V ; : - " ' ; W ' 
VVVV"'":":.-^:"' *™*^: '.V-- '•.-•;:';*' (26,3) 
^^:;;-- r ' .^V vv-V:.;V-v' - \ .-;"-;-:; \ .v- ' •*• V V \ 



Les conditions d'intégrabilité du système (26,1) sont ' 

\ [Û>2T13] + [â Tgg] = 0, (26,4) 

' . [«2T20] = 0, (26,5) 

Kiri3] = 0, (26,6) 

K T 2 0 ] + [0)32^3] = Q, (26,7) 

[O>12T20] — [W30T13] = 0, (26,8) 

[<W2
W3o] + [o>n<*>zi\ = 0- . (26,9) 

<juant aux paramètres secondaires (v. § 6 et § 8) on voit sans peine que 
tous les tu sont nuls (ceci correspond au fait que l'homographie K est 
fixe pour des valeurs fixes de paramètres principaux) ainsi que 

€30 = c3i = e32 = 0. (26,10) 
(la position de 43 ' est fixe pour des valeurs fixes de paramètres princi
paux), tandis que 

#11 - б f t f t , e, 00» c 2 2 c00> ^33 ° 0 0 ' *10< r 2 0 ' r 1 2 ' 1 
restent arbitraires " j 

jusqu'à présent. N 

Remarquons encore qu'on a[a)2eo31a>30]----0 d'après(26,9); ai[o)^ozt] # 0, 
on en déduit, ayant égard à (25,1^), que . 

[coiotfozol = 0; t (26,12) 
or si l'on à identiquement [co^o^] = 0, on en déduit par différentiation 
extérieure de nouveau la relation (26,12) qui est par suite vraie dans tous 
les cas. Or on a 

d 4 = OJOQA -J- CU24X + to7A% rf- CjrJ343, 

<k*3 —^30 A + «>31^1 + MvsAù 

il résulte donc de (25;14) et (26,12) que , 

d4 = OJQQA -f cozAz .1. 

• ^ , - « ^ 1 , - - j m * - * * = */ . • 
La droite [ 4 4 3] resté donc fixe, en position pour o)t = eo3 = 0 de sotre 
qu'elle ne peut dépendre que de deux paramètres (au plus; mais [44a] / 
ne peut dépendre de moins de deux paramètres comme elle contient le 
point A dépendant essentiellement de trois paramètres). La droite [44 3 ] 
décrit donc une congruence et, puisque [44243cL43] = 0, le point Az est 
un foyer de cette congruence, [ 44 i4 3 ] étant le plan focal œrrespondant.[ 
Puisque *r30 = T31 = .0, on a *À 

^ 3 = <»Z<fi + 0>31-^i + («>33 + T33)^â* ; • 

La droite [BBZ] décrit donc aussi une congruence à foyer Bz et plan focal 
correspondant [BBtBz]. Ala correspondance, étudiée est subordonnée une : 



. correspondance entre nos deux congruenees, ainsi qu'une Correspondance 
entre Az et Bz et entre [AAxAz]^t [BBXBZ]. 
. Lorsque [coZ(p)zl] 4= 0, le point Az décrit une surface (Az); lorsque 
[ûW*>3i] = 0, le point Az décrit une courbe [le point Az n'est pas fixe/ 
vu l'inégalité (26,2)]; pareillement (Bz) est une surface lorsque [cozocozl] 4= 
;4? 0 et une courbe lorsque (coZifiûzl] = 0. 

Des équation fondamentales on déduit encore que 

. . àlAAiAd •= (co00 + con +cozz) [AAXAZ] — 
— co2[A1A2Az] +co^AA^]. 

Le plan [AAXAZ] dépend donc de deux paramètres si [O>2Û>12] 4= 0 et d'un 
ieul paramètre si[co2co12'] == <h On a le même résultat pour le plan [BBXBZ]P 

eomnie T12 = 0-
Cela posé, nous allons distinguer quatre cas: 

t [cozoù)zl] 4= 0 * [a>2ty12] (traité au§ 27), 
II. [coZ{fozl] + 0-=- [co^iJ (traité au § 28), 

III. [cozocozl] = 0 + [co2co12] (traité au § 29), 
- \ IV, [cO^C^i] = 0 = [C02W12]. 

Dans tous ces cas il résulte de (7,3), (25,2) et (25,16) que K est l'homogra-
fhie locale, ~ . 

27. Cas I. Comme [coztflozl] 4* 0, le point Az décrit une surface (.A3) 
qui est non développable, car son plan tangent [^.A^] dépend de deux 
paramètres, parce que [co^it] 4= 0. Pareillement le point Bz décrit une 
surface non développable (Bz). A la correspondance étudiée est subor

donnée une correspondance entre les deux surfaces non développables 
(Az) et :(-B3). Nous allons prouver que cette correspondance eét une 
iéfemnation jjfrojective au sens de mon ami regretté G. FUBINI. 

'; *-:• En effet, les équations fondamentales (5,3) —- (5,6) prennent en vertu 
\de (26,1) la forme suivante: . 

<L4 == co^A + co1A1 + co2 A2 + wz AZt 
: \ \ \-^'''-KàAt=

sz'toX9A +co11A1 + co12A2 + colzAZt 

* / ; , cLia;_= co2QA + cotiA1 + co22A2 + co2ZAZi ^ 
^ : : : d4 8 .=- coZ0A + G)zlAt +*ozzAz; 

\ \ - / \ \ AB ^:comB + cot Bt + co2 B2 + cozBZt > ; 
\ \ / ;4? i .V«io^-+ co11B1 + coltp2 + (co13 + i{z)Bz, 
> ; dJff, s* co29B + co^Bi + cot2Bt + (cotz + Ttz)BZi 

ifeen^jr^ . ' , {.'<". 

^Jiéft^iàl;itfii^.A évidence le contact analytique du second ordre déé deux; 
. ^ \ ^ w • fc-^/"^. .'-'v- ~. '•• •• / • > ^ •"•*•••' ~"r;". -.:vi. 
^ÎEêÔ.<-\"..\ *••-'• \ ; • • / / ; • • : v .-; \ *'•/„•.•. > \ : ^ - . • : " ^ > \ ' .". .*-l.r:;. 

^r-; ' 

\ \̂ г 

(27,1) 



surfaces (Bz) et% (KAZ) au point initial Bz de sorte que nous avons bien 
nne déformation projective. De plus, on déduit de (27,1) que " -

AK\A = 0, dK.Ax = rlzBz, d K . A 2 =-= r2ZBzi dK.Az = Bz. (27,3) 

Or il résulte de (25,15) et (27,3) que pour œx === co2 -= 0, c'est-à-dire pour 
chaque position fixe de A& l'homographie K reste fixe. En particulier, 
nous avons pour chaque position de Az une transformation homographi* 
que k bien déterminée (subordonnée à K) portant la droite [AAZ] dans 
la droite [BB&], La correspondance entre 8Z et 8Z est la réunion de ces 
oûa transformations homographiques k entre les droites [AAZ] et [BB9]. 

On sait de la théorie de déformation projective de surfaces que, 
pour chaque position de Az, il existe oo1 homographies K* telles qu'on ait 
un contact analytique du second ordre entre les deux surfaces Bz et 
K*(AZ) au point initial Bz. On a 

K*A ==- B, K*At = Bv É*A2 =*= B2 + /LB, K*AZ = Bz, (27,4) 

notre homographie particulière K correspondant à X = 0. . 

Toutes les homographies K* donnent naissance |l la même transforma- -
tion homographique k de [AAZ] en [BBZ]. Pour caractériser K parmi les 
K*, considérons les équations, -_ ~ 

K*A == Jï, K*AZ = Bz, K*dA^ dB — kù^, K*dAz = dB8, 

d'où il résulte que , / . 

K*(xA + yAz) = xB + yBz, K* d(xA + yAz) = d(xB + yBz) — teco2Bz. 

On voit donc que, parmi les K*, l'homographie K est caractérisée par la 
propriété que c'est une homographie tangente à la correspondance entri 
8Z et 8Z tout le long de la droite [AAZ]. ' 

Inversement, partons d'une déformation projective donnée entre 
deux/surfaces non développables que nous supposons maintenant décrites 
par le po inta et B, respectivement. D'après le Mémoire classique de 
M* E. CARTAB: Sur la déformation projective des surfaces (Annales de l'Ecole „ 
Normale (3), XXXVII, 1920) on peut particulariser les repères de mâni- -
ère à avoir (loc: cit. éq. (12), p; 274 et (17), p. 282). / . 7;/;V 

f oi ^sjoa — Toa == ^3 ^ *po-*T> Tu ,=s "̂M. == T33"~ xi* z* T2i ~ \ \V ); 

les courbes asymptotiques sur (.4) et sur (B) sont données par les éqïtàp--*^ 
tions\ ojt -K d et a>f =-* 0. l<a ^ 
prpprîété que(B) e£K{A)<xiit un contact anaJjHiiqûe du second â*dt6^ ^tfy ;/ 
point initial .B est do^éepa^; f >r v:'"-'-̂ V'-;" -J^VVC '"T^ ' ^ r r v l ^ . % ^ 

.•_;.:?V A; . - - "7-. ". . 4 - ' . : . ; , / : / . . ; ^ > i . ; ' j ; ' : ' / , - ..;.. t'VV.'r-:>jy^;:^j.:;vé^oiVV-' 
^ v ; / K^A^B^Â^U B»K*A;~ B^K+A^Bi^ÎB^^^ 



(27,11) 

Menons par chaque point A de la surface,(AL) une tangente détermi
née 

t^[AyaxAx +a^]. ' (27,8) 

Toutes les homographies K* contiennent la même transformation homo-
graphique h de t dans la tangente 

f = [B9 axBx + a2B2] (27,9) 

à la surface (B) au point B; En variant A, les co2 homographies k engen
drent une correspondance entre 8Z e t$ 3 ' . Nous allons chercher la condi
tion (pour av a2 et X) pour que K* soit une homographie tangente à 
cette correspondance tout le long de la droite t. Comme on a 

K*A - Bf K*(axAx + a2A2) = axBx + a2B2, K* cLA -= dH, 
K*d(axAx + a2A2) = 

= d(axBx + a2B2) — («p r10 — Xœ2 + \2 . r20 — kt)x)B, 

f» condition cherchée est 

axrxo + a2r20 = X(axœ2 + a2cox). (27,10) 
Or oh déduit de (27,5) et (27,6) par différentiation extérieure 

T 1 0 =- a0cox + axa)2, r2U == axmx +, a2eo2, 
r 3 1 = — a ^ + a2co2t r 3 2 = « 0 % — axœ2> 

<*>oo — <^ii — <*>22 + ^33 = 2(cia>1 + c2a>2), 
<o12 = c0(ox — cxo)2> co21 = —CSJCOJ + c3co2. 

Ooncrt^ioii (27,10) dev ien t donc 

ocxa0 + a\ux = J ,& 2 > ocxax + oc%a% = kax. (27,12) 

Bailleurs on voit sans peine que si aQ = a2 = 0, la correspondance entre 
les deux surfaces (A) et (B) est homographique. En excluant ce cas nous 
trouvons qu'il y a deux valeurs possibles de a^ : a2 qui peuvent du reste 
coïncider. Par élimination de X on obtient de (27,12) Féquation 

; . :'--\*o*i —**&** = $. (2 7>1 3> 

déterminant les deux valeurs possibles de la tangente t. Autrement dit. 
les deux tangentes t sont [A dA]f où 

aQ(ox* — a2coz2 = 0 ou bien œxtXQ — oj2r2ù = 0. (27,14) 

(27,14) n'est rien d'autre que ce que M. E. Cartan appelle „le réseau 
conjugué de déformation prpjeetive". Incidemment, nous sommes 
arrivés à une définition nouvelle de ce réseau. 

Il importe de vérifier qu'une eoiresppndan«e entre S3 et $ / qui 
^'obtient de façon indiquée en partant d'une déformation projeetive 
quelconque d'une surface non développàble possède toujours une droite 
totalement J^-linéarisante/^ oeci est mis en évidence par les équktions 
«yvantes, faciles a vérifier, 



K(xA + a1A1 + a2A2) = xB + atBx + a2B2y ^ 

s Kd(a;.At+ oc1A1 + a%A2) == d(xB + aABx + a2B2)t 

Kd2(xÀ + oc^ + a2A2) == d*(xB -, avBx + a2B2) — 
— (**<»? + a2co2*) (axBx + a2B2) — (.)-». 

28, Cas I I . Nous allons prouver que ce cas ne conduit à aucune solu
tion nouvelle. Si Ton change le repère Ay Aly A2y Az en remplaçant Ax 

par Ax + XA ce qui est évidemment permis (pourvu qu'on remplace 
en même temps B1 par Bx + XB)y co12 vient d'être remplacé par co12 + . 
+ fao2t et comme nous avons [co2co12] = 0, noua pouvons supposer que 

o>12-=0. (28,1) 

Nous avons alors à considérer le système de Pfaff (26,1) soumis aux iné
galités 

, Ko^a i ] 4= 0, r20 * 0. ^ (28,2) 

D'après (28,1), (26,8) donne 

. [w3oTiaJ = 0. . (28,3) 

Gomme [û>30a>31l + 0, on déduit de (26,6) et (28,3) que 

r 1 3 - 0 . . (28,4) 
Ensuite,(26,4) donne 

.. \ [Û^TMJ - 0. (28,5) 
Maintenant on a - . , • . 

KA^By KAX^ Bl9 KA2 == B2y KA3 .-= Bz, : 
dK . A = 0, dK . A1 •== 0, dK . A2 = r2QA + r^A^ dK . .A3 = 0. 

Les relations (26,5) et (28,5) montrent que l'homographie K ne dépend 
que d'un seul paramètre t tel que [co2 dt] == O.Pour co2 == 0 le point A 
décrit le plan [.A^-yl-J et l'on a dK. X = 0 pour chaque point X de ce 
plan. .Nous retombons donc à un cas particulier de la solution discutée , 
au §24. . ' - - • ' " * "" . -, . ' . . ; ' - • ' 

Remarque* On pourrait être surpris comment est-ce qu'une solution 
qui était soumise à la condition (22*4) puisse apparaître dans des cas où; 
eétte condition n'est pas vérificée. L'explication en est fournie par là ; 
remarque faite à la fin du § 20. Dans les cas que nous examinons à pré- ; 
sent, la droite [AA3] décrit une congruence ayant, en général, deux 
différentes nappes focales. Nous avons particularisé le repère de manière 
que At soit un âes deux foyers de,notre congruence et il se peut bien que ,3 
condition (22*4) est réalisé pont un foyer., n'étant pas réalisée pour l é { ; 
aecond. » ' W- "V V""'-' ."'"" ./%i "' ";.v" ' ' ?V--' \ -> ' •• '"*" • :v':'^'"y: ^ 

29. Cas ÎII- Nous àUo:os voir q u ^ ^ 
î 3tf».$i] = 0, le point 4» décrit une courbe;(iia)i Oh peut paj^iqularis^rr\ 
le repère de façon que Ax soit situé sur la taàgenteSà la equrbe(^)) cèf ;.; 
quldbhtiê •-•. -*"'\ : •;'\v*^' : :*' .'•'•• V-VV '•'fv'-'/« ' '*':~i'\;K::~':y^ "':-;: 
' . ; - y ':•.•.•;•;• ï O i'--V;V ' . ^ W ^ ; , ; / ; . ; ;.V*. _ : ;, _ ; ( 2 0 , 1 ^ 

. ** '.* -* < ' : '"* '". . ' f '••*• ''. • '* ' . , . ' ' •• .-".'..."'•: ^ ;• ' .. ..'.;•., fr:jy* 



: ; D'après (294) on dédûifc de (26,8) que 

V [Û>I?T20] = 0. (29,2) 

Comme [(o/o^} # 0, les deux relations (26,5) et (29,2) montrent que 
TJO == 0, ce qui est en contradiction avec (26,3). . ' 

;f 30. Cas IV. Comme [Û)30CO81] =- 0, le point Az décrit une courbe (Az). 
En particularisant le repère de manière que Ax soit situé sur la tangente à 

* la courbe (48), ona 
, û>3t> = 0. (30,1) 

v, Aux relations (26,10) on doit alors ajouter 

e10 == e12 == 0 . (30,2) 
(le point Av est restreint à la droite fixe [4-43] pour des valeurs fixes de 
paramètres principaux) tandis que ' ^ 

. " ' . e l l e00>r e22 e00> e 33 e00> e20> e21> el3> e23 

• * • (30,3) 
restent arbitraires jusqu'à présent. 

Nous allons prouver que Von a nécessairement œu = 0. Supposons 
*; par impossible que 

o>i3 +-0;- (30,4) 
Puisque cu32 = 0, on a ; \ * . 

' - ** . [â[AA1Aî\ = (a>00 + (D^ + œzz) [-44i-48] ~ 

_ v .'. — <*>a [^î-4*^] + coxa [AA%AZ]. 
V ;Comme [co^olt] =- 0,- le plan [AAXAZ] ne dépend que d'un seul para

mètre et il touche son enveloppe suivant Jane droite passant par 4 8 et 
;• irituée dans [ .^-^j] qui ne doincïde ni avec [AAZ] ni avec [.,4-1-43]. En 
..;•' particularisant le repère, on peut supposer que ce soit la droite [A—A{, 
r V 4s] ce qui donne , - - -. ' . / , / • 
y y ; y '* .. : ;" { - : , . cuia==coa. (30,5) 
^; $p. a t5(4—Aj).=^yé^oA r-yènAx + e1848, ôAz~ ~ezzAz. La droite {4-— 
fiir-~?'2,i> 48]Vêtant fixe en position pour des valeurs fixes de paramètres 
£-£ ̂ p^cigaux;Til faut ajouter à (26,10) et (30,2) la relation nouvelle \ . y ' 

fe^"-y?v^v^'-;y^ «nV^o^ù : •• .:* '\C': -&0A 
| ^ ^ ^ ' . q [ u e v " y y -::y >.;.•' " ; ' y - .''' .'••"' v "* •" " V -'.'y: ^;:-Jy "..• 
vfey~;y.V'yVy:'- ^ïtrr^oo»-^*^6©©*''?^*.^!»'.'6^» e»3 ~*y'-'. . 'r1^ ,? -(30»?) • 
i&* ' ^ r y ' ^ T V y - . / -v 'C-4-V .:v'>-- : v ï l y - : 3 * ' " . • * , . • • " - — -:; '- :" . . " • • - * • . • 

j ^ r e * ^ ^ le système de Bâfi (26;1) -f- (3Û,i) + 
ÏÏÏ^P^ (26&). .Ca différentiation exté-
%^^Wifc<4'i-v ''---•£***<.jtr1,*,*>• v ^ s '•.•i.5^ 4 ^ ' V - ; * r "; . ! . ' '^ r"';- ' ' , •-• •<.V' v« . - f - ~; "• " •;•"*"• "".••'••• \ •* . v 
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Ki*i 3 ] = G, (30,10) 
K*ao] + [̂ 31*23] - 0, (30,11) 

[o>&hi] = 0. (30,12) 

En différentiant extérieurement les équations (30,1) et (30,5) ori est 
conduit à ajouter 

[ft)10co31] = 0, , • (30,13) 

[CDQQ — œn — œ10 + o)x co2] = 0. (30,14) 

D'après (26,2) on déduit de (30,10) et (30,12) que 

[CO2T13] = 0. (30,15) 

D'après (30,9), (30,12) et (30,15) on peut poser 

r20 = #co2, cozl = /3co2, (30,16) 

r13 = yco2, (30,17) 

où <xp #- 0 selon (26,2) et (25,3). En différentiant extérieurement (30,16) 
on obtient 

doc = 2(e22 — e00)<%, <5/î = (2e00 — e22 — c33)/S, 

Puisque cv/S 4= 0, on déduit de (30,7) qu'on peut particulariser le repère 
de manière à avoir oc . = (} = 1 ou bien 

T20 = CO2, (30,18) 

co31 = co2Î (30,19) 

aux relations (26,10), (30,2) et (30,6) il faut alors ajouter 

e2 2 — e 0 0 = 635 e0 0 = O, (30,20) 

tandis que 
e20» 2̂1» 1̂3» 683 (30,21) 

restent arbitraires. 

D'après (30,17), (30,18) et (30,19) on déduit de (30,8) et (30,11) 

ytcOiCOg] + [coaTgs] = 0, [coxco2] + [co2T23] = 0, 

ce qui donne d'abord y =-= 1 ou 
tlâ--=«>2 (30,22) 

et ensuite t<o2tn — wt] = 0 de sorte qu'on peut poser 

^20 = ^ + 601^ (30,23) 

En différentiant extérieurement (30,23) on obtient de =-= 2e21; ay$nt 
égard à (30,21) on voit que Ton peut particulariser le repère de manière 
à avoir £ = 0 ou 

t^^aS^ (30,24) 

Par différentiation extérieure on déduit de (30,18), (30,19) et (30,22), 
tenant compte de (50,5) et (30,24), , 

to '. :\ - , : . -.' .-/ ; . - : ~\'- , ' ' • v,-. .. ^34§-: 



- P(û>oa — ^22) + <*>i co2] -= 0, (30,25) 
\co00 + cou — co22 — o>33 + o>i Û>BÏ = °> (30,26) 

. ^ [°>oo — Û>Ù — w22 + CO33 + 2o>! co2] = 0. (30,27) 
Or en multipliant (30,25), (30,26), (30,27) respectivement paç 1 , - 1 , — 1 , 
et en ajoutant, on obtient [co^ço^ = 0, ce.qui est impossible. 

. - . 31. Il résulte du § 30 que toutes les solutions restantes de notre 
x problème s'obtiennent en intégrant le système de Pfaff (26,1) + (31,1) 

où -
co30 = 0, ço12 =-0. (31,1) 

/ Nous en cherchons d'ailleurs seulement les solutions satisfaisantes aux 
inégalités (26,2) et (26,3). On a 

d-̂ a = co31Ax + co33A3, c\A1 == co10A + eŝ -d-. + co13A3. 

„ Si co10 4= 0, le lieu (.A3) du point A3 est une courbe gauche dont [.A-A^g] 
est le plan osculateur; si co10 = 0, (A3) est la droite [^4^3]. Au paragraphe 
présent, nous résoudrons le cas 

co104-0. (31,2) 
Les équations (26,4) — (26,9), obtenues par différentiation extérieure de 

; (26,4), s'écrivent maintenant 
[coitiz] + [co2r23] =- 0, (31,3) 

- \ "•• ~ * [ft>2T2al-=0, \ (31,4) 
KiTi3] = 0, (31,5) 

T - [coit20] + [0)31*23] = 0. (31,6) 
H faut y ajouter le résultat de la différentiation extérieure de (31,1), 
quLest 

\ \ . • \ . Ki^io] = 0, - (31,7); 
,"' \ - [ V i o ] = 0. \ (31,8) 

D'fprès (31,2) on déduit de (31,7) et (31,8) 

\ ; ^ - .* V Kxcoj -== 0. - (31,9) 

\ :Rappelon» aussi les relations (26,10), (30,2) et (30,3). 
; ; D'après (31,4), (31,8) et (31,9) on peut poser 

[C V -".„•• *20 = aû>2> <*>io = Pœ2> 3̂1 = 7̂ 2» , r . • ' 
r ' oà <x$yiï 0 en vertu de (26*3), -(3.1,2) et, (26,2). Par différentiation 

:j -extérieure on en déduit ' ' -, 
? \ ^ ; k ",'""/ <3<* --= 2(è2a — e00)dct ôfi .-=* (eu + t%2<— 2eQ0)$ J f : 
: :,\^'- : :^ '' V \ . \ ' \ ^ ^ (e>* + ^"^ e oo —^u)y- . ' "••; . _ • - \ •. 
t \ Ajf&nt égard £ (30,3), oii voit qu'il est possible de particulariser, le repère 
^^4e">mânièkre-&'avoir '&>*=&"•*=> y -=* 1 ou N : .. - , ^ ^ • 

| \ ^ ; \ ; k \ T2ô =-*'«tï Û>10 -= ft>a, ^ . a s - <0t. ' ^ - (31,10) 

^ S è - \ \ " W ; \ . V..' - \ • • , . \ . ' *.. " ' V * \ \ \ / v:v 



Aux relations (26,10) et (30,2) il faut alors ajouter 

^11 — €00 = = g22 "̂ " C00 === g33 ^00 = = ^» (31,11) 
tandis que 

g20» C21> €13> C23 (31,1-2) 
restent arbitraires.-
En différentiant extérieurement les équations (31,10) on obtient 

[C01L CO00CO2] = [û>22 Û>00^2] = [^33 COQQCO^^O. (31,13) 

Ayant égard à (31,10) on déduit de (31,3) et (31,6) que 

[Wîa — co2] =-= 0, [ft>2T23 — co1] = 0; 

or on a [T13O)2| = 0 selon (31,5) et (31,10) de manière que 

r13 = (y2, - (31,14) 

- T^ = œ1 + aco2- - (31,15) 

On déduit de (31,15) par différentiation extérieure que ôa = 2e2V Dé 
(31,12) il résulte qu'on peut particulariser lerepère de manière à avoir 
a == 0 ou bien . ^ / 0 , ia. 

Tn^coi, (31,16) 
aux relations (26,10), (30,2) et (31,11) il faut alors ajouter 

?2i = 0, (31,17) 
620» 1̂3» €23 (31,18) 

restent arbitraires. , 
La différentiation extérieure de (31,14) ne donne rien de nouveau, mais 
celle de (31,16) fournit 

[«>00 — f°ll "^^22 + « W l ] — 2[co21 — cozco2) = 0. (31,19) 
En introduisant ia supposition permise (v. §6), 

<*>00 + Wll + Û>22 + Û>33 = °> 

les relations (31,13) conduisent à poser , 
. . . * * ' 

co00 = (xcw2, a>u = a ^ , co2a = 0^3, ô » = x ^ , 
ÔC +0CX + 0C2 4-^3 = 0. ' ' 

La différentiation extérieure donne ,; 

àoc• = — e20, &*! = e^, &xa — c20, <5<*3 -= — en, 

IVaprès (30,18), on peut particulariser le repéré de sorte que -*'.; 

cow-roctOfr con «== ^acu2 , „ (31,20)/ 4 

\ 7 ~ :J (O2z:^0t (033 = 0 / " (31,21)3 
Les relations (31,21) donnent par différentiation extérieure [ w ^ J --=- 0»" 
[̂ aiiWjJ ==- 0, de sorteque Tdn peut poser V ; ' ' V 

7 - : y^^^ir'^^JWgl;-/. ' -• (31,22) v 

m**';v--.v' " "n: : . •'.";'•'. ,' - v - , '.'•.'"- n"-" / -7 " • _v';-: /. " --J4t :7 



Ditférentiation extérieure de (31,20) et (31,22) conduit à poser 

doc =-= (ot+ par» df} —û>21 + qco2t dy = — o^ + rœ2. (31,23) 

Ensuite oh différentie extérieurement (31,23) ce qui conduit à poser 

dp = 0)n + 2(xo)x + PxCOi — (Wj, 

-' "_ dq-=ôcœn — œ2a + Pco_ + qxœtt (31,24) 

dr == —CO23 + y(ox + rxœ12 — aa^. 

On trouve aisément que [dcoz] == 0, d'où 
<os = dt. (31,25) 

Maintenant on calcule successivement 

dЛs _ , dM s 

~dT~Av ~àF 
A—aA^ + yA%, 

= (— P + * § + ý)Ar+ A% + (r — лу)_а3, 
d _ _ 

dí3 . 
d _4 ' 

, r _ ŕ - (— î » + a ł + / 3 + y M + ( 2 r — P l — 2xy + Z<xp—**)„,+ 
+ (Гj, — a r — 2yp + y2 + fty).43; 

(31,26) 

_ * . * & - . _ - : _ _ , 
d< 

_ - Ҙ - í _ . 

<K» _—«_• .+ (y + l).Ba, 

d<8 

d_Ҙs 

- d< 

(-- 2> + .«* + y + 1)Ą + _ a + (r — « . y + 1)_„ 

iŕ = ( — У + a ï + /3 + У + 2)5 + (2r — P l — 2 « .y + 1 + 

. + Зaj> — «»)_, + (rv— «r — 2 . y + 1 . Î> + y + I8 + 

. + « . y + l)5s; 

(31.27) 

dí 
==ғ — [ЛjЛjAj], 

S - ^ í - - «[_,_,_,] -- l̂ -Ma] + /^^M,], 

^ s______u__*_ 

Ж 
« Іp^—з^ + ^ 

\ • Чг. Ý í *#W W ^ t ø . > * "ľ' - ҐЧ-."•/• r • V Ч- ,';''; ^ 

(31,28) 

^ ^ Ї _ & . •• • ̂ r c r * •* - Í / *̂  ^. - •*-; --" ч>-"- •-
^ж'^ř*ívЯ- •*-'" *-J * - '-'"' -'- ••*• •-"•*•* ••" • ~ ' r *•-•* 
*tó/W"-ľľ !-' ;'v-<:-'ìf.*<''' 



: — [BiBgBai, ; •' 

« [ _ . _ , _ „ — [__"*_„ + {fi + l)ÍBBA\ 

_ _ _ _ _ _ 
< _ 

dP 

_ f f i _ ? ] _ fr_«^_l)[.BIBt_j + ( j - * .J+Ï)[_J51_3]+} (31,29) 

+ [__,_„, 

_ _ g _ _ _ (Pl - 3«p - 2q + 2* . 0~+~- + ^)[-*i-»t-_ +1 

+ (p_a2_j8_y_2)[__2_8] + ( ç / 1 _ 2 . . 

-T+l • V — ocq + «-. f+~ï + f^i-l-)[__..__. 
Or en introduisant deux homographies Kx et „ 2 moyennant les équa
tions 

KtA = _ + | _ „ „ , „ . = _ . , J M - = _ 2 - - «_8 , 
--î^g — Ba; 

K*A = _ , _ « 4 ! = _i', „ , _ , = _ , — ! _ ! — * _ , , • (31,31) 
„ , „ , - _ , 

on voit de (31,26) — (31,29) que . 

o_ 8 

(31,30) 

K_-4з -= .D8, Ki 

dЫ9 

I-x 

dť 

d 3 _ 3 <Шa 

d _ 3 _ d _,• d _ 3 

dť dť-

dť3 dť3 
g d M 3 _ 

dť' - 1 dť4 dť4 

dť* 

- 2 

\BZ, 

đ ' в ' • • . ' - • + 1 A dť-

(31,32) 

чад, (-.вд *.*!_«.-d№BJ 

dť 
d _ _ _ _ ] _ _ _ _ _ ] _ 

d^.__I.k1]--."d-{.RB1__ c.í.B.Bifla 
* , dts > dť3 

# . 
d«[__M„ <!*[__!_,] 

.'. dť " - -

.•aй_+'«иUi 

(31,33) 

dt* , dt4 " dt* 

où les valeurs de Àt et A8 ne nous intéressent pas. ' -

__ Les équations (31,32) mettent en évidence que Kt est Vhùfkographiey 
osçulairice ponctuelÈ de la corres|>ondance entre les deux courbes (A$) e t • 
(B$)f iô'est-à-dire qu'il y a un contact ^analytique dû quatrième ordre 
entré les deux courbes Kt(A9) e t (Ba) au point initial J58. Pareillement, les" 
équations (31,33) montrent que-HC» est ï'Aômcyrap.W- osçulairice tangeHr"T; 
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. tieUe; de la même correspondance entre (Az) et (JB3), c'est-à-dire que le 
. coritact analytique du quatrième ordre entre les courbes K2(AZ) et (Bz) a 

lieu si l'on considère les plans osculateurs (non les points) comme les 
éléments générateurs des deux courbes. Les équations (31,31) mettent en 
évidence que là correspondance considérée entre les deux espaces 8Z et 
SJ s'obtient en attachant à chaque point d'un plan osculateur à la courbe 
Vimage de ce point dans l'homographie K2. 

Or, pour ̂  que la correspondance ainsi construite entre les deux 
espaces 8Z et 8Z possède pour chaque couple de points correspondants, 
une droite totalement K-linéarisante (pour un choix convenable de 
l'homographie tangente K) il faut et il suffit que la correspondance 
génératrice'entre les deux courbes (Az) et (Bz) jouisse d'une propriété qui 
découle des équations suivantes, résultantes de (31,30) et (31,31): 

(Kt — KM ~ ^z, (Jfi - KMx = Q> (*i - ^M 2 - **„ . m _ 
(K.-KM^O. . ( 3 M 4 ) 

La propriété en question consiste en ce que, pour chique point X qui 
n'est pas situé sur la tangente [-4x-43] à la courbe (Az) au point Az, la 
droite [KjX,. K2X] rencontre la tangente [BXBZ] à la courbé (Bz) au point 
Bz correspondant à ,A3 dans le point que est Vimage du plan tangent à la 
courbe (Bz) contenant la droite [KXX, K2X] dans le système nul associé au 
complexe linéaire osculateur à la courbe (Bz) au point Bz. C'est ce que le 
lecteur peut vérifier; sans peiné, ainsi que la validité des'remarques 
suivantes. Les deux courbes gauches (Az) et (Bz) étant données, si chacune 

l' d'elles appartient à un complexe linéaire fixe, la propriété énoncée est 
V „ toujours vraie, dp quelle panière qu'on choisisse la correspondance entre 
*\ (Az) et (Bz). Par contre, ta propriété est toujours fausse si une et une seule 
fdes deux courbes (Az) et (Bz) appartient à un complexe linéairk fixe. Enfin 
jCètaùcuneJles deux courbes (Az) et (Bz) n'appartient à un complexe linéaire 

fixe, il y a trois familles (dont une seule est réelle pour des courbes réelles) 
OQ1 de correspondances entre (Az) et (Bz) jouissant de la propriété indiquée.. 
La courbe (_43) étante rapportée à un paramètre v et la seconde courbe 

f (_BB) à un paramètre v\ ces correspondances s'obtiennent en intégrant 
l'équation. > . > • 

) : ^ :, ,-." ez(v) dv3 === ez(v') dv'*, • ' 
: ;où 0Z est invariant différentiel bien connu de E. J. WILCZYNSKJ (V. son 
; Hvre Projective differential geometry of curves und ruled surfaces, p. 240) 

i; relatif à la courbé (Az) etT93' est le même invariant relatif à (B3). . 
$';* ^ ;32. Reste à examiner le système de Pfaff (26,1) + (32,1), où 

>f ^ y- \- / ^ ^ « i . - W i o - O , (32„l) 

*CvîÔont lès cpnditiohs d'intégrabilité sont - ; 

|p:J\.:
:^'j.\^ , v w M + K^ïf.O, • \ ~ : ' •..- • &m 

'§:^.;\-^^:---r::^^ \ , t**,**] - 0 , ; • - (32.3). 

tpÈJ? '̂;.J'\\ .'7".' -..'"-';'.-." •• ' ••' - . "•• •'• ..'.- -V-_ -^ 



Lo^iTiJ^O, : v (32,4$ 

[coxr20] + [<O31T23] = 0. (32,5) 

Nous sommes intéressés dans les solutions de (26,1) + (32,1) satisfai
sant aux inégalités (26,2) et (26,3). Rappelons encore les relations. 
(26,10), (30,2) et (30,3). Il résulte de (32,2) — (32,5) que l'on peut poser 
cfj31 = axcox + «2ft>2. Par différentiation extérieure on en déduit que 

àocx = (e33 — e^)*!, 
r * , / I \ ' \à">V) 

Oa2 — c21**l.. i ke22 "T" e33 «00 ~ e l l r x 2 * 

D'après (26,2) et (30,3) oh voit que Ton peut particulariser le repère de 
manière à avoir soit ax= 1, a2 = 0, c'est-à-dire co3x = coXf soit <xx = 0, 
a2 = 1, c'est-à-dire co3l = o>2. Dans le paragraphe présent, on examinera* 
l'hypothèse 

co3X = cox; (32,7) 

l'hypothèse co31 = co2 sera examinée au § 33. D'après (32,6), on doit 
ajouter à (26,10) et (30,2) 

«33 —«oo = «21 = 0 (32,8) 
tandis que 

é u — e00, e22 — e00, e20, e13, e^ restend arbitraires. (32.9) 

•Si l'on avait T13 = 0, on aurait 

KA = H, KAX = BXi KA2 = B2. KA3 = B3, 
clK . A = 0, dK . Ax = 0, dK . A2 = r20A + r^A3, dK . A3 = 0. 

D'après (32,2) et (32,3) on aurait [CU2T20] = [CO2T23] = 0 de sorte que l'ho-' 
mographieK ne dépendrait que d'un seul paramètre t tel que [dta>2] = 0-
Pour.coz= 0 le pioint A décrirait le plan [4-4^43]e^ - ' o n aurait àK . X='-„ 
= 0 pour chaque point X de ce plan. On retomberait donc à un cas~ 
particulier de la solution discutée au § 24. Il en résulte que Von doit 
supposer que 

T13 + 0, ! (32,10) 

Les conditions d'intégrabilité du système de Pfaff (26,1) + (32,1) + 
+ (32,7) sont évidemment 

2̂0 + 2̂3 = 0, . (3.2,11) 

: [œ2T20] = [co1T13] = 0 , / (32,12). 

[<OXCOQQ — COM + COZ] — [co2a)2X] = 0 . (32,13) 

(32,12) permet de poser T20 = /?xco2,. rn = fi^. Différentiation exté-. 
rieuré donne ôf}x = 2(e22 — «00)̂ 1» &fii = 2 ( e n — 6oo)^2- D'après (26,3), 
(32,9) et (32,10) on peut particulariser le repère de manière à avoir 
fix = fi2 = i on - */.... v •;* v '• ;*' "-\ ' 

- " r^^co^t^ — — co* ^3 = ^ . , (32,14) 

Ш -



Aiu.:: relations (26.10)^(30.2) et (32,8) on doit ajouter \ ' " - v 

c n = e00 = 622 — c 0 0 = - 0 , (32,15) 
tandis que 

; . \ * «20» «13» «23 * (32,16) 

restent arbitraires. 

Différentiation extérieure de (32,14) donne 

[C02C000 (O22]=0f 

r % [(o2a>22—à>33 + co3] — [(o\(o21] -= 0, -
[ct>i co00 — 2cou + CO33] — [co2co21] = 0. 

Par suite, les conditions d'intëgrabilité du système de Pfaff (264) + 
, + (32,1) + (32,7) + (32,11) + (32,14) peuvent être écrites sous la forme 

cou —(om = aa)l9 a>22 — co00 == bçp2, • ï 2 

°>33 — woo = h^i + ka>2 + co3, co21 = hox + Aco2. J 

> t e système de Pfaff est donc en involution et sa solution générale dépend 
;de quatre fonctions arbitraires d'une variable. 

Or on prouve aisément que le cas h +*0 ne conduit à aucune solu-
" tion nouvelle. En effet, posons 

• A. - = xx, A.^ =-=- -"2» ""2 === ^ l » - " 3 :==: * " 3 ~~"" -"•» 

B' *=s.Bf Bx = -—2J2, -B2' = ^i> -83' ==r -B3—-B.. 

Alors on trouve 

- d i ' == (COJK, + («3)-4* — coa^-/ + cy^a' + (ozA^', , . 
dif/=-= — (co^-f û .)^)^'+ .oiû-d/ — (&*>! + hœ2)A2 —(o&Aa, 
^ l ^ ^ ^ f + (0^^ + (onA^, 

;'.i.jd$î'*=(/^ •,- \ . • y 
^ t l B ' —' (co^ + c^-B' —<*>A"+ < » A ' + (ozB3', 
?: :.4Sir « — (*%> + ô>tt)2P + ft>22J-V —i&tfi + ho2)B2 — (co^— coa)^', 

J*&': ^ fai* + <*>i)-8' + (onBl + (o>13 + œx)Bz' 
%>;ABf -^ (Att>i + kœ2)B' + ^A' + ((*&--(o3)Bz\ 

;\.'-On voit bien qtïe, aux notations près, nous avons -ici pour &-# 0 un Gas 
4/particulier de la solution examinée au § 27* Il s'agit du cas particulier de 
fj*ébngmences .B dont une nappe focale dégénère en une droite. 

^ C ^ " Daxw tous les cas, différentiationextérieurede l a dernière (ou de 
| v i^vto t -^rnière ) relation (23,17) donne ôh •'== 0, ôk == — («20 + e23)v On 
^ ^ è t i t donc particulariser le repère de manière, que~fc =.- 0, ce qui exige 
Ivâ^ajoutef à ( ^ 4 S ) la relation nonivel^ v 

^0iiiv;-;M'>-^' y;'-.-^-.'' ^ >\y?io + €#^'Û** - " / " ; \ % y • \; .'. _ 

^ml*ott:arau8sî k^Û?on a alors- '-f~ '* .'""'• ? • . . . ;" • ' - .* . •• y :• •'•-:*' •.;• : 

^ ^ é M ; ^ - . ' : V ' ^ ; : * 4 < % r ^ ^ ^ = Û>8» «>tt *--0. ..'' - • "". '/.-' (32,18V 

^JlS'^iV-^ H;VV--":;--V -•:;=v--;-̂  • ' ^ • ^ •,•• y.. .... ••-,-% •- :•• y r • -^^ 
I ^ F ^ ^ y v ^ . T : - v y V ; ^ . y ; v ' \ vvV-V • • . -.y,-,-: >..;-v.y*vj; ;-^-?y^y-^.yyyr-yv.yy-...: .y . :-..v-v ...... •«- - - •*>.*. ... ^.-^ •* ^^---^.^ 



La difféгentiation extérieur d (32Д8) domm [щ cú^ + co^вì.т1 0* 
[ct>| ûjgø + Ш23] = 0 de sorte que ľon doit avoir 

^ o + CWaз^O. (32,19) 

Différentiation extérieure des deux premières relations (32,17) donne 
ôa = 2e13, ôb Ä — 2e20. Les e13 et e20 étant encore libres, on peut acheyer 
la partícularisatíon du r père en posant a = 6 = ö ou bien 

Щi — <*><» — 0, co22 — COQO = 0. (32,20) 

On Vérifie aisément que [dcox] = [dщ] = 0 de sorte que 

щ =- dг*, щ = dv. (32,21) 

Les équations f ondamentales prennent la forme 

dA = cooИ + щAx + щA% + щAZt 

dAx = (щ0 + щ)Ax + щzAZУ 

dA2 = COQQA% + CO^(AZ — A), 

dAz = coxAx + (COQQ + щ)AZt 

dB = COQQB + ЩBX + щB2 + щBZt 

dBx = (ш00 + Щ)BX + (coxz + щ)BZt 

dB 2 = Woo t̂ + (co^ — щ)(Bz — JЗ), 
dJ53 = coxBx + (шoo + щ)Bz. 

On a donc 

dAz = coxAx + (щ0 + coz)AZf dBz = coBx + (щQ + щ)BZt ì 
<ŁAì = (COQЬ + Щ)A, + eo13-á3, dBx = (Û>OO + Щ)BX + (щz + \ (32,23) 

+ cox)BZ9 J 
ce qui montre que la position des deux pointëx.A3 eţ Bz ne dépend que dгt 
paramètre м seul; en variant u le point Az décrit une droite (Az)t lepoint 
Bz décrit une droite (J33), et on a une correspondanće non ћomographiqш 
entre ees~deux droites, cette correspondance étant ďaШeurs arbitraire. 

De płus, on a 

í (32,22) 

<1(Л3—А) = — щА% + ШооИз — А), 
АА% = сощАг + сот(Аъ—А); 
й(Въ—В) = — щВ% + щ0(Вв — В)9 

4В а = <%А + (<*>23 — Щ)№ш — Щ> 

(32,24) 

ce qui montre que la position des deux points Az — A et Bz — B ne dé
pend que du paramètre v seul; en variant v le point Az — A décrit une 
droite (Az -— A)tle point J5t — B décrit une droite (Bz — B)t et on a une 
correspondance non hcmograpkiqm, d'ailleurs arbitraire, entre ces deux 
droites. L - ' 

De (32,23) et (32,24) on déduit sans peine [v. § 3» ainsi que (12,2)] 
que Ehomogmphie Kcontient Fhomographie osculatrice de la corres
pondance entre les deux droites (A$) et {JBy ainsi que cette, de la corrégp 
poMtaeé entre les deux droites (4$ ~ AJ et (Bz — B). 



- ;•-/*'• Les deux droites fixes (Az) == [A{A^\ et (Àz — -4) = [^2, Az — .4] 
- soni les droites directrices d'une congfuence linéaire non spéciale, décrite 

: par la droite [AAB], Par cette congruençe linéaire fixe passe un faisceau 
- de complexes linéaires, à savoir 

• , • [A^ + X[At—A9A^ (32,25) 

"* Pareillement, on a dans l'espace Sz une congruençe linéaire-non spéciale 
. contenu dans le faisceau de complexes linéaires 

" - ^ [BiBJ + ÀiBi — B.Bù (32,25) 
' Ôr des équations (32,22) on déduit que, pour chaque valeur fixe de A. 

Jes deux complexes linéaires (32,25) et (32,26) sont fixes; et chaque 
homographie K porte évidemment chaque complexe (32,25) dans le 
complexe (32,26) correspondant à la même valeur de A. 

Les correspondances du type envisagé entre les espaces Sz et S3' 
s'obtiennent donc de la manière suivante. Choisissons deux droites 
gauches du d2 dans#3 ainsi que deux droites gauches d/ , P Y dans l'espace 
Sz. Choisissons une correspondance (px non homographique entre les 
deux droites dlt d / et une correspondance <p2 non homographique entre 

:!\les deux droites d2, d2'. Choisissons enfin une homographie fixe L entre 
&3 et S3' portant dedans d / et d2 dans d2\ Cela étant, la correspondance 
cherchée attache à un point quelconque A de l'espace Sz (que nous suppo-

; sons situé en dehors des deuxrdroites d2 et d2) le point B de l'espace St 

contruit de la manière suivante. Par'le point A passe une droite rencon
trant dx au point Cv d2 au point C2. Soit xpx l'homographie osculatrice 

" à la correspondance <pv correspondant â la position Gx du point mobile 
t̂  sur dt; soint \p2 l'homographie osculatrice à la correspondance <p2, corres-

> frondant à la position Ç2 du point mobile sur da. Il existe une homogra-
, : ;pliie K,bien^déterminée entre Sz et SJ contenant^ et \p2 telle qu'on ait 
;*; KE ^ LE pour chaque complexe linéaire E contenant la congruençe 

linéaire non spéciale à droites directrices dx et d2..Alors ori a JS = KA. 

" 33. Le dernier cas à examiner est celui du système de Pfaff (26,1) '+ H 

{;/[+ (33,1), où ; 
\ - .- «%•= ft>12 = œliX'== 0, Ù)31 = a)2. * (33,1) 

v v"; Nous avons posé ax = 0* #2 .== 1 dans (32,6), de manière que nous devons 
«ï ajouter à (26,10) et (30,2) ' 

;:; *> «.- \ . ->;• « w - M n — e ^ — ^ = 0, ; (33,2) 
|^ ; taàdisque - , -.' -
»j^.--^ v . / - e l ï ^ ^ e00> ^W^T^OOf e20» e21» e 1 3 > e * 3 . * l£»«-i>") 

,^ ^stent'irbitraires. ; *. . ; ,V i 

^^lïous, cherchons les Solutions satisfaisant aux inégalités (25;2) et (26j3). -
£>• '•£''*: •'On vpit sans peiné que les conditions d'intégrabilité du système 
; ^ > ^ ;/ •;":• -, r . :- , ;/-•• . — \ - ;V-" - • 
WtM** T, '"' ' " f V '""'' ' -^ •* iTi*"^;T«o» "';V:- •'•':;.- • " * ~- .• (33*4), 



(33,5) 

(33,6) 

(33,7) 

[co<Ffi0] ^Of / 

[O>!t20] + [C02T2Z] = Or 

[û>00 + ^11 — °>22 — COzz C02] ==- 0 . 

D'après (33,7) on peut poser co00 + colt — co22 — cozz = aco2. Par différen-
tiation extérieure on en déduit que ôa = (e22 — e00)a — 2e20 + 2e13. 
Par suite de (33,3), on peut particulariser le. repère de manière à avoir 
a = 0 ou bien 

co00 + con —ai22 — cozz -== 0. (33,8) 

On a alors le système de Pfaff (26,1) + (3,3,1) + (33,4) + (33,8) dont 
les conditions d'intégrabilité sont, comme on voit sans peine 

TM = (Xco2, (33,9)„ 
mTn = (xœx+'(kot9 (33,10) 

^20 — colz = yco2. (33,11 ) 

Notre système de Pfaff est donc, en involution et sa solution générale 
dépend dejfcrois fonctions arbitraires d'une variable. D'après (26,3), 
nous aupposons que oc- + 0. On a [dco2] = [co00 — co22 co2] d'où [<w2dco2] ==• 
= 0; l'équation co2 = 0 est donc complètement intégrable, c'est-à-dire 
équivalente à une équation de la forme dt = 0. 

Les équations fondamentales prennent la forme 

(LA; = co004 + a*ïA1 + co2A2+ cozAz, 
d 4 1 = co114i+co1343, 
dA2 = co20A + co2lA1 + co22A2 +co^A^ 

: d 4 3 = co^j + co3343; - , 

dB =co00B + coxBx + co2B2 + co3lBZr 

dBt== co11B1 + (colz + <xco2)Bz> 
dB2 = (co20 + <xco2)B + co21Bx + co22B2 + (co^ + \cot + ftco2)Bz, 
dBz = co2B1 + cozzBz. _ . 

11 en résulte que 

d 4 3 = cozzAz + co2Aly dBz -= coZ3B3 + a>tBv \ 
dAr = ço13A3 + tOùAù àBx = (co13 + aco2\B3+ conBlt j 

d[44-4 3 ] ^—co^AA^] +.co2[41434a], 
/ . d[4 14 34 2 ] = co20[44143]—co0o[4x434J; 

d[BBtB3] = — o>jBBxBd + co2[BxB3B2]9, 
V 'd[^53B2] = (o>20 + *coz)[BB1B3] — œ00[B1B3B2\. 

On voit que les deux droites [AtA3] = d et [BXB3] = d' restent fixes en 
position. Le point 4a (Bz) décrit là droite d (d'); en ppsant 

•' ;X;"v '" ':;-. - r - 1 ^ 4 ^ :J; 
lé plan JT (4) tourne autour'de la drbite d (d'j. La position dés deux 

(33,12) 

(33,13) 

(33,14) 

165 



Points A99 J38 et celle des deux plans /*, A ne dépendent que du paramètre 
I seul. v-

Des équations (33,14) il résulte d'aprèa (12,2) que l'homographie 
oseulatrice à la correspondance entré Az et Bz est subordonnée à l'homo
graphie K. Des équations (33,8), (33,13) et (33,14) on déduit, en se rappe
lant le résultat du § 12, que Vêlement différentiel projectif de la correspon-
4ance entre ie point Az et le plan r a la même valeur OJ2Q — colz = yco2 que 
celui de la correspondance entre le point Bz et le plan A. En particulier,, 
la correspondance entre le point Bz et le plan A est homographique si, 
et seulement si, la correspondance entre le point Az et le plan J1 est homo
graphique. Pour chaque valeur fixe de t, la droite [AAZ] décrit un faisceau 
de centre Az dans le plan F et la droite [BBZ] décrit un faisceau de centre 
B$ dans le plan A. En variant t, le premier faisceau engendre une congru-
ence Lt et le second une congruence L2. Pour y = 0, les deux congruences 
Z#j et L2 sont linéaires spéciales; pour y =f= 0, aucune des deux congruences 
n'est linéaire. En tout cas, les deux nappes focales de Lx (de L2) dégé
nèrent dans la droite d (d'). / 

A la correspondance envisagée entre 8Z et 8Z est subordonnée une 
correspondance entre les deux congruences Lx et L2 qui a la propriété 
qu'à chacun des faisceaux engendrant Lt correspond un des faisceaux 
engendrant L2. Choisissons une surface réglée Bx de la congruence Lx; 
on voit sans peine qu'on peut particulariser les repères de manière que, 
le point A décrivant Bx, on ait cox = 0. Le point B correspondant décrit 
alor§ une surface réglée B2 de la congruence L2. A la correspondance 
donnée est subordonée une correspondance entre les deux surfaces 
réglées Bx et B2 qui est telle qu'aux génératrices rectMignes de Bx corres
pondent les génératrices reotilignes de B2; or on voit sans peine qu!aussi 
aux ttsymptotiques curvilignes de Bx correspondent celles de B2 

(l'équation de ces asymptotiques est, d'après (33,12) et puisque a>8 -= 0, 

^oo^i + mn + Q¥°z = ® pour Bx et pour B2): 
Les considérations qui précèdent conduisent à la construction sui

vante des correspondance cherchées. On choisit une surface réglée Bx à 
directrice rec^iUgne d dans l'espace 8Z et une surf ace réglée B2 à directrice 

xrieiiligne d' dans l'espaces 8Z. Le choix de Bx et B2 n'est soumis qu'à la 
réstriction suivante: si une des deux surfaces réglée® Bx et B2 appartient 
à tine^ congruence linéaire spéciale fixe, l'autre surface doit avoir aussi 
ta même propriété (les directrices des deux congruences sont nàturelle-
^ e n i les deux droites d et d'). Nommons cas spécial celui où Bx et Bt 

ifc^pârtienn^it à des congruences linéaires spéciales fixes, le cas contraire 
Jlluat lëmsgénéral.Introduisons une cdrre spond&nce ponctuelle 9? entre 
lfe.1 deux droites d et d'. Cette correspondance <p ^ a r b i t r a i r e dans le 

)ïfâjqljéùiï$. Par contre, âmm le cas général, la correspondance y doit jouir 
icte 1#^ropiM|é «uivante* Exprimons les points de d et d' en fonctions 
'^tifiofo4]^ 9? associe l'un à j ^u t r e les deux points 
;^i^É^piÉi#ante a la même valeur de |; alors l'élément différentiel pro-

km^>-i '•.-•.::":•' ' •" '. -.' : : ' / ^ - ' - " ". ' : ." '"•'•">.:- -, 



jectif, défini au § 12, de la correspondance entre le point 3L de la droite d 
et le plan tangent à Rx au point X (plan qui contient la droite d) doit , 
être égal à l'élément différentiel projectif de la correspondance entre le . 
point X' de la droite d' et le plan tangent à R2 au point X' (plan qui 
contient la droite d'); on suppose que les deux-éléments différentiels 
projectifs se rapportent à la variable t. On voit sans peine que, dans le 
cas général, les deux surfaces réglées Rx et R2 étant choisies, les corres- * 
pondances <p jouissant de la propriété indiquée existent toujours et for
ment deux familles continues simplement infinies; les deux familles peu
vent être imaginaires conjuguées, mais alors elles deviennent réelles si, 
en ne changeant pas Rly on transforme R2 par dualité. 

Choisissons encore un point fixe A 0 de la droite d de sorte que B0 -== 
= (f(A0) est un point fixe de la droite d'. Soit r0(r0) la génératrice de Rx 
passant par le point-A0 (lepoint 50); choisissons une correspondance homo-
graphique h0 entre les droites r0 et r0' telle que h0(A0) = B0. Alors il 
existe pour chaque point A z de la droite d une correspondance homo-
graphique h bien déterminée entre la génératrice r de Rx passant par Az 
et la génératrice r' de R2 passant par Bz = (p(Az) telle que, si le point O0 
de r0 et le point G de r appartiennent à la même courbe asymptotique de 
Rl9 alors le point h0(C0) de r0 et le point h(G) de r' appàrtieiment à ïa 
même courbe asymptotique de R2* 

Cela posé on définit la correspondance cherchée entre Sz et Sz de la \ 
manière suivante. Soit A un point quelconque de Sz. Il existe un point --
Az de d tel que A soit situé dans ïe plan tangent r&Rx au point Az. Soit -
A le plan tangent à R% au point Bz = q>(Az). Alors r(A) contient la géné
ratrice r (r') de Rx (de R2) passant par Az (par Bz); soit h la correspon
dance homographi^ue entre r et r' qui vient d'être définie. Soit aussi k 
l'homographie osculatrice à la correspondance <p entre d et/d', corres
pondante au couple A 3, Bz. Il existe une homographie K bien déterminée ; < 
entré les deux plans r et À telle que h et k fassent partie de\K. L'image 
du point A dans la correspondance cherchée est alors le poiïit B •-== KÂ . 

Projektivni diferenciâlnJ géométrie kores-
pondencimezidvëmaprostory.lll. 

- (Obsah pfedeà lého ôlânku.} v • . .."*"" 

' V pïedchâzejîcfm '. pôjednâni byly stanovèny dya typy. korespoîi- ;\ 
denci mezi dyëma prostory Snr SH

f majicich tptâlnë ..K-lineafisujici-f.: 
pHmky* Pouzeprott == 3 existuji je^të dalsi typy korespondencL Jsou ta ^ 

jcelkem ëtyfi typy- U kaJdého ztëchto typû tvoH (iv prostb.m^8ivprosto- > 
rû S/) X-linearisujid p.HmkypiHmkovou kongrùçnci .kViomtb shrnûtiv; 
poplâipouze tvar tëchto kongruenciv£- IJ prvAiho tyjrn jei/UbovôlMgÇ 
kôngruencë R nebb -ff0ï tedy kongruence^ jejil kaïdâ fokâîni piocha je ptgN^> 
jektivn$.deform'6vatelnànê.tt)zvinuieln4< p!be&a a ^brâoenë kafcdâpfo-'y* 

* :« • î - ... - - '^ -- ; . . - , . . - ?- •;•••*•• • :_.'• . _ . > _ % , . . • - • ' : . • . ,'•••fÇft/1 *$• 



jektivní deformace nerozvinutelnó plochy dává vznik dvěma (v případě 
R) korespondencím tohoto typu nebo jedné (v případě .fí0). U druhého 
typu je L libovolná Hneární kongruencese dvěma různýma řídícími přím
kami. U třetího typu se kongruence L skládá z oo1 svazků přímek; 
středy těch svazků vyplní Hbovolnou prostorovou křivku a rovina 
svazku je vždy příslušnou oskulační rovinou této křivky. U čtvrtého 
typu je L libovolná taková kongruence, jejíž obě fokální plochy degenerují 
v jednu a touž přímku; speciální může L býti lineární kongruence se splý-
tajícími řídícími přímkami. 

'Ш'-' 
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