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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁN! MATEMATIKY A FYSIKY 

ČÁST MATEMATICKÁ 

2 g2nxni 

n=0^ "• ' 

a řad příbuzných. 
Bedřich Konig, Nové Město na Moravě. 

(DoSlo dne 15. prosince 1937.) 

Uvažujme nejprve trigonometrický rozvoj řady 
oo 2.t[nH—lni 

2 e \ *' 
J z ' ( I ) 

n=o(w -\ f- n)* ' 
n 

V celé práci předpokládáme: 
* 7C<Z<71, tyw > 1, 

bud 3# > 0 a potom tys > 0, nebo 3# = 0 a potom tys > 1. 
(ty = reálná část, 3 = imaginární část.) 

+ 00 
Q(wy z, * , Z) = J CK6«*. (1) 

_£-=—-co 

oo +ÍT 2x(n+—)jrf 

<*=i-T f e :—e- ť **d* = 
n-»o— * ( W - | (-%)« 

°° °° + -̂ ./ « \ / «\ 
1 V^ f r —(w+—+n}i + 2.«(n+-~ Lri—i-ffar 

n - 01=0 «-=----
00 oo + 1 

=- . ! ? [ ' £ . e—'("'+ •)+ařnl>+*)—***« ar-"1 ('—xda df = 
N ' n-Ot-0 *=-—1 

- oo co n + 1 

** 2TM 2 / / e-*^*'*'*--*'**--*) er»* i9-1 doc dt. 

n-Ot-Oa-n—1 
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00 1 00 
C 2 K = 2 i T T / [ / e* I^" ( 2^ 2^ dá+2je-H^»(-^2i.-)i] dJ e_« 1. ť^_i_ ř 

* ' t«0 «-0 «=0 

T'(s) J t—n (2x—2K) i ^ V l' 

Obdobně 
1 ~ eL-n{2x—2K—l)i 1 

C2*+1 =2ЩJ t-n(2x-2K-l)i ^ V-1 dť-

Takže obdržíme: 
1 "ji et—n(2x—K)i _|_ ( 1)X 

0 

Položíme-li 2x = p + ity, dostaneme: 

1 r pt—n(2x—K)i i ( 1 \K 

»-aWT.--(--*). e-"f"""- <2) 

oo 

+<- •>* /•- ••-,;: y + i - v - i ; » 4 * * °- <*•> 
o 

Pro c0 obdržíme též výraz 

Ca 

2n __w J , , (X , v_ 2J(w — a)8 ~~ ' J (w 4- <x\ 
(-*) 

'"-Tni )—-V~,-^J(^^'dx+JW+-^dx-
n=0—TI {w-\ \-7h)' 0 0 /£&) 

Pomocí Q(w, x9 s, z) obdržíme rozvoje následujících funkcí: 

°0 „ . +00 
—-—\ p2nx7it --—\ 

*(«,, x, *) = 2 7—Tňř = Q(tB' *' ** 0 ) = 2 CiC- ( I I ) (rø 4- я,)* 
n = o v ' ' _Г-—oo 

00 ( \ 

;s<«.8>=2i^-*<».°.«>=2(7^|(j^Fi+^}+ 

•+7k|/-"1/-,"-1",'^r'+/^''j4*[ (III> 



+ 

«*> = 2 * = 2 * + *<->••> = 
n = l n = l 

= Łñ> + 2(s — l) {(p—iү-1 + ^ î J + ( IV) 

v 4 = 1 l 0 0 J 

co . . V—1 

-*-=2 
P—i 

n-1 

cos 2wæя; 

+ Җp, X, s). 

sin 2w#л; 
TT , v" c o s *n%n TT , ^T s i n <-wa»& 
Ui w , x, s) = > 7 ; To> OoW, x, s) = > 7 ; ^ i 

n=0 v ' n=0 v ' 

U3(w, x,в) = 2, (— X> /w + nУ' 4 ( W ' X' S) 

П = 0 
(г<; + n)8 

-2<- l)n 
sin 2я,.r:/т 

n = 0 
(tø + n)* 

ř7i(w, x, s) = -£ {£(ю, ж, 5) + $(rø, — ж, в)}, 

U2(w, x, 5) "= - {Җw, — x,s) — Җw, x, s)}, 

U3(w, x,s)=ţ {Җw, x + £, в) + Щw, i~x, s)}, 

UŁ(w, x,s)= ^- {Җw, ţ — x,s) — Й(w, x + \, s)}. 

> ^ reá lné . 

(VI) 

) 

(3) 

T1(гt>, x, z,s) = 2 e 2nzrťi . cos 2nxл 

n = 0 
(w + n)8'' 

T2(w, x, z,s) = 2? ê Znzni . sin 2nxл 
(w + n)8' 

T3(w,x,z,s) = ^(— l)»e; 2nz?n 
. COS 2^Ж7Г 

n = 0 

2 ,
4 (w, .ŕ ,z ,в)-=2(—1)"^ 2nsjri 

n = 0 

(W + n)*' 

sin 2wæл, 
(w + n)*' 

(VII) 

V řadách (VII) jest buď 3(z ± x) > 0 a potom 9ls > 0, nebo 
3 ( z ± « ) = 0 a % > 1. 



Tt(w, x, z, s) = - {R(w, z—x + jr, s)— R{w, z + x + \, s)}. 

Tx(w, x, z, s) = \ {8(w, z + x,s\ + &(w, z — x, s)}, 1 

T2(w, x, z, s) = - {$?(w, 2 — x, s) — ${w, 2 + x, s)}, 

Tz(w, x, z, a). = i {£(«;, z + x + \,s) + &xw, z — x+\, s), ( <4) 

J 

Integrály vyskytující se v trigonometrických rozvojích uve
dených funkcí jsou tvaru: 

00 

3 = B r (7 ) / e ^ , | *~ l ( í + ^ ) - + t;-- (5) 

Speciálním případem (pro t) = 0) integrálu 3 jest 

^ - I V ) / * - " " - ^ ' (6 ) 

0 

kterým.se zabýval M. Lerch v Časopise pro pěst. matem, a fysiky. 
XLIX, str. 31—37, str. 81—88: 

Použijeme-li vztahu 
1 * 

V2 + l o g 2 ( 1 + 2) = Z, 7 [ *V) ( a) 
obdržíme: 

-řTě-lTi^-1*' (a,) 

1 v=0 
00 

. 31 = V*J'-L, Aw=l. (7) 
* Z_* v! w8 

v=0 

Čísla a, vypočteme z rovnic: 
00 

= T ^ H Í g-,2) ť k i a d n é > l o g 2, (b) 1 
v — l o g ( l - f z ) Z j r! 

1 1 2iv 
— iv — log (1 + 2) it> — log (1 + 2) v2 + log2 (1 + z) ' 

Žili 
_ o . ( — H>) — C,(iv) ' 

a 2ÍÍ * ( C ) 

-) Časopis pro pěst. mat. a fys. 49 (1919), 35—36. 
*) Časopis pro pěst. mat. a fys. 48 (1918), 313-?317. 



1 _ • ' 2! 3! 4! 2 .11 
ao = ̂ > a i = °> a2 = — —v o3 = ~v a4 = —ь ^-~, 

— _ 2 ' 5 ! 1 Q Q __ _ _] , 17.5! _ 2 2 . 137 

_ 7! 5! 147 4! 147 _ 8! 6! 322 4! 967 . 7 
a 7 —- VB v l + ^4 ' a 8 — ^io VS H ^ 

4! 121 . 9 

4 . 9 ! , 9 , 9 ! 27.13 397 , 4! 761 . 3 . 4 _, 

(d) 

(8) 

Pro integrál (5) obdržíme, užitím rovnice (a'), 
00 co 

3 - _L y ± f e-wt j*-i (e-(-+*» _ i)- dř = 
1 (s) t—i v\ J 

00 . 

Zj *! \ 4 (tt> + z)'/ 

| (w + z)'\ (w + v)> \l)(w+v—iy^ ••' 
ve—w& 1 . . . + ( _ i)*-i —— h í— IV — . ^ v ' (w + \y ^ v ' w* 

Při výpočtech f («), R(w, s), 8(w, x, s) s 9tx = O dle (2a) a (8) 
přijdeme k řadám: 

^ ) = 2 Í = (2|!
22"-1^3)-

(10) 

2 / 1 \k 2 2 n ~ 1 1 o2n—1 1 

V ~ = —-!-«-»)- (2Í)T-7 t 2' , f i»-
J f c = l V ' 

V rovnicích (10) jest n celé, > O, Bn jsou čísla Bernoulliova: Bx = -£, 
-S« = "sV' ^a = iV> -S4 = -aV> a t d -

Abychom ukázali užitečnost vypočtených vzorců, určeme 
* í(3), kladouce v (III) a (IV) s = 3, p = w = 20; tedy 

19 

C(3) = 2 ^ + т(ï9' + 2Ö-+2°- = 
П-=l * ' * = - l 

8) Viz na př. Serret-Scheffers: Lehrbuch der Düferrential u. Integral 
Rechnung, I I Teil, 4. u. 5. Auflage, str. 251. 



*= 1,200 742 841 4097 + 0,001 317 520 7756 + ]9 aK. 

Při tom 

K=l V '.K-l X0 ' O ' 

.K = lv=0 l J 

= 3Ž*fJ"lF+*15-} + * 
*=0 l -1 

00 

kde 2U = —r x (— * ) * a» ( v = ^ ) vypočteme dle rovnic (d) a (10). 
K=l 

Po výpočtu obdržíme 
00 

y aK = — 0,000 003 459 574 9 . . . + R; 
K=-i 

a tedy 
C(3) = 1,202 056 902 610 4 + iž. 

Srovnáním se známou hodnotou £(3) zjistíme, že R < 10"~~12. 
Nakonec děkuji srdečně panu univ. profesoru dr. Vojtěchu 

- Jarníkovi za některé pokyny udělené mi při přepracování této 
práce. * 

2
g2nxnl 

7 — i \8' 

n = 0 ^ ' 

(Auszug a u s d e m v o r s t e h e n d e n A r t i k e l . ) 

Man betrachte zunáchst die trigonometrische Reihe der Hilfs-
funktion 

co 2.r(tt+~j** 

Q{w, x9 s, z) = 2 / ' g -> — -r < 2 < 7T. (I) 
n-=o|w-| \-ny 

+ oo 

i~--—co 

Fůr die Koeffizienten c& bekommfc man die Formel (2a). 

6 



Die Reihen für &(w9 x9 s)9 9?(w, s)9 f(s) ergeben sich aus den 
Formeln: 

+ co 

R(w, x9 s) = ^ c&> R(w> s) = Ä(w, 0, s)9 C(s) = Ä(l, 0, 5). 
.£=—oo 

Die in diesen Entwicklungen vorkommenden Integrale sind von 
der Gestalt: 

00 

Zur Auswertung dieser Integrale benutzt man die Formel: 
00 

1 N" a ' v i \ 
V* + log* (1 + Z) 

»=0 

und man bekommt für das Integral (5): 

. 3 = 2-SH'H"I^M'Az=l,z==°* (8) 
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