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holy zidané. Involuce o, pg jest elliptickd, tedy X osa vedlejsi;
potence involuce =— — ov?, a hyperbola je rovnoosa, tedy bod v
vrcholem jejim. Tim hyperbola jedna jest uriena s dostatek;
druh4 sestroji se obdobné z dotyéného bodu e na tetné 7.

Aby tyto hyperboly byly reilny, musi byti tyto podminky
splnény: 1. Svird-li tetna 7' s danou osou X uhel ¢ <{4H° a
je-li 7, tetna soumérnd k T podle X, musi bod @« byti din
vnitt jednoho z fupich uhld, jez pfimky 7', X spolu tvoif; osa
X je wvedlejsi osou hyperboly; 2. je-li vSak thel « > 45° musi
bod « lezeti vnitt jednoho z ostrych uhld 7X; X jest pak hlavni
osou hyperboly. —

Dodatek: Viecky tyto tulohy lze Fediti zptisobem obdob-
nym, dén-li misto osy X jeden pridmér R kuZelosetky a smér
@ priuméru sdruzeného; tim je stanovena Alinogondlnd sym-
metrie kuzelosetky podle RB. Samodruzné body involuce na R
nejsou oviem vrcholy kiivky, nybrz toliko krajni body priméru
R; tetny v téchto bodech jsou || Q. P#i hyperbole rovnoosé
jsou tim dany i sméry asymptot, jezto pili odchylky sméri R,
@; a tim jsou stanoveny i sméry obou os. (Dokonéeni.)

Reseni linearnich rovnie vektorovych o jedné
neznameé.
Napsal vl. rada Ant. Libicky.

Rovnici nazyvame vektorovou, je-1i v ni nezndmou vektor *).
Znamé velitiny, které se v takové rovnici vyskytuji, jsou bud
vektory nebo skaldry.

Rovnice vektorovd, jejiz kazdy ¢Elen chovd jen jeden ne-
zndmy ¢initel, jest linedrni.

Rozezndvdme rovnice skaldrni nebo vektorové v wuisim
smyslu dle toho, jsou-li v3echny tleny jeji bud skaldry nebo
vektory. Soustavy takovych rovnic mohou byti téz smisené, jsou-li
nékteré rovnice skaldrni, jiné vektorové.**)

*) Viz moji , Vektorovou analysis«, str. 2.; cituji-li tento spis v dal-
$im, uzivam pron zkratky V. 4. Podotykdm, Ze oznaluji vektory, jejich
soutiny a j. tymz zpisobem, jako v tomto spise.

**) Obmezuji se v tomto ¢ldnku na rovnice, v nichZ se vyskytuji
Jjen soutiny skalérni neb vektoridlni.



I. Reseni rovnic skalarnich.

1. Nejjednodussi tvar rovnice skaldrni jest
X.a=—m, @®
v i levd strana jest skaldrni soudin vektor X a a, jehoZ hod-

A
nota jest za cos Xa €ili apra X. Ve vyrazech téch znaii a, »

délky vektord x a a (jejich skaldrni &dsti), an dhel, ktery uza-
viraji jejich sméry, a praX primét vektoru X na smér vektoru
a. Ponévadz vektor jest urlen tfemi skaldrnimi veli¢inami, jest
zfejmo, Ze rovnici tou nezndmy vektor X neni jednoznaéné
urcen.

Rovnicf (1) se zdd4, aby primét vektoru X na smér da-

ného vektoru a byl stdly, totiz roven podilu ﬁ(}. Takovych ve-

ktorti jest patrné nekone¢né mnoho; vychdzeji-li ze spoleéného
potitku O (obr. 1.), ktery jest téz potatkem vektoru a, lezi kon-
cové body jejich v rovin& & vedené kolmo k a ve vzddlenosti

od O rovné % jednotek délkovych. Nebot z pravoihlého troj-
dhelnika OX,X plyne pro kazdy takovy vektor
P — AN
0X,=—= 0Xcos Xa.
Mezi vSemi témi vektory méd jeden X, smér a, jest tudiZ

kolmy na roviné &; délka jeho jest %, tudiz -

X, =—=—a
0 a v

znadi-li a, vektor majici smér vektoru a, jehoZ délka se rovni
jednotce délkové (jednotkovy vektor).

Nazveme-li vektor —tlTa,, jehoz délka jest rovna pievré-

cené hodnoté délky a vektoru a a jehoZ smér souhlasf se smérem
tohoto vektoru, zvratnou hodnotou vektoru a (V. A., str. 24),

a oznalime-li vektor ten %—, jest specielni kofen rovnice (1)

1
X, = m?. (2)
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Budiz k libovolny vektor v roviné & vedeny bodem X, ;
jezto dle obr. (1) plati

X =X,+4+ Kk,
bude obecny kofen rovnice (1) din vzorcem

X=m —é—l— k. ~ (3a)

Kazdym vektorem k, kolmym k a, ustanoven jest jeden
kofen x.

A/

Obr. 1.

Vhodnéji nahradime vektor k jinym vektorem r, vedenym
zcela libovolné potdtkem O. Utvofme totiz vektoridlni souéin
r X a; soutin ten jest, jak zndmo, urfen vektorem kolmym
k roviné r a a (v kladném sméru), jehoz délka m4 tolik jedno-
tek délkovych, kolik jednotek ploSnych mg obsah rovnobézZnika
sestrojeného z r a a. Ponévadz rovina, vedend vektory r a a,
stoji kolmo na £, le#i vektor r > a v této roving; i miizeme
jej poklddati za vektor k a psdti

x:m%—}—r)(a*). (3b)

*) Stanoveni X z rovnice X.a — 2 (a z rovnice X X a — m nize
v odst. 8.) souvisi patrné s vykonem déleni; X lze totiZ miti za podil ska-
liru m (neb vektoru m) a vektoru a. Viz Fawumann: ,Die Grundlagen der
Bewegungslehre“, pag. 25.—28.
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Z predeslého jest patrno, Ze x.a — m jest rovnici roviny
&, urtené smérem a délkou kolmice, vedené k ni z pocitku O.
Kofen x rovnice (1) jest urten jednoznaéné, je-li o ném
d4na podminka, ze mé byti téhoz sméru, jako dany vektor v.

N A
Pak jest thel xa — va, tudiZ
A N @ A
X . &= az c0s Xa = a& C0SVa = ——av €08 Va,

z tehoz jde
X .a=2V.a.

Ponévadz dle (1) x . a = m, nabudeme téz
myv==zV.a.

Jsou-li vektory X a v téhoz sméru, jsou také jednotkové
vektory jejich x, a v, stejné, tudiz
mov, = (V- a) X,
¢ili
mv = (Vv .a)X,
jezto v —=ov, a X — zX,.
Z této rovnice plyne

X=m

e (42)

ponévadz soulin v . a jest skaldr.
Vektor tvaru v—vﬁ jest Jaumannuv vektor reciprokdlni

k vektoru a ve sméru vektoru v; zavedouce proii oznaceni

X'=—-,
v.a

nabudeme koneéné
X — mx’. . (4b)

V rovnici X .a = m miZe byti ve zvldstnim pifpadé m
= 1; pak bude dle (2)

XO:—;— a dle (35) x::-%-+r><a

neb dle (46) x — x'. Rovina ¢ jest vzddlena od potétku -cli_
jednotek délkovych.
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Je-li v rovnici (1) m = 0, tedy dand rovnice x .a =0,
prochézi rovina £ potitkem a kofenem rovnice jest kazdy vektor
kolmy k a, coz z definice skaldrniho soutinu bezprostfedné plyne.

Slozit&jsi rovnice

x+a).b=m
fe§f se snadno, piSeme-li ji ve tvaru

) X.b+a.b=m
¢ili A
X .b=m —abcos ab = »n.

2. Jsou-li dény dvé rovnice
X.a=m, X.b=mn, (5)

pfisludeji jim dvé roviny & | a a & 1 b, které se proti-
naji v pfimee p kolmé k roviné vektori a a b. Viechny vektory,
vedené z poldtku O k bodim této pfimky, jsou Kofeny rovnic
(5). Specielni kofen X, jest vektor kolmy k p, ktery tudiz lezi
v roviné vektori a a b (obr. 2.); abychom jej ustanovili, vyji-
dfeme jej jako soulet (geometricky) dvou stftancd, z nichz je-
den m4 délku
0% = BX
8in «

’

A
znadf-li « uhel ab.
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Jezto viak

BY = 5%, = X0 4% _0X.—04

, sine~ sine”  sine ’
kde
0X, = il s 62:1-008 o,
a b
bude
0X'= 1 (ﬂ——n~COSa)
" sina\ a b ’
Pro délku druhého stitance nabudeme nejprve
n

XX,=BX;,= vX,— O0B= 3 ©X'cos «,
pak, vlozime-li za OX' vyhledanou hodnotu,
e N cos « [m n 1 ”n m
XX =~ s “(—a———h—cos “)"sin“a (_17_7008 a)'
Jsou-li a, a b, jednotkové vektory pro a a b, bude tudiz

n m

. m n
sin? e X, :(—a—~ - cos a) a, + (-b——-—a—cos x)b,, (6)
a obecny kofen danych rovnic

X =X, + r[a X b], O
kde » znati jakykoli skaldr. Ponévadz totiZ vektoridlni soutin
a b jest uréen vektorem kolmym k jeho roviné, jest koncovy
bod vektoru r[a > b] libovolnym bodem pimky p.

Zgroveii pozndvdme, %e X . a = m, X . b = # jsou rovnice
piimky p, kolmé k vektorim a a b. Uvdzime-li, Ze pi{mka ta
ma smér vektoru stanoviciho soufin a X b a Ze tyz smér md

vektor X — X, je-li x vektor, vedeny z potdtku k libovolnému
bodu pfimky p jest
[aXb] X (x—1Xx,) =0, )

jelikoz vektoridlni souéin dvou vektori téhoZz sméru se rovnd
nulle.

Kdyby bylo ve zvld§tnim piipadé a | b, tedy Ghel « = 90°,
bylo by '

m n

Xo=731 +—b"b1
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m n r
szo"l_rabcl:"&"aq "I"—b‘b] +_c“cn

. . . . 1

znati-li ¢, jednotkovy vektor, kolmy k a i b, a ¢ =

Zavedeme-li ve vzorci tom zvratné hodnoty vektord, ob-
drzime

1 1 1

X = ’aT—i—'n‘l—)T—i- 1"—61—,

v némz jest r jako vy3e libovolnym skaldrem. Jest pak x 1hlo-
piiénou rovnob&znosténu, jehoz dvé hrany maji délky -’;i, %
a tret libovolnou délku —.
3. T#i skaldrni rovnice
X.a=m X.b=n X.¢c=p 9y

urtuji jediny vektor, spoleény kofen téchto rovnic. Jest patrno,
7e koncovy bod tohoto vektoru jest prisetikem tif rovin &, &
a &, ptislu§nych témto rovnicim. Stanovime jej, uréime-li prise-
¢ik pfimky p, kterd pfisluii na p¥. obéma prvnim danym rovni-
cim, s rovinou treti. Bylo by tedy tieba Feiti rovnice

(8) [aXb] XX —X,)=0

a tfeti vovnici (9) X.¢=p;

feseni této smifené soustavy rovnic provedeno bude niZze v od-
stavei 10.

Jinak lze FeSiti rovnice (9), pouZijeme-li soustavy vektort,
zvané reciprokdlni.*) (V. A. pag. 142). Ptedpokladajice, ze
vektory a, b, ¢ nejsou komplandrni, t. j. nejsou rovnobé&zny
k jedné roviné, mizeme hledany kofen rovnic (9) psiti ve tvaru

X =a'a' + b + ¢'¢, (10)
kde a’ jest vektor kolmy k b a e, b’ vektor kolmy k ¢ a a a
¢’ vektor kolmy k a a b. Délky téchto vektorl zatim neuréime.

Mdme tudiz dvé soustavy vektori a, b, ¢ a a’, b’, ¢
v uréitém vzdjemném vztahu. Piiblizime-li k jejich jednotkovym
vektoriim, jsou koncové body jejich na povrchu koule, jejimz

*) Gibbs- Wilson: Vector analysis, pag. 89.
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stfedem jest spoletny pocdtek viech t&chto vektord a jejiz polo-
mér rovnd se jednotce délkové. Na této kouli tvori konce ve-
ktorii a, b a ¢ jeden sféricky trojihelnik a konce vektorti a’,
b” a ¢ druby trojibelnik, ktery jest poldarni k prvnfmu.
Nésobme rovnici (10) skalarné vektoridlnim soudinem
- b" X ¢'; i obdrzime

x.[b"Xel=da .[bXe]+0b.[b X
+c'e’ . [b" X ¢'].

Vyrazy a’'.[b' X €], b .[b"' X ¢'] atd. v této rovnici
jsou soutiny t¥f vektor®, zvané skaldrnimi (V. A. pag. 19), jez
znamendme kratteji (a’b’e”), (b'b’¢’) atd. Hodnota kaZdého z nich
jest skaldrni veli¢ina, totiz ¢islo stanovici obsah rovnobéznosténu,
jehoz tti sousedni hrany jsou ¢initelé souéinu (s p¥islu§nym zna-
ménkem). Z toho jde, Ze skaldrni souéiny ti{ vektord, jichz Ci-
nitelé jsou komplandrni neb jichz dva ¢initelé jsou stejny, maji
hodnotu rovnou nulle.

Tudiz

b'.[b"Xe]l=¢.[bXe]=0
a posledni rovnice nabyvd tvaru
x.[b" X ¢]=2ad (a'b’e’),

b X ¢
| J—
=X. @ve)
Podobné obdrZime z rovnice (10|), ndsobice ji vektoridlnim
soutinem ¢’ X a’, ze

Z ¢ehoz

a

. ¢ Xa
V=x @)’
jezto
b .[e' Xa]=a'.[b X e]=(aV'e)

(V. A., pag. 19.); koneéné bude

a’ xXb’

(al br cl) .

VloZenfm téchto hodnot pro a', ', ¢’ do rovnice (10) na-

budeme vzorce

(. Xy, e xa'),, _a'XxXb' ,
X ——(X * (arbf cr)) a +(X . (a’b’c’) )b +(X . (arbrcr)) c.

¢ =x.
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Dle toho, co bylo povédéno o poloze vektord a’, b’, ¢, jest
také vektor a kolmy k vektordm b' a ¢', vektor b kolmy k ¢’
a a’ a vektor ¢ kolmy k a’' a b‘; i lze délky vektoru a‘, b’, ¢,
dosud neurdené, voliti tak, aby

b’ X e __ ¢ Xa' _ a’ xXb' _
@be) Y abve) " abve) O (11a)
Pak bude
x=x.aa 4+ X.bb+x.c¢)c (12q)
anebo dle (9) .
X = ma' -- nb’ 4 pe’, (127)

coZ jest kofen dané soustavy rovnic.

Soustavy vektord a, b, ¢ a a’, b’, ¢ jsou reciprokilni;
plati pak pro a‘, b', ¢ vzorce obdobné k (11a), totiz

_bXe b,__c><a ,_aXb

a' ——

— (abe)’ ~ (abe)’ ¢= (abe)

(Viz V. A., vzorce 163a a 163b s tim rozdilem, %e misto a‘,
b’, ¢' uzivd se v nich oznaleni a—%, b—, ¢™1).

(11b)

Shoda s reciprokdlnim vektorem %} k vektoru a (dle

rovnice 44) jest patrna; tieba jen ve vzorci tom poloziti za v
vektoridlni souéin b X< ¢, abychom obdrZeli prvni vzorec (115).

O zvldStnim piipads, Ze vektory a, b, ¢ v rovnicich (9)
jsou k sob& vzdjemné kolmé, netteba se ddle Sifiti.

Zbyvé jesté vySetfiti pfipad, kdy vektory a, b, ¢ jsou
komplandrni. Pak pfislu§né roviny &, &,.£. musi prochdzeti je-
dinou pfimkou, kolmou k rovin& vektord a, b, e, ¢ili piimky
X.X,, XpX,, X.X, musf se protinati v jednom bod& X, (obr. 3.).

Podmineénou rovnici pro tuto zvlastni polohu nalezneme,
piSeme-li

, e c”
¢c=ca, + ¢ b1—73+-b—b,

kde ¢’ jest déno délkou OC" a ¢* délkou C C.
Pak se zmé&nfi tfeti rovnice (9) v

i ‘"

4 4
——d—x.a—{——b—x.b_p
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¢ili
cl CH
m - + n = p.
Aviak v A O0CC" jest
U — —_— N A A
0C': C'C': OC = sin ¢b : sin ae : sin ab,
z tehoz jde

3 A . /\
, __csin ¢cb . __ csin ae
— — a (M=
IN A7
sin ab sin ab

kde ¢ znadi délku OC.

Qbr. 3.

Vlozice tyto hodnoty do posledni rovnice, obdrzime
A A
m csineb | n csinac
o AT b N
sin ab sin ab

¢ili
mo,

N A
n .
~- sin ¢b + - sin ae = L

. N
-—sin ab;
4

A A
jezto sin ab — — sin ba, bude hledand rovnice podminecnd

m ., N n , N A
TSlncb+7s1nac+—zcz-81nba=O-
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Vyhovi-li se této podmince, maji rovnice (9) nekonetné
mnoZstvi kofeni X, které vychdzejice ze spoletného poéitku O,
konéi v nékterém bodé ptimky p, vztylené v X, kolmo na ro-
ving vektorG a a b. Specielni kofen X, i obecny kofen x usta-
novime podobnym zpiisobem jako.u rovnic (5) v odstavei 2.

4. Jsou-li ddny Ctyfi rovnice

X.a=m, X.b==n, X.¢e=p, X.d =g,
nalezneme vysledek eliminace nezndmé z téchto rovnic, jestlize
z kterychkoli t¥{ rovnic ustanovime x a hodnotu jeho vlozime
do rovnice ttvrté.

Dle (12b) bude z prvnich t¥i rovnie

X = ma' 4+ nb’ + pe';
vlozice tuto hodnotu do rovnice ttvrté, obdrzime
ma .d+=b.d+pe.d=aq.
Nahradime-li v této rovnici a‘, b’, ¢’ hodnotami (11b), vychdzi
b Xe cXa axXb ,_
" (abe) + (abe) A4 (abe) A=y
eili
m(bed) + n(cad) + p (abd) = ¢ (abe), (13)
jako hledany vysledek eliminace (V. 4. vzorec (19) na str. 22).
(Dokonceni.)

Priblizny vyraz pro 4+Vi+z* Vv intervalu
' od 0 do L

Dr. B. Kladivo v Brné.

Odmocnina + \/I + «* se nahrazuje v intervalu od O do 1
vyrazem

M [6Y2 —4 — 311 + V)] = + [2 — 2V2 + 20 (1 +V2)),
spliiujicim pozadavek *), aby byl minimdlni integral

‘ﬁ+V1+xL~&x—AJMm

*) F. R, Helmert: Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der
kleinsten Quadrate 2. Aufl. 1907 str. 379.
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