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O minimu forem kvadratických. 
Napsal K. Petr. 

Budiž dána kvadratická forma 
^ 1 1 * ^ 1 " i - ^ 1 2 ^ 1 * 2 ~T~ ^ 2 2 * ^ 2 "T~ • • • | " @nn%n 

o n proměnných xu x2y . . . xn. Proměnné nabývejtež jenom 
celistvé hodnoty (kladné, záporné, po případě i míliové; vyjmut 
je tolika případ, kde všecky proměnné se rovnají současně nulle). 
Pro jeden systém (po případě i pro více) přípustných hodnot 
nabývá daná kvadratická forma nejmenší hodnoty absolutní. 
O této nejmenší hodnotě dokázal Hermite *),že jest menší nežli číslo 

| ( « - i ) n  

\j\D\, |# |>0, (т)' 
kde D jest diskriminant dané kvadratické formy. 

Důkaz provádí na základě obecné indukce pomocí t. zv. při
družené formy. Jiný důkaz podali později Korhine a Zolotarev **). 

V následujícím podán důka^ toho tvrzení rovněž úplnou 
indukcí zcela jednoduchý a prostředky zcela elementárnými. 
Budiž en kladný numerický koefficient závislý na n, který teprve 
později stanovíme a hledíme dokázati, že abs. hodnota minima 

n 

kvadratické formy o n proměnných jest menší než en\\D\, 
předpokládajíce, že abs. hodnota minima kvadratické formy on — 1 

7 1 — I 

proměnných jest menší než €n—^J\D\. Dejme tomu, že by exi
stovaly kvadratické formy o n proměnných, kde by abs. hodn. 

n 

minima byla větší nebo rovna, nežli £nV| D\. Lineárnou trans
formací proměnných o celistvých koefficientech a o determinantu 
1 převeďme takovou kvadratickou formu na ekvivalentní a zá
roveň takovou, aby au bylo právě ono minimum kvadratické 
formy. Jest tedy dle supposice 

n 

\ail\^sn\J\F\. (i) 
*) Extraits de lettres de M. Gh. Hermite sur différents objets de la 

théorie des nombres. Journ. f. reine und ang. Math. 40. (1850.) p. 223; 
Oeuvres 1., str. 103. 

**) V pojednânî >Sur les formes quadratiques* Math. Annalen 7. 
(1873) str. 373. 
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Pišme tu kvadratickou formu ve tvaru 
V2 

«llí^l +a
iT

X2 + ~1 *8 + • • • °!rXA + Vfo; %3> . - • #») (2) 
\ a l l w l l a U / 

cp (x2) x3, . . . xn) jest kvadratická forma o diskriminantu — 
au 

závislá na n — 1 proměnných a minimum její dle předpokladu 
jest menší co do abs. hodn., nežli 

n—1 

a tudíž dle (1) menší než 
n—1 

Zvolíme-li si v naší kvadratické formě x2, x3,... xn tak, 
<p (x2, x3,... xn) nabývala minimum (při čemž x2, x3,... xn 

nejsou vesměs rovny nulle), xx pak tak, aby 

íodnoty menší co do 

Xl + _ " X2 + ' ' • ~ Xn 

vidíme, že kvadratická forma (2) nabývá 
absolutní hodnoty než 

i _ n  

T \ aU I + *»-l £nn-l\\D\, 
což jest menší (po případě rovno) nežli | axl \, když 

1 n w 

cw-i c»~i ViSl = ! ** Vi#í-
Hoví-li tudíž čísla £n rovnici 

i 

£ » - l £n n~1 =• 7 čn, 

či jinak • C-i = (I)"" 1 «* (4) 
nemůže býti alx minimum kvadratické formy za podmínky (1). 

Jelikož u formy kvadratické binární jest jak známo abs. 
hodnota minima menší nežli 

VÍToi 
a tedy e2 můžeme klásti rovno (£)>, vyplývá ze (4) pro en rovnost 

n - l 

en = ( ! ) — 
což jest hodnota Hermiteova. 
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Zároveň však lze snadno dovoditi ještě jinou velice důle
žitou nerovnost pro formy t. zv. positivní redukované*). U forem 
redukovaných a n jest minimum formy a zároveň jest (vedle jiných 
podmínek) splněno, že a u ^ a22 5^ a 3 3 . . . 5^ ann a že součin 

# 2 1 . Cř22 • . • ann 

má ze všech forem téže třídy, k níž patří právě daná reduko
vaná forma, nejmenší hodnotu. Dokážeme si, že 

Of\\ Q>q2 ' ' * ^nn <**» ^ n L I ; 

kde rjn jest kladný vhodně volený numerický součinitel, jehož hodnotu 
později stanovíme. Abychom nerovnost zmíněnou dokázali, před
pokládejme její platnost pro formy redukované on — 1 proměnných. 

Zavedme ve (2), kde a u jest již minimum formy (2), li
neární substitucí o celistvých součinitelích a o determinantu 1 
místo #2, x.óy . . . xn nové proměnné x\, x'3, . . . x'n tak, aby 
forma cp (x2, . . . xn) se změnila na redukovanou. 

Koeficienty při x% x% . . . této redukované formy o n - 1 
proměnných budou hověti nerovnině 

b22 b33 . . . bnn < Vn-1 . — . (5) 

Zároveň jest dle předcházejícího jasno, že b22 ^ f a n . 
Současně učiníme substituci 

#j 1ZZ X 1 —f- Ai2X 2 -\- • . . —(— Á mX ni 

kde celá čísla i 1 2 , . . . tak volíme, aby koeficienty při x'2, x'3 . . . 
v závorce prvního členu ve (2) byly menší, po případě rovny f. 
Tím změní se nám forma (2) ve formu 

# 1 1 & l ~l "-*# i 2 *^ 1*^ 2 I # 22 *^2 ~T~ • • • 

v níž bude a'22 ^ 622 + i « u ^ f &a2 

/ř' <1 4 Ii 
^ з з -=-= з ^ з з ; 

a bude tedy dle (5) 
a11 ď22 . . . alnn < (l)n X Vn-1 D. 

Tím spíše bude platiti pro formu redukovanou 
ana22 . . . ann < (I)"-1 ^ . j D. 

Jelikož 7]n = ({)n-i ^n_! 
a jelikož, jak z nauky o kvadratických formách jest známo, 

n(n—l) 

?7n = ( | ) ~ 2 ~ -

*) Viz Hermite 1. c. str. 262. 
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