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O vnitini souvislosti nékterych loh Apolloniova

problému. )

Napsal Ant. Jerabek.
(Dokonéeni.)

Iv.

Posineme-li dané kruinice K., K,, K;*), az viechny t¥i
probihaji spoleénym bodem A, miZeme poloZiti tlohu dalf:

Obr. 5.

Uloha IV. Sestrojiti stred kruinice, kterd se dotykd tFi
krutnic K,, K,, K, prochdzejicich danym bodem A, jsou-li
ddny jejich stFedy S,, S,, Ss (obr. 5.).

1) Oprava, Nastr, 370, 4. a 11, ma bjti (o 5=r,) misto (o +=r,).
. *) Dané a hledané kruinice jsou zde oznadeny opaéné nei ve lI.
vzhledem ku V. — Kruinice K,, K,, K, poznime v obr. 5. dle jejich
sttedd S,, S,, S,.

’
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Ulohu 1V. mizeme poklddati za svld$tni piipad tlohy
obecné; aviak feleni provedeme téZ na zdklad® dosavadnich vy-
sledkd.

I. Reseni uzitim algebry.

Bod A jakoito nekoneéné mald kruZnice vyhovuje sim
ftyFikrat danému tkolu, stivaje se jednim Clenem kazdé ze dty#
hledanych dvojic (40,), (40,), (40,), (40,). —

Dle véty B tlohy II. jsou chorddly téchto dvojic p,, p.,
Ps, D, CtyFmi osami podobmosti danych t¥i kruimie K,, K,, K.

Vyhledejme tedy Ctyfi osy podobnosti kruznic K,, K,, K,
a na jejich kolmicich AX,, 4X,, AX, AX, sestrojme stfedy

0,, 0,, O,, O, zplsobem zndmym z dlohy piedeslé. (1. sestrojent.)
' 2. Reseni uzitim podobnosti.

Budiz K kterdkoliv ze #Fi danych kruznic K,, K,, K,
a S jeji stred; budiz ddle p; chorddla bodu A a hledané kruiz-
nice O; i SN; | pi- Dle ptede§lého feSeni lze p; poklidati za
danou.

Je-li AX; | pi, lett O; na AX; a dle (3) jest

SM 7
SA=0.4" 19)

Sestrojeni. a) Chorddla p; protind danow kruZznmici K v bo-
dech redlngch T (obr. 6.).

Utitime 4X; | piy AR TS, << ARQ = R (Qna AX));
hledany dotyény bod Z lezi pak na rownobééce ku @S bodem A
vedené. — (Prodlouzime-li SZ, aZ protne AX,, ziskime hledany
stred O.)

Dikaz.

SNi __SN: AR _ ZS8 _ 0z
SA T ST — 4Q AQ~ 0.4’
¢imz podmince (19) jest vyhovéno.

Sestrojeni. ) Chorddla p; protind danow kruZnici K v bo-
dech imagindrngch (obr. 7.). Vedme tetnu N;T ku K, AV || p:
LQ 1+ ST (L na AX;, Q na AV); hledany dotyény bod Z leZi
potom na rovnobéice, ku LS bodem A vedemé. — Dikaz ob-
dobow snadno provede &tendf.
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3. Reseni. @) Rozbor (obr. 6.). Je-li AV tetnou hledané
kruznice, musi pravoihlé trojuhelniky STN; a 0;AV byti po-
dobny, md-li vyhové&no byti podmince (19)

SNi_ 07

ST — 0:A°
ale potom AV ] ST. Mimo to A4C = CV, jak z pojmu chor-
ddly p: vyplyvé.

Obr, 6.

Sestrojeni. Spustme AC | ST (Cna p:) a prodluzme kolmici
AC o vlastni délku do V, i uliime <t AVO; = R.

b) Rozbor (obr. 7.). Je-li { 1;’3} tecnou { gfe?ané} kruz-
nice, musi pravouhlé trojihelniky STN; a 0:4V dle (19) byti
podobny, a proto <t AVO; = <t SN;T.

Mimo to musi VC — CA, jak vysvitd z pojmu chorddly
pi. Jeli CE | AV, jest << AVO;= << VCE = < ECA a
tedy téz2 <« ECA = < SN:T.

Sestrojeni. Vedme AC||TN;, utiime CV = CA4, a
Vo; 1 CV.

4. Reseni. Poklddejme (obr. 7.) chordalu p; za poldru ku K,
sestrojme jeji pdl H; i jest hledany dotyény bod Z na spoj-
nici AH.
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Dikaz. Dle sestrojeni jest
8N, _ 8T _S8zZ_0zZ
ST —SH— SH™— 04’
¢mZ podminka (19) je splnéna. —

Obdobné& provede se FeSeni, kdyz poldra p; protind danow
kruznici K v bodech redlnych, coi zistavuje se laskavému
Ctendti.

Poznamka. Toto fefeni vyplyvdi téz z obecného Fesenf
Gergonnova ; bod 4 -totiz je stFedem chorddluym danyjch kruz-
nic, a chorddly p,, p,, Dy, P, jSOU osami podobnosti téchie.

pi

p

Obr. 7.

5. Reseni plyne z obecného II. y. (obr. 6.).

Spoleény bod i dangch kruznic A jest nejen chorddingm
jejich st¥edem, ale také nekoneéné malow kruznici IT (srov. IL y);
chorddla kruznic K a IT jevi se teénou t kruznice K v bodé 4.
Zbyvé tudiz jen kolem M (prisetiku ptimek p; a £) opsati kruznici,
prochdzejici bodem A a najiti tak na K dotyény bod Z. — (Srov.
téz 2. sestrojeni dlohy III.)
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V.
0 poméru ilohy IV. k uloze I

Uloha IV. vznikla ze II. tfm, Ze jsme zménili obecnou po-
lohu danych kruznic; miZeme vSak ukdzati, Ze ji i s L. dlohou
Ize uvésti v pomér, uzije-li se zmény logické tak zvaného obratu
(conversio). Poméru tloh obrdcenyeh IV. a I. neni zde oviem
rozuméti tak, Ze by v soudech hypothetickych, k nimZ vede fe-
Seni jednoho a druhého tkolu, podminka s podminénym naprosto
byly zaménény, jako se stalo v iloze III., ale Ze pfiddno byti
musi ldtky v podmince (conditio) tlohy IV., aby ziskdéno bylo
podminéné (conditionatum) pro tlohu I.

Za tim ucelem p¥idruzme v mysli k danym kruZnicim
jesté Ctortou
K3
K1(’

kters (srov. pozndmku k dloze 1.) na pt. s K, tvoric dvojici, prochdsi

bodem A a kruiwic 0, 0y } se dotykd.
03, 04

Patrné lze potom uliniti obrat souvétim:

Sestrojiti kruZnici { , jed probihajic bodem A kruznic

01’ 0‘2
037 04
Jsme predem presvédieni, Ze feSenim odpovi se na K!
dvojicemi (K,K,), (K,KI) a na K dvojicemi (X, K,), (K,K7).
Soudfme tudiz dle disledku 1. Glohy I., Ze v této dvojité tloze chor-

y *
délny stred { Zu 1 iruzmic { 0,, 05, 4
Py, [

K
KU
} se dotykd.

0. 0. A } jest spoleénym
37 4)

(K, Ky), (K,KJ)
(K, Ky, (B,KD

stfedem podobnosti dvojic

*) Méli bychom psti Py s a Py,; véak i nadile budeme uiivati
oznadeni udavatell bez &arky, takie Pj; znamenati bude chordilny stied
kruznic 0;, 0; a bodu A, neboli priisedik chordil p; a p;. — Dle tobo leii

Si | Py, S, }
na .
:SI},’ {P3483
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Patrné pfichdzi dvojice (K,K,) spoleéné v obou rddcich
naieho souvéti; nemide tedy byti jinak mes, Ze v jednom chor-
ddlny stFed je vnitnim a v druhém Fddku vnéjSim stiedem po-
dobnosti dvojice (K,K,). Snadno tudiz ziskdme chorddlné stiedy
P,,, P;, jako priseciky ramen pravého tuhlu-XAY se stiednou
8,8, je-li totiz AY symmetrdlow tihlu S,AS, (obr. 5.). —

UvaZzujme dile. —

1. (K.K,) odpovidé péru dvojic(g'g")_. kdyz ku K, pH-
3Y4

druzime kruZnici {g{}}
Viak miizeme téz ku K, piidruziti kruznici {4 ! a ko-
. .. [KY
neéné i ku K, kruZnici { Kfl}
Jinymi slovy:
Ze tri danych kruZznic lze sestaviti v uloze IV. ¢ pdry
skupin
J(K. &), (KaKD} {(KlKa), (KaKfn)} {(KzKa)) (KlKY)}
(K, Ky), (K EDf (K, Ky), (K,EY)|' (K, Ky), (K, K]
se spoleéngmi dvojicemi obou 7ddkid
- (K Ky), (K Ky, (KK,).
Prdvé tolik lze utvofiti pdrd dvojic ze étyF hledangch

kruZnic
0,0, 0,0, 0,0,
(0:00) (olor ) (o0 ) &0

Protoze feSenim IV. alohy vizdy jen tytéZ étyFi kruZznice
0, Oy, 04, O, vyplynou, at sdruzime ve dvojici (X,X,) nebo
(K,K,) nebo (K,K,;), budou i chorddily hledanych kruinic a
bodu A i jejich prasetiky Py na tom kterém sdruzeni danych
kruznic mezdvislé a tedy stdle tytés. —

2. Prepokldddme-li, Ze p, znalf chordélu, jez jest vnéjsi osou
podobnosti kruinic K,, K,, K,, pak jsou Py,, P,,, P,,, lefice
na p,, vnéj$ims stredy podobnosti dvojic, sestavenych

z K,, K, K,. . (21)
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Dislednd jsou potom zbyvajici P,,, P,;, P,, vnitFnimi
stredy podobnosti téchze. (22)

3. Aby téz (K, K,) odpovidalo pdru dvojic ( 00‘ (0)3 ), oznatme
274

p, onu chorddlu, ktera vybihajic z P,, prochdzi mezi S, a Sj,
coz dle (22) jest piipustno.

Potom oviem nezbyvd nez, Ze treti dvojice (K,K,) odpo-

vidé jen ebgvajicimu péru (8283 ) dle (20), cof pravé s (21)
14

a (22) souhlasi; nebot dle predchdzejiciho pfedpokladu P,
nutné vnitrnim a P,, vné$im sttedem podobnosti byly pfed-
uréeny. —

Shrneme-li uéinéné predpoklady, Ze totiZ

1. dvojici (K, K,) odpovidd sdruseni dvojic (0,0,) a (0;0,),

2. py jest vnéjdi osou kruznic K,, K,, K,

3. p, prochdzi mezi S, a S;,

shleddvame, e jednoznacéné urteno jest jimi jakoZto prépust-
nymi *) feSeni a to tak, Ze disledné dwojici (K,K,) piisludi
sdrueni dvojic (0,0,) a (0,0,), a dvojici (K,K;) opét sdru-
Zeni dvojic (0,0,) a (0,0,).
Jest tedy zdroveil
P, } . ) {0102A, } . {vm’tim’m}
{P:u sttedem chordal., 030411 a stfedem podobn, onéjsim
dvojice (K,K,),
{ ?21: } sttedem chordal. { g;(o)ij
dvojice (K, Ky),
0,0,4
dvojice (K,K;).

vnitrnim
} a stfedem podobn. { e }

vncjsim

vnitFnim }

{P"" } sttedem chordal. { Ceos
P vné)Sim

14

a stfedem podobn. {

*) Predpokladem A

1) rozlifeny dvé dvojice ocekavanych kruZnic, t. j. pojmenoviny
dvojice,

%) rozligeny p; a p, t. j. pojmenovany kruinice ve druhé dvojici,

%) rozliseny p, a p, t. J. pojmenovany kruZnice v prvni dvojici.
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Uzitim logického obratu tudiz dospéli jsme k vysledku:

Stredné danych kruénic (v tlose IV.) roedéleny jsou har-
monicky chorddlnymi stiedy ,bodu A a pFislusngch hledanych
dvojic.

Vysledku téhoZ lze docfliti cestou geometrickou na ziklad®
uplného étyrstranu p, p, ps p,, jehoz rohy jsou chorddiné st¥edy
P,y P,y P,,, Pys, Py, P, a jehoZz diagondlné rohy jsou
st¥edy danyjch krusnic S,, S,, S;. (Srov. Ed. Weyr : Projektivnd
geom. str. 28.)

Poznamka. Sestrojenim symmetrdly dhlu { 5,48, } na-
S, 45,
budeme bodii { ity 11)334 } Spojime-li pak P,, s {1;“ }7
23 14 23

obdrzime {p’ }; utinime-li tak s °;, a { P }, ziskdme {pa}.
Y 2 P, N

(Srov. 8 disledkem II. dlohy I.)

' Navodu tohoto mohlo by na pf. uzito byti v Feseni 2., 3.

4. a 5. tlohy IV., aby sestrojeny byly chorddly p,, po, p;, P

VI
0 poméru dlohy IV. k uloze Il

Abychom vySetfili pomér udlohy IV. ke II. zevrubnéji,
predesleme tlohu, jeZ poskytujic ldtku k tloze IV., mé se k této
jako duvod k ndsledku.

Uloha V. Jsou ddny &tyFi osy podobnosti p,, Do, Ds, D,
sestrojiti tFi prislusné krudnice, kieré prochdzeji spoleénym
bodem. .

Redeni. p,p,p,p, tvoii splng étyFstran (obr. 8.). Spojime-li
protéjst rohy a prodlouzfme-li spojnice aZ k prisetfkdm, ob-
drzime diagondlné rohy é&ty¥stranu bud S,S,S; nebo S,, S,, S,
nebo S,. S;, S, nebo S,, S;, S, jakoito stredy hledanych
kruédnic. .

Dejme tomu, %e vznikne trojstran §,8,S;. — Sestrojme
pak nad kterymikoli dvéma diagondlnymi stranami na pf. P, P;,,
P, P,, jakozto praméry dvé kruznice, (C3, C,), které se protnou
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ve dvou bodech A (4,), [tak zvané Apolloniovy *) kruznice troj-
uhelniku S,AS, a trojuhelniku S;AS;).

Obr. 8.

y . .. Kr’ K", KNI}
Konecné opisme kruinice { K, K", K kolem S§,, S,,

. | 8,4, 8,4, S;4 . o osew
S; pomoci poloméri { S.A,, S A, 8,4, }, a ty &ini jiz dloze

zadost.

Uloha je dvojznacnd; i stivd se memoZnow, kdy% eminéné
Apolloniovy kruZnice protinaji se v bodech imagindrnych.

.. Lo S,S .
*) t. j. krugnice, jejichi primér danymi body{ S‘ S’} harmonicky
1) O3
jest rozdslen,

V obr. 8. misto Py,, P, ..., poloieno prostd .4, 154+
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Ditkaz. Dle sestrojeni Apolloniovijch kruZnic nad priméry
P, P, a PP, jest

__Sl{j'__S2P1s <
SIA -S1P12 (23)
84 8P,
8,4 8,pP,,

a tedy
S!A .__S'sz * SIP24 (24)

S, A = 8,P,,. 5P,

Avsak dle véty Menelaovy ve A S,S,S; vzhledem ku
ptikce p, jest
S?‘Plﬂ M S1P94 * S3P23

, =1
SIP12 N S2P23 * b3'P24 ’
a se zietelem ku (24)
8,4 __S,P,,
S,4 = 5,P, 2%

Z posledn{ tméry vysvitd, ze bod A lezi téZ na (tieti) Apollo-
ni0vé kruznici trojuhelniku S, AS, (sestrojené kolem C, nad prims-
rem P,, P, ,) (26),kterd je geometrickym mistem bodd, jichz vzddle-
nosti od S, a S; jsou v poméru S,P,, : S;P,,. Odtud zérovei
patrno, -ze kdyby proni dvé Apolloniovy kruznice se neprotinaly,
nemohla by je protiti ¢reti; nebot kdyby treti proni kruinici
profala, musil by prisetik jejich dle dokdzané véty leZeti na
krudnici druhé, coz byti nemiize. — Co bylo dokdzéno o bodu
A, plati v plném rozsabu téZ o bodu 4,. —

Viecky tFi tak svané Apolloniovy kruénice maji tudiz
dva body spoleéné anebo mnemaji vibec spoleéného bodu; tvori
svazek se zdkladngmi body A (4,) bud redlngmi nebo imagi-
narnyms.

Oznatime-li S,4 = ¢,, 8,4 =0, S;A4 =g, jest dle
sestrpjeni ,
8, Py, : 8, Py =8,4:8,4=¢,: ¢,
SiPyg: 8P, =8,4:54=09,:0,
a dle (25)

' SyPg : SgPyy = S, A : 834 =0, : 03.
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Miwmo to jest
S\ Py, : SyPy = 8,4:8,4=r¢, : 0,
S Pyt S3Pyy = S, 4:8,4A=0p,:0,, a dle 26.,
8Py 8P, =8, 4:8;4=1¢,: ¢,
y Py, Py, Py |, vhitin{

7 toho vyplyvd, Ze { P,,, P, P., }JSOU{ vngjst }
stfedy podobmosti kruznic K', K“ K", a ze tudiz dané piimky
D1 Doy Py, Py jsou osami podobnosti kruznic K‘, K", K, (K’,,
Klll, Kllll).

Uvaha. Jsou-li diny v Apolloniové problému #7¢ kruz-
nicet), ustanovime snadno étyri prislusné osy podobnosti a k tém
pak tak zvané Apolloniovy kruZnice, které naleZeji svasku se
zdkladnymi body bud a) redlnygmi nebo b)imagindrnyms.

Dle toho délidla slusf tedy rozezndvati dva piipady
obecné 4lohy Apolloniovy:

a) v némz zdkladné body piislusnyech Apolloniovych
kruZnic jsou rediné, .

b) v némz tyto body jsou imagindrné.

V piipadé a)pak vSecky ¢#i dané kruZnice bud «) majé
bod spolecny nebo B) nemaji bodu spoleéného. Obdobné poddé-
leni (subdivisio) pfipadu &) jest vylouceno.

Uloha IV. jest tedy na druhém stupni pod¥adéna vloze I1.

Z tvahy této vysvitd, ze jen podmineéné Gloha IV. z Glohy
obecné mize vzniknouti #mérnou zménow welikosti danych polo-
mérid, aniz by se ménila poloha danych stfedd, ndleZi-li totiz’
danou ldtkou obecnd iloha do piipadu a).

L
Od tlohy {IV. } lze postoupiti k obecné tloze Apolloniové

arithmetické |

zménou polomérti dle {geometrick 6 |

uméry.
Nasledujici pf{buzné ulohy zistavujeme &Etendfi:

Uloha VI. Jsou ddny tFi kruinicet); wustanoviti tF
Jiné s mimi soustredné tak, aby vsecky probihaly spoleénym
bodem, a poloméry jejich byly k danym v pomérn stilém.

T) svymi stiedy a svymi poloméry.
34
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Uloha VII. Json diny #7  krusnicet), je? maji jeden
bod spolecny ; ustanoviti t¥i jiné s nimi soustredné tak, aby
viecky probihaly jinym spolecnygm bodem, a poloméry jejich byly
L danym v poméru stdlém.

VII.

Uloha VL. Jsou ddny svazky kruinic %, 3,, 3,, wrdené
bodem A ndlezejicim do téch svazki a pFislusnymi chordalami
D, Doy D3, které se toliko po dvou protinaji; sestrojiti tri
kruznice K', K“, K'“, jef prochdzejice bodem A dotykaji se
vecky jedné kruZnice z kaZdého svazku.

- [ AX 1 AP,
Reseni. Vztytime-li { AX'] AP, | (obr. 5.), aZ se pro-

tne sl Pa | v bodé { Py | ziskdme spojenim P,, s P,, chor-

| 22 | P,, [ J 34 24
ddlu p, a tim plny ctyrstran p, p, p; p,.

Spojime-1i protéjsi rohy, obdrzime ¢7#i stFedy kruZnic
K', K", K" jakozto prusetiky téchto spojnic; (jsou-li to na pf.
S,, S;, S,, pozndvdme jiZz pfedem, Ze bude p, vnéj$i osou po-
pobnost: kruznic -téch, jez dle V. budou vSecky dotykati se
kruZnice ze svazku 3; uvnitf).

ReSenfm tlohy IV. obdrzime pak 'po jedné kruinici ze
svazkl 3, 3,, 3, které se kruznic K, K, K" dotykaji; kromé
toho ziskdme je§té kruznici O,, jez piisludi k pFidrusené chorddle
p,- Kruznice O,, 0,, O, nemajice dle pfedpokladu s hodem A
spolecného chorddiného stFedu (p,, p,, p, neprotinaji se v jediném
bodé), nebudou se dotykati vsecky ¢Fi téZe dvojice, z kruznic
K’, K", K" sestavené, jak byly ve IL uvedeny.

Poznamka. Kdyby vSecky ¢7: chordaly p,, p,, p, v jediném
bodé P se protinaly, splynuly by vsecky ¢7i hledané kruZnice
K', K“, K" v jedinow K, jejiz stred by byl bod P a jei by
prochdzela bodem A. Kruznice 0,, 0,, O, staly by se pouhymi
body, soumérngmi k bodu 4 dle priméri p,, p,, ps; kruznice
O, pteSla by v bod 4, a pFidruZend chorddla v teénu trojnd-
sobné .kruénice K.

T) svymi stiedy a svymi poloméry.
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