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KYBERNETIKA CiSLO 5, ROCNIK 6/1970

Ein Modell des nichthomogenen Markoffschen
Geburts- und Todes-Prozesses mit gesteuertem
Mittelwert |

FRANTISEK ZRCEK

In dem vorliegenden Aufsatz werden die Bedingungen einer Realisierung des zufélligen nicht-
homogenen Markoffschen Geburts- und Todes-Prozesses X(z) hergeleitet, dessen Mittelwert
M([X(¢)] wihrend der Zeit der Realisierung 7 einer vorgegebenen Funktion f(r) folgt. Die erhal-
tenen Resultate werden fiir die Losung eines konkreten Problems angewendet.®

0. EINLEITUNG

Die Gesamtarbeit besteht aus vier Etappen.

Eigene Steuerung des betrachteten Prozesses X(r) wird durch Beeinflussung des
Geburtsrate-Koeffizienten l(!) und Todesrate-Koeffizienten u(z) vollbracht. Deshalb
werden in der ersten Losungsetappe quantitative Beziehungen gesucht, welchen diese
Koeffizienten im Verlauf der Realisierung folgen sollen, um die Forderung M[X(1)] =
= f(t) zu erfiillen.

Die zweite Losungsetappe befasst sich mit der Festsetzung des mathematischen
Modelles eines Systems S, mit Hilfe dessen der Prozess X(¢) realisiert wird. Es wurde
ein Losungsverfahren gewihlt, bei welchem der Prozess X(1) in Zeitintervallen t < T
durch den homogenen Markoffschen Geburts- und Todes-Prozess Y(r) mit dem:
Geburtsrate-Koeffizienten 2 und Todesrate-Koeffizienten u ersetzt wird und das
System S durch eine spezielle Form des Prozesses der Immigration und Emigration
Z(r) mit dem Geburtsrate-Koeffizienten « und dem Todesrate-Koeffizienten f
beschrieben wird.

Mit Riicksicht auf das angenommene Losungsverfahren werden in der dritten
Etappe Bedingungen gesucht, unter denen es zuliissig ist, den Prozess Y(t) in einem
Zeitabschnitt = durch den Prozess Z(t) zu ersetzen. Dazu ist es notwendig den Aus-
druck fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Prozesses Y(r) zu analysieren und zu

* Hier werden die Sdtze und Resultate ohne Beweis eingefiihrt. Alle Beweise werden im
Teil I in der ndchsten Kybernetika-Nummer gegeben.



vereinfachen und mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung des Prozesses Z(t) zu ver-
gleichen. Zugleich wird ein Kriterium festgestellt, welches eine solche Waht der Zeit-
abschnittdauer t ermdglicht, dass die durch Ersatz des Prozesses X(t) durch den
Prozess Y(!) entstehende Abweichung die vorgeschriebenen Grenzen nicht iiber-
schreitet.

Endlich, in der vierten Arbeitsetappe, wird auf der Basis der erhaltenen Beziehun-
gen ein praktisches Problem geldst. Hier benlitzt man zur Realisierung nichthomo-
genen Geburts- und Todes-Prozesses ein physikalisches Modell, obwohl es die
erhaltenen Resultate auch moglich machen, die Losung mit Hilfe eines Pseudomodel-
lierverfahrens zu bekommen.

1. EINIGE FORMELN UND DEFINITIONEN

Man wird als Wahrscheinlichkeitsverteilung des zufilligen Prozesses X(1) die
absolute Wahrscheinlichkeitsverteilung P[X(r) = n] annehmen, wo ne # und t 2 0
ist.  ist die Menge aller Werte der Grosse n, welche der Prozess X(f) inder Zeitt 20
erwerben kann.

Ein System, das mit einem zufalligen Prozess X(r) beschrieben werden kann, er-
reicht in der Zeit t einen Zustand n, wenn die zufillige Verdnderliche x(l) = n isl.

Man wird einen Zeitabschnitt (¢, t + t) als Zeitabschnitt © oder Intervall t be-
zeichnen.

Als 1,(f) bezeichnet man die Geburtsrate beim Ubergang vom Zustand n in den
Zustand (n + 1). Ahnlich wird mit p,(f) die Todesrate beim Ubergang vom Zustand n
in den Zustand (n — l) bezeichnet. Ubrige Raten sind gleich Null. Die Buchstaben n
und ¢ zeigen die Abhéngigkeit beider Raten vom Zustand des Systems und der Zeit
im allgemeinen.

Ein nichthomogener Markoffscher Geburts- und Todes-Prozess X(r) wird durch
folgende Beziehungen gekennzeichnet [1, 2]:

(1) (1) =n. i),
(©)] wlt) = n.p(t).

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Prozesses X(r) fir n = 1ist
&) ) = [V = (0] [T = o] o(0)"

fir n = 0 ist

xPu(') = “(f) >

—y(0)
u(t) =1 — ¢, u(t) =1 !

R(1) RO
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0 = [ 1) 9] ¢

R() = e~ [1 + J ;evm /:(r)]df.

Der Erwartungswert des Prozesses X(f) ist
4) M[X()] = N.e77.
Fiir die Streuung gilt

(5) D[X(1)] = N.e 2™ ('c""”[/ﬁ(f) + u()] dz.

Homogenen Markoffschen Geburts- und Todes-Prozess Y(r) charakterisiert man
durch folgende Formeln [], 2]:

(6) Wty =n.1,
(7) wity=n.pu.

Dic Koeffizienten sind hier Konstanten und die Raten sind nur vom Zustand n
abhingig.

Diec Wahrscheinlichkeitsverteilung des Prozesses Y(r) ist

e (g:(— o () (YT e

AN Ca T
N1—¢ 1—¢)’

& = e(;.fun .

wo

Erwartungswert und Streuung sind in diesem Fall

9) MIY(i)] = N . e
(10) D[Y()] =N fiﬁ el (Ut
L —

Der Markoffsche Prozess der Immigration und Emigration Z(r) wird dadurch
charakterisiert, dass die Geburts- und Todesraten

(1) - Aot) = o,
(12) 1) =B,

vom Zustand i und vor der Zeit unabhingige Konstanten sind.



Der Prozess Z(t) hat folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung [1, 2, 3]: ' 385

(13) R [N N

O s ()5 (]

Fiir Erwartungswert und Streuung gelten hier folgende Beziehungen [4 und An-
hang VIIT}:

(14) M[Z(t)] = N + (x — B)t + NB (\/g)Nf; (% - 1) e~ @I [ (20 Jup) dt —

~ N +1) (\/g)m L (2 - 1) e~ (20 o) dt

(1) D[Z(0)] = 1y — (M[Z(1)])?,
wo
wy =N+ (2N = B) + (@ + p)t + (« = ) * +

N ( \/E) j (g - 1>e-<a+m~(2, Ja) [z = B) (e = ) - 1] —
—av e () [ (E- ) e v L= e 9= 1]dr.

t
T
Mit I,(x) bezeichnete man hier die modifizierte Besellsche Funktion n-ter
Ordnung. ’

2. HERLEITUNG DER GEBURTS- UND
TODESRATE-KOEFFIZIENTEN A(f) UND a(r)
UNTER DER BEDINGUNG M[X(0)] = f(1)

Es sei f(t) eine beliebige, von der Null verschiedene, im Zeitintervall {0, t) stetige
oder abschnittsstetige Funktion und es gelte

>0, 50)=N,
wo N > 0 ist.

Wenn der Mittelwert M[X(t)] eines nichthomogenen Markoffschen Geburts- und
Todes-Prozesses X(¢) einer gegebenen Funktion f(¢) folgen soll, die zugleich obener-
wihnte Eigenschaften besitzt, miissen folgende Forderungen an die Geburts- und
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und Todesrate-Koeffizienten erfiillt werden:

(16) (1) = )[go f()(gg )]

© u()—zf()[g() ro-(2%5 1))

Die Funktion g(#), die in den Gleichungen (16) und (17) auftritt und Streuung
D[X(1)] bedeutet, wurde zusitzlich, wegen der Moglichkeit die Funktionen A(r)
und u(l) eindeutig feststellen zu kdnnen, eingefiihrt. Diese Funktion wird als vorher
nicht bestimmte Funktion der Zeit betrachtet.

Durch Losung folgender Gleichungen

MIx()] = 1(1),
DIX()] = ¢(1),

erhilt man am Ende die Beziehungen (16) und (17).

Die Formeln (16) und (17) sind nur dann von Bedeutung, wenn die voneinander
unabhingigen Forderungen A(f) = 0 und u(t) = O erfiillt werden.

Die Funktion g(1) stellt man nach dem Satz 1 fest.

Satz 1. Es sei f'(t) 2 0 im Intervall <t,, t,.;> und f'(1) < 0 im Intervall (t,y1,
L)

Im Intervall (1,, 1,41 ergibt sich g(1) zu

9 0= O [(LO)7 (1 B ) ),

wo die Konstante k = 1 ist.

Unter der Bedingung, dass im Intervall (i, 1, t,4,> git) > £ f(1) ist, ergibt sich
dort g(t) zu

1 B 2l -1 g(t,ﬂ)
1) o) = —— 1) [1 ( 0)_ ) (1 ]
21 -1 f(tesq l f(trﬂ)
wo die Konstante 0 < [ < 1 ist.
Sind die Intervallfolgen umgekehrt, vertauscht man r und (r + 1) in (18) und

(19).

Gilt

¢ > ex e
20) * TPk — 1) [k + a2k — 1]

@D



wo

[
@ =x und g(l,)= a,
f(t) flt)

so steigt g(r) mit steigendem k.

Gilt (20) nicht, nimmt g(t) mit steigendem k ab.

Gilt weiter fiir 0 <1 < %

_ 2=

1) y> L=y

exp >
2021 = 1) [1 = b(21 - 1)]
oder fir} <l <1

1 -y @b
(22) yZexp—
2020 — 1[I = b2l — 1]
wenn
I—b2l-1)s0,
wo

fQL =y und 9&‘)) = b
f(tr+1) f(l,+,)
so steigt g(t) mit steigender Konstante 1.

Gelten (21) und (22) nicht, nimmi g(t) mit steigender Konstante I ab.

Wird g(t) > 1f(t) im Intervall {t..y,t,.,> nicht erfiillt, dann ist 1 nicht eine
Konstante sondern eine Funktion I(t) und es gilt, dass

) =1

fiir solche Werte t, fiir welche

(24) 9() £ ¥/())
ist. In diesem Fall findet man die Funktion g(t) durch Losung der Gleichung
s ) g(t)
©25) (1) = 1) (1) <2 a0 _ 1).
1

Beweis-des Satzes 1 befindet sich im Anhang 1.

Mit Hilfe der Formeln (16) und (17) und unter der Voraussetzung, dass man !
als Konstante im Intervall 0 < I < 1 wiéhlen kann, findet man die Koeffizienten
A(t) und u(t) aus folgenden Ausdriicken:

fiir (1) 2 0

o) ) = L BEZDNTONT (4 Bl T e,
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fiir £7(t) < 0 v
(28) (1) = I—_TIJ;T(:)) {2,“2_1_1 [1 - (76%))2[—1 <1 - 217—[%%3)] - 1}’

@) () - %{5’2‘—1’5{1[1 - (f(—{(i)) (-2 j%g——;)] -}

Die Wahl der Konstanten k und ! wird dem konkreten Problem untergeordnet.
Man kann beweisen, dass fiir k — 1 und / > 1 die Funktion g(r) abnimmt. Das sieht,
von dem Gesichtspunkt angesehen, dass g(r) die Streuung darstellt, giinstig aus. Zu
njedrige Werte der Streuung wiirden aber an die Koeffizienten A(¢) und p(t) nicht-
ausfithrbare Forderungen stellen. Dies wird durch folgendes Beispiel anschaulicher
sein.

Der Mittelwert eines nichthomogenen Geburts- und Todes-Prozesses sollte der Funktion
f(t) = 92 4- 46 sin (2n/T) ¢

folgen. Wihlt man & = 1,/ = 1, so bekommt man fiir A() und x(¢) die in der Tabelle 1 angegebenen
Werte. Wenn aber dieser Prozess z. B. die Populationsbewegung eines biologischen Systems
darstellt, so sind die Werte A(#) = 0 und () = 0, die miteinander wihrend der Zeit der Reali-
sierung abwechseln, offensichtlich nicht ausfiihrbar.

Tabelle 1.
T
:[-:I 0 1 2 3 4 5 6
3
‘ |
M) 0,0063 | 0,0022 0 o | o 0,0055 | 0,0063
() 0 0 0,0022 | 0,0063 | 0,0055 0 0

Daraus folgt ein geeigneter Vorgang bei der Wahl der Konstanten & und /. Dabei sollten die
Formeln (20), (21) und (22) nur zur der ersten Annidherung angewendet werden. Die Schlusswerte
von k und / bestimmt man erst nachdem der véllige Verlauf der Koeffizienten A(f) und u(r),
welche mit Anwendung der gewihiten Konstanten & und / berechnet wurden, wihrend der Zeit
der Realisierung fiir geniigend angesehen werden kann.

Wir gehen jetzt zu jenem Fall iiber, wo die Grosse ! fiir eine Zeitfunktion /(r) angesehen werden
muss. Als Beispiel fithren wir an:

Der Mittelwert M{X(#)] soll der Funktion

f(#) = 200 exp [—0,0041]
folgen.



Fir + = 1= 133,134662 ... gestalten sich hier die Beziehungen (24) wie folgt:

fir 1<ty ist g() < @),
fir t=1; ist g()=1fG),
fur £ >t ist g() > 11ty .
Durch Lésung von (25) ergibt sich
1() = 2 exp [—0,00520636137] .

3. REALISIERUNGSBEDINGUNGEN

Hier wollen wir die Bedingungen hervorbringen, welche eine Realisierung des
nichthomogenen Markoffschen Geburts- und Todes-Prozesses X(f) ermdglichen.

Wie bekannt [5], ist der Prozess der Immigration und Emigration Z(f) relativ
leicht zu realisieren und in weiterem werden wir uns diesen Umstand zunutze machen.

Nun teilen wir die Realisierungszeit T des nichthomogenen Prozesses X(r) in gleiche
Zeitabschnitte mit einer so gewéhlter Linge v auf, dass wihrend deren Dauer der
Prozess X(f) mit vorgeschriebener Genauigkeit schrittweise durch den homogenen
Prozess Y(1) ersetzt werden kann.

Im Verlaufe jedes dieses Modellierintervalles © wird der Prozess Y(f) selbst mit
Hilfe eines Systems realisiert, welches sich nach Gesetzen des Prozesses der Immigra-
tion und Emigration Z(f) richtet.

Wir stehen jetzt vor folgenden zwei Aufgaben, die fiir die Losung unseres Problems
von einer Grundbedeutung sind: N

1. unter welchen Bedingungen ist es moglich, den Prozess Y(r) in einem Zeitab-
schnitt t durch den Prozess Z(t) zu ersetzen;

2. unter welchen Bedingungen ist es mdglich, den Prozess X(f) in einem Zeit-
abschnitt ¢ durch den Prozess (1) zu ersetzen.

Die erste der beiden Aufgaben kann derart betrachtet werden, dass man Bedin-
gungen sucht, unter denen die Wahrscheinlichkeitsverteilung (8) des Prozesses Y(1)
fiir gleiche, oder annihernd gleiche der Wahrscheinlichkeitsverteilung (13) des Pro-
zesses Z(1) gehalten werden kann. Zugleich ist es notwendig, auch die Genauigkeit
der Naherungslosung festzustellen.

Dir Formeln (8) und (13) sind ziemlich kompliziert. Bevor man an ihren Vergleich
herantritt, versucht man beide Formeln zu vereinfachen.

Im Anhang II wird gezeigt, dass unter festgesetzten Bedingungen die Reihe (8)
monotones Wachstum besitzt. Wihlt man also die Kenngrdssen des Prozesses Y()
in geeigneter Weise, so ist es méglich, die ganze Reihe (8) durch ihr letztes Glied
zu ersetzen. Dies gibt der Satz 2 an.

Satz 2. Die Reihe (8) hat monotones Wachstum, wenn

A<l, pu<l, 7=1<1, N>»1

389
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und
oy + 1
(30) n.N.p.2.7*
ist. Hier ist N der Anfangszustang des Prozesses Y(t) zur Zeit t = 0; 8y = |n — N|.
Als Verhdlinis des letzien un vorletzten Gliedes der Reihe (8) kann die Beziehung
(30) fiir ein Kriterium des Fehlers gehalten werden, den man durch Ersatz der
Reihe (8) durch ihr letztes Glied begeht.
Statt (8) schreibt man hier fiir

Ak opu
und fiir n > N
31 y (-1 )N
oy n0=(y 1) 0
fir n =N
. A — He(l-u)t N
(32) . ce o = (=0 (m)
fir n <N . S
‘ . . (N _
&) ~ el = () s
fijr . . . . R S
A=p
und fir n >N . } |

Gy  al)= (m—%ﬁ) (:,: 1]> (1 N i)zw’

fir n=N

@) . ypn(o=(‘ ""’)"

1+ 4a)°

fiir n <N

o =S () )"

(U+ 408 (1 = ay \n )\t

Beweis des Satzes 2 siehe Anhang II.
" Die Wahrscheinlishkeitsverteilung (13) des Prozesses der Immigration und Emigra-
tion Z(1) erhlt eine einfasche Form, wenn die Forderungen des Satzes 3 ¢ingehalten
werden: )

Satz 3. Es sei S die Menge aller ganzen positiven und negativen Zahlen. Gilt
es fiir den Markoffschen Prozess der Immigration und Emigration Z(t),dass Z(0) =
= 0 und Z(i) = n fiir t > 0 ist, wo ne #, so ergibt sich fiir die Wahrscheinlich-



keitsverteilung des Prozesses Z(t) . 391
ni2
(57) 200 = G o).

Fiir den Mittelwert und die Streuung ergeben sich die Gleichungen

¢8) M[Z(1)] = (== B) 1,

(39) D[Z()] = (= + p)t.
Wenn
(40) 2t J(@B) < 1,

so ist es méglich, die Beziehung (37) durch folgende Formeln zu ersetzen:

fiirn> 0
SEI 1) ey

(41) p(t) = o .e y
firn =20
(42) polt) = e,
firn <0

) z _ (ﬁt)":‘ —(a+B)t
(43) pt) = e e .

Die Formeln (41), (42) und (43) kinnen fiir Niherungsverteilung der Wahr-
scheinlichkeit des Prozesses Z(t) mit einer Abweichung von Ordnung

(44) apt®
gehalten werden.

Beweis des Satzes 3 siche Anhang ITIL

Fiir weitere Ausrechnungen ist es giinstig, die Formeln der Sdtze 2 und 3 mit
Hilfe der Stirlings — Formel auszudriicken. Dies enthélt der Anhang IV,

Durch Vergleich der Formel (31), bzw. (34), mit der Formel (41) und der Formel
(33), bzw. (36), mit der Formel (43) erhilt man schliesslich die Bedingungen, unter
denen man eine Realisierung des Prozesses Z(r) im Zeitabschnitt t zugleich fiir
Realisicrung des Prozesses Y(?) halten kann.

Die entsprechenden Berechnungen fithrt man mit den nach Stirlings-Formel um-
geformten Beziehungen durch. Hieraus erhaltene Ergebnisse werden im Satz 4
zusammengefasst.
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Satz 4. Es sei
A<l, pu<l, €1, N>1,

N oy, 2B <l, 1 —c P <1,

byt 1

A .
nN<? :

Dann gilt fiir die Geburts- und Todesrate-Koeffizienten o. und B des Prozesses
der Immigration und Emigration Z(1)

(45) a=N.1,
(46) B=N.pu,

wo A und u die Geburts- und Todesrate-Koeffizienten des homogenen Geburis-
und Todes-Prozesses Y(t) ’
und N der Anfangszustand des Prozesses Y(i) sind.

Beweis des Satzes 4 siche Anhang V.

Satz 4 stellt die Losung der ersten von den zwei anfangs dieses Absatzes angefiihrten
Aufgaben dar. Bei Losung der zweiten Aufgabe wird offenbar die Zeitdauer t des
Modellierintervalles gesucht, in welchem man den Prozess X(t) mit vorgeschriebener
Genauigkeit durch den Prozess Y(r) ersetzen kann. Erhaltene Ergebnisse befinden
sich im Satz 5. ,

Satz 5. Der Wert der relativen Abweichung des Geburtsrate-Koeffizienten A des
Prozesses Y(t) von dem Geburtsrate-Koeffizienten A1) des Prozesses X(t) am Ende
des k-ten Modellierintervalles © ergibt sich zu

AU
(48) 0

Fiir die Abweichung der Todesrate-Koeffizienten derselben Prozesse gilt dhnlich

t=kt

; 0]
(49) o

Beweis des Satzes 5 sieche Anhang VI.

1=kt

Mit Sétzen 2, 3, 4 und 5 steht uns ein Apparat zur Verfiigung, mit Hilfe dessen
man jetzt an die Realisierung des Prozesses X(f) schreiten kann.. Eine besondere
Wichtigkeit fiir die eigene Realisierungsmethode hat der Satz 3. Hieraus ergeben sich
die Grundforderungen, die wihrend der Realisierung eingehalten werden miissen.

Esseialso ke (0, 1,2,...) und +Jy ein Wert der Anderung, die der Zahlenzustand
des Systems am Ende jedes Zeitabschnittes 7 zur Zeit ¢+ = kt ausweist. Nach dem
Satz 3 soll der Zahlenzustand zu Beginn jedes dieses Zeitabschnittes immer Null sein.




Nun besteht die Modelliermethode darin, dass der Prozess Z(f) wihrend eines Zeit-
abschnittes der Ldnge 7 realisiert wird, wobei das Modelliersystem immer von einem
Nullzustand in den Zustand +dy iibergeht. Die Koeffizienten o und f werden dabei
nach (45) und (46) berechnet.

Beziiglich des Prozesses Y(r), den der Prozess Z(t) wihrend des Zeitabschnittes
<k, (k + 1) 7) ersetzt, kann man hier fiir den Wert Ny, des Anfangszustandes zur
Zeit t = kt die Beziehung

M=

(50 Nypy =N+

i

(dx)

1

schreiben. Durch N = N wird der Anfangszustand zur Zeit t = 0 angegeben.

Mit Bezug auf den Prozess X(f) schreibt man den Geburtsrate-Koeffizienten 2,41
des Prozesses Y(f) zu Beginn des Zeitabschnittes (ke, (k + 1) 7D als A4y = A(k7).
Hieraus ergibt sich gleich fiir den Prozess Z(t)

&) @1 = Nywy . A(kT)
und dhnlich
(52) Biss = Ny - (k).

4. REALISIERUNG DES NICHTHOMOGENEN GEBURTS- UND
TODES-PROZESSES X(1)

Wir treten jetzt zur Realisierung eines konkreten Prozesses X(¢) und schreiben die Funktion
. 2n
(53) f(f) = 92 + 46 sin Tt

vor, der der Mittelwert M[X(¢)] wihrend der Zeit T folgen soll.
Aus Kontroll-Berechnungen, die mit Riicksicht auf die Zuldssigkeit der Werte von & und /
durchgefiihrt wurden, ergibt sich

k=11, I=1]L1.

In Bild 1 sind berechnete Zeitverldufe der Funktionen g(t), A(r) und u(¢) dargestellt.

Bild 2 zeigt ein Blockschema der Modellieranlage, mit deren Hilfe unser Prozess realisiert
wurde. Wir geben jetzt eine kurze Beschreibung dieser Anlage.

Die Zentraleinheit der Anlage wird durch einen Umkehr-Bindrzahler dargestellt. Es gibt zwei
Einginge bei diesem Bindrzihler:

Einen, wo die angekommenen elektrischen Impulse zum Stand des Z#hlers zugerechnet werden
und den wir als Zu — Eingang bezeichnet haben

und den zweiten, den sog. Ab-Eingang, wodurch die Impulse vom Stand des Zahlers abgerech-
net werden.

An jeden der beiden Eingiinge wurde ein unabhingiger Generator der Zufallsimpulse mit
Poisson-Verteilung angeschlossen.
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FU) =92 + 46 sin 5
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Die Durchschnittszahl der Zufallsimpulse per Zeiteinheit am Zu-Eingang wird mit « und der-
selben am Ab-Eingang mit § bezeichnet.

Mittels Blenden von verschiedenen Durchschnittsgrossen kann man die Werte von « und 8
andern.

Ein Rechenautomat steuert die Realisierung des Prozesses und arbeitet nach folgendem
Algorithmus:

a) Vor Beginnn jedes Modellierintervalles {kt, (k + 1) ) werden die Werte der Koeffizien-
ten o und fnach Beziehungen (51) und (52) von dem Rechenautomaten berechnet und die beiden
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Blenden mit dementsprechenden Durchschnitten eingestellt. Zugleich wird der Umkehr-Binir-
zéhler auf Null gesetzt.

b) Zu Beginn des Modellierintervalles wird der Umkehr-Bindrzihler eingeschaltet und alle
Zufallsimpulse, die wihrend des Intervalles {kt, (k + 1) 7> an den Eingingen erschienen, wer-
den verzeichnet. Die Zeitdauer t wird auch durch den Rechenautomaten bestimmt und zum Ende
des Modellierintervalles schaltet der Rechenautomat den Zihler aus.

¢) Nun wird automatisch der wiahrend der Zeit t registrierte Zahlenzustand 4-dy des Binir-
zihlers in den Speicher des Rechenautomaten {ibertragen und zu der Summe aller bisher gewonne-
nen Werte 4-dy mit Beriicksichtigung des Vorzeichens zugerechnet. Jede diese neue Summe wird
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getrennt im Speicher als Wert der Zufallsgrosse x(kt) zur Zeit ¢t = kt eingerdumt. Zugleich stellt
diese Summe den Wert des Anfangszustandes Ny, dar.

d) Nachdem die notwendige Anzahl der Realisierungen unseres Prozesses erhalten wurde,
werden durch den Rechenautomaten die Werte M[X(#)] und D[X(2)] berechnet. Der Rechen-
automat wachte auch im Verlaufe jeder Realisierung {iber die Werte der Kontrollgrossen und
berichtete von der Uberschreitung der vorgeschriebenen Grenzen. Dadurch wurde die Genauig-
keit des Modelles gesichert.

Mit Hilfe der beschriebenen Anlage wurden 500 Realisierungen unseres Prozesses X(¢f) ver-
wirklicht und der Prozess selbst nach der Forderung (53) gesteuert. Es waren dabei die Dauer
einer Realisierung T = 500 Zeiteinheiten und das Modellierintervall 7 = 0,1 Zeiteinheiten. Jede
Realisierung bestand aus 5000 Modellierintervallen.

Bei jedem Realisierungsschritt wurden folgende Grossen ausgewertet

Ao |d = gl (0, 9(0) .

Im Laufe jeder Realisierung wurde der Zustand des Systems, d. h. der Wert der Zufallsgrosse
x(kt), verzeichnet, die Koeffizienten « und § wurden berechnet und es wurde kontrolliert, ob
folgende Beziehungen eingehalten sind:

L—e @M <015, 2t fup <1,
Neop, Hoy,
N H

wo e
Oy + 1
N1 N 22

Im gegebenen Falle iiberschritten die Maximalwerte der Ausdriicke (48) und (49) den Wert
5.1073 nicht. Mit « = 0,79 und § = 0,18 erreichte der Ausdruck (40) den Maximalwert 0,075
fiir alle 5000 Realisierungen.

In Bild 3 wird der durch Modellieren gewonnene Mittelwert M[X(¢)] mit der gegebenen
Funktion f(#) verglichen. Man kann beweisen, dass die Abweichungen in dem Amplitudengebiet
wegen Mangel an Auswahl der passenden Blendeapperturen verursacht wurden. Die Bilder 4
zeigen zehn aus der G hl der 500 Realisicrungen.

(Eingegangen am 26. Mirz 1969.)
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VYTAH

Model nehomogenniho markovského procesu vzniku a zaniku
s Tizenou stfedni hodnotou I

FRANTISEK ZRCEK

Cldnek . se zabyvd stanovenim podminek realisace ndhodného nehomogenniho
markovského procesu vzniku a zdniku X(r), jehoZ stfedni hodnota M[X(2)] sleduje
béhem doby realisace T pfedepsanou funkci f(t). Ziskanych vysledkt je pouZito
k FeSeni konkrétni ulohy.

Ing. FrantiSek Zrcek, CSe, Ustav vypoétové techniky CVUT, Horskd 3, Praha 2. . N
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