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ZPRAVY

IVO VRKOC SEDESATILETY

JAN FiscHER, PAVEL KOLAR, BOHDAN MASLOWSKI, JAN SEIDLER,
STEFAN SCHWABIK, Praha

Zda se byt neuvéfitelné, Ze pan Ivo Vrko&, DrSc. se narodil uZ 10. Gervna 1931.
Stalo se to v Kladn& a v§em, kdo Iva Vrko&e znaji, se zd4, ¥e to muselo byt o hodn&
pozdé&ji. Velmi mlady se totiZ stal Matematikem a se viim vudy jim ztstal dodnes.
To je asi diivod, pro¢ na ném nelprosny b&h &asu — alespoii v nasich oich —
nezanechal stopy.

Po ukon&eném studiu matematiky na Ptirodovédecké (pozdgji Matematicko-fyzi-
kélni) fakult® UK v Praze nastoupil I. Vrko& do Matematického ustavu CSAV.
Dostal se do skupiny mladych matematikd, ktefi uposlechli vyzvy starsich (v tomto
pfipadg to byl Vladimir Knichal) a s vervou se pustili na plochu, kterd u nis neméla
historické zizemd, tj. do oblasti kvalitativni teorie oby&ejnych diferencialnich rovnic.
V relativn€ kratkém &ase se skupina propracovala na svétovou $pi¢ku. A 1. Vrko&
byl jednim z pfednich &lent skupiny. V roce 1955 publikoval svou prvni matematic-
kou préci [ 1], kterd se ihned zafadila do sv&tového kontextu. Toté? se dé Ficiio praci
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[2], kterou napsal spolu s J. Kurzweilem. V t¥chto prvnich &eskoslovenskych pracich
vénovanych moderni kvalitativni teorii oby&ejnych diferencidlnich rovnic §lo o pro-
blematiku obraceni v&t o stabilité, resp. nestabilité, které byly odvozeny pomoci
ljapunovskych funkci. V préci [1] jde o Cetajevovu vétu o nestabilit&, ktera byla
poprvé publikovana v r. 1934 a v podrobn&jsi podobé pak v knize N. G. Cetajev:
Ustoj&ivost dviZenija (Gostechizdat, Moskva 1946). Vrko& zde ukazal, %e kdy% tri-
vidlni feSeni systému

T =r

s funkci f spojit¥ diferencovatelnou podle x neni stabilni, pak existuje funkce V(t, x),
ktera ma vlastnosti poZadované Cetajevovou vétou. VyuZil pfitom jemné techniky,
jejiZ obtiZnost spodiva v dokonalém prozkoumani vlastnosti fe§eni v okoli nestabilni
rovnovaZné polohy systému a v konstrukci funkce V(¢, x), kterd t&chto vlastnosti
vyuZije. Problém charakterizace stability klidové polohy systému (1) pomoci lja-
punovské funkce v pfipadé spojité pravé strany vyfesil T. Yoshizawa, zkonstruoval
ale ljapunovskou funkci, kterd nebyla spojitd. Konstrukce spojité ljapunovské
funkce je déna v praci [2]. V [2] je dok4zano, Ze stabilitu nebo stejnomérnou stabi-
litu klidové polohy nelze vZdy charakterizovat pomoci hladké ljapunovské funkce
a jsou uvedeny nutné a postadujici podminky na pravou stranu f systému (1), které
zaru€i existenci hladké ljapunovské funkce. Vysledky to jsou ,,ostré* a priavem
vesly brzy po svém vzniku do monografii, které jsou dodnes v problematice stability
autoritativni. Malokterému z naSich matematiki se podafilo tak jako I. Vrkodovi
zapsat se do d&jin svymi matematickymi prvotinami. A je tfeba také fici, Ze dodnes
trva dobra povést praZské skoly kvalitativni teorie obyCejnych diferencidlnich rovnic
pravé diky témto ranym pracim I. Vrkode a J. Kurzweila.

V préaci [4] 1. Vrko& podal Geské matematické vefejnosti struénou zpravu o obsahu
své kandidatské disertani prace. Tu pak publikoval v plné Casopisecké podobé
v praci [5], kterd rovn&Z brzy zaujala specialisty v teorii stability v celosvétovém
m&fitku. O 15 let pozdgji S.-N. Chow a J. A. Yorke (Ljapunov theory and perturba-
tion of stable and asymptotically stable systems J. Differential Equations, 15 (1974),
308 —321) tuto préci charakterizovali jako ,,monumental paper* a ud&lali to pfi
plném védomi obsahu téchto slov.

V préci [5] se Vrko& zabyval systémem
dx
1 — = f(t,x
o Z-sew

s f(t, 0) = 0 za pfedpokladu, e prava strana (1) spliiuje Carathéodoryovy podminky.
Systém pak m4 trividlni feSeni x = 0, které Vrko& nazval integrdiné stabilnim,
jestlize ke kaZdému & > 0 existuje B(d) > 0 tak, Ze

a) lim B(8) = 0,
-0
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a
b) kdy? funkce n(t, x) spliiuje podminku
fo sup |n(t, %) dt <4,
llxl < B(3)

potom kaZdé fedeni x(t) systému
dx
= = f(t,x) + n(t, x),
5 =%+t x)

pro které je |x(to)]| < 6 miZe byt rozsifeno pro t = t, a je |x(f)] < 6 pro t = ¢,
(t, mbZe byt razné pro rizna feSeni x(1)).

Pfidanim atraktivity trivialniho feSeni pak zavedl pojem asymptotické integrdini
stability a vySetfoval tyto nové koncepce ve vztahu k jinym pojmiim (stabilita vigi
trvale piisobicim poruchim, varia&ni stabilita, silnd stabilita), které byla v té dob&
znamé. Monumentalita této VrkoCovy prace spoliva zejména v tom, Ze vychazi
z piedtuchy, %e velkd porucha pasobici po kratky &as nemiZe rozumny systém (1)
vyvést z rovnovahy a Ze tuto pfedtuchu rigorézné pfevadi do formy trvalého poznat-
ku. Mimofadny vykon v této prici pfedstavuje charakterizace integralni stability
a asymptotické integralni stability pomoci vhodné ljapunovské funkce. To vyZzaduje
velmi jemné techniky zejména, kdyZ se pro stabilni feSeni konstruuje pfislu$na
ljapunovska funkce. Nelze se divit, Ze prace [5] se zahy objevila v monografiich jako
fundamentalni poznatek v oblasti kvalitativni teorie oby&ejnych diferencidlnich rovnic
(A. Halanay - 1966, W. Hahn - 1967, T. Yoshizawa - 1966). I kdyby Ivo Vrko&
napsanim préace [5] ukonéil svou matematickou aktivitu, zistalo by jeho jméno pro
matematiky pracujici v této oblasti trvalym pojmem.

V r. 1962 pak uvefejnil Vrko& praci [7], v niZ je z hlediska charakterizace ljapu-
novskou funkci vySetfena stabilita trividlniho feSeni systému obyCejnych diferencial-
nich rovnic viici trvale piisobicim porucham. Neziistal ani zde nic dluZen rafinovanym
analytickym technikdm a ukondil touto praci etapu, kterd pfinesla praZské $kole
kvalitativni teorie obydejnych diferencidlnich rovnic jeji obecné uznini a véhlas
ve svété. Byla to etapa mimofddné plodna, vychéazela z klasickych ruskych tradic
poéinajicich A. M. Ljapunovem a vytvofila vlastné most k modernimu analytickému
pfistupu k ljapunovskym funkcim tim, Ze vzala v Gvahu skute€nost, Ze nafim stole-
tim v analyze hybe Lebesguetv integral. Meztim Vrko& v r. 1961 uvefejnil praci [6].
Obratil se v ni k topologickym aspektm stability feSeni systému (1) a dokazal, Ze
kdyZ jsou pro systém (1) diny n&jaké podminky (napk. Carathéodoryovy) zarudujici
existenci feSeni, potom je mnoZina téch vychozich stavi systému v okamZiku ¢t = 0,
z nich¥ vychézi stabilni (ekvistabilni, stejnom&rng stabilni) Fe§eni, mnoZina typu G,.
Toto je sim o sob& hezky vysledek. Vrko¢ ale v praci dokazuje i to, Ze kdyZ je v R>
déna mnoZina . typu G,, potom existuje systém (1) v R? tak, Ze kazdé jeho FeSeni
vychazejici v okamZiku t = 0 zbodu x € / je stejnomérné stabilni a kaZdé jeho feSeni
vychazejici v okamZiku ¢t = 0 z bodu x, ktery je v doplitku mnoZiny .#, je nestabilni.
Navic jet& ukazuje, Ze systém (1) lze urdit tak, Ze jeho prava strani ma spojité
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parcialni derivace vSech fadi. Zakladni mySlenky ditkazu tohoto tvrzeni jsou platné
i pro obecny pfipad R". Diikaz je vSak podan jen pro n = 2, technika je uZ i tak dost
komplikovand. Pro ptipad jednorozmérné autonomni oby&ejné diferencidlni rovnice
(tj. dynamického systému) pak je jest& uveden dimyslny popis mnoZiny, z niZ vycha-
zeji nestabilni trajektorie. Tato VrkoCova prace je odbornikiim v topologické dyna-
mice znama, dodnes ale pfed ni stoji v ucté, protoZe je ukdzkou toho, co dovede
udélat hluboké porozuméni metodam analyzy a jejich vyuZiti v zdanlivé abstraktnim
odvétvi matematiky.

Po tomto velmi plodném obdobi matematickych vykont Ivo Vrko€ stoupil do dalsi
oblasti, kterd u nas neméla tradici — tou je vyzkum stochastickych diferencidlnich
rovnic.

Z dne$niho pohledu je problematika stochastickych diferencidlnich rovnic teorii
obydejnych diferencialnich rovnic dosti odlehld a je spiSe fazena do teorie pravdé-
podobnosti. Cesta I. Vrko¢e od rovnic obyCejnych ke stochastickym je ale pfima.
Prvé stochastické prace [9] a [11] jsou jistym pokraovanim d¥iv&j§iho zkoumdni
stability s tim, Ze uvaZované poruchy na pravé strané rovnice maji ndhodny charakter.
Tyto Clanky se jeSté nezabyvaji ,,pravymi‘‘ Itbovymi stochastickymi rovnicemi, ale
tzv. ndhodnymi diferencialnimi rovnicemi, v nichZ nahodny proces vstupujici do pravé
strany rovnice ma dostateén& regularni trajektorie. ReSeni je proto mo¥no chapat
v klasickém Carathéodoryho smyslu (neni tedy zahrnut p¥ipad ,,bilého §umu“).

PfibliZme problematiku praci [9] a [11] alespoii tim, Ze naznaCime specidlni
pfipad hlavniho vysledku z [11]. UvaZujme tfidu rovnic tvaru

%= —AX, + S,(t, 0, %), x,(to) = xo,
v nichZ 4, > 0 a S, maji vyznam ndhodnych perturbaci. Vrkoova pozornost je
soustfedéna na odhad asymptotického chovani vyrazii typu
(2) sup P[ sup x,(t, w) > v,]

s’l

tosStsty,

pfin - o0, t, = t, a v, jsou dand &isla, P[...] v (2) zna&i pravd&podobnost, Ze proces
x, na intervalu [#,, t,] pfekro&i alespoti jednou hranici v,. Pokud vliv jednotlivych
poruch klesa s n - oo a poruchy pfitom nezpusobuji ,,systematickou chybu®, je
moZno vyjadfit limitu vyrazii (2) pomoci feSeni rovnice vedeni tepla. Matematické
upfesn&ni pfedchoziho tvrzeni je oviem zna&n& naroéné a je v [9] a [11] pfedmétem
jemné analytické prace. Z uvedené souvislosti s parabolickymi rovnicemi Ize vytusit,
Ze typickou oblasti aplikace citovanych vysledk® jsou situace, kdy ndhodné po-
ruchy S, v jistém smyslu konverguji k procestim ,,bez paméti*, tj. k procestim typu
bilého Sumu. Nasledny posun matematickych zijmd I. Vrko€e k problematice
stochastickych diferencialnich rovnic je tedy velice pfirozeny. V tomto oboru se za-
byval (odhlédneme-li od né&kolika drobn&jsich praci), dv€ma tématy: zobecn&nim
metody praméru na stochastické diferencidlni rovnice a tilohou maximélni diftize
pfi uniku z oblasti. Prav& druhé z t&chto témat navazuje na &lanky [9] a [11]. Z4-
sadnim pfispévkem je zde [19], kde je problém FeSen v nejobecn&jsi podobg.
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UvaZujme oblast D s dostate&né hladkou hranici v R", nechf je x(t) feSenim sto-
chastické diferencidlni rovnice

(3) dx(t) = (¢, x(t)) dt + B(t, x(¢)) dw(t), x(0) = x,€ D,

v niZ w(t) zna&i Wienerdv proces, koeficienty f, B jsou dostatein& hladké a splituji

obvyklé pfedpoklady zajiSfujici existenci a jednoznalnost feSeni. Oznaéme 7 Cas

prvniho vystupu procesu x(t) z oblasti D. Necht je v rovnici (3) koeficient lokélniho

posunuti f zvolen pevné, zatimco koeficient difize B se miZe ménit. Potom i Cas
T = 1ty zavisi na B; cilem Ivo Vrkode bylo nalézt maximum z pravdépodobnosti

P[ts < T], Ze proces x(t) dosahne hranice oblasti D dfive, neZ v n&jakém (pevném)

&ase T, ve t¥id& viech ,,rozumnych‘ koeficienttt B. V praci [ 19] je nalezena podminka,

kdy je maximalni pravd&podobnost dosaZena pro n&jakou matici difize B(, x).

UvaZujme matice B takové, Z¢ BB' je pozitivn& semidefinitni v Q = (0, T) x D

a parabolickd rovnice

) u,(t,x) = 3 Te(B(T — t,x) D2u(t, x) B(T — t,x)") + (f(T - t, x), D,u(t,x))
s okrajovymi podminkami
(5) lim u(t,x) =0, xeD, limu(t,x)=1, yedD, t20,

t—-0+ x—y

ma jediné omezeni feSeni v Q. Matici B nazveme maximaélni, pokud maximalizuje
hodnotu P[t; < T] ve tfid& viech matic B s pravé uvedenymi vlastnostmi, pro n&z
jenavic B(t, x) B(t, x)7 — B(t, x) B(t, x)7 pozitivn& semidefinitni pfi (z, x) € Q. Jednim
z hlavnich obecnych vysledkii [19] je pak véta, podle ni¥ je matice B maximdlni
(v terminologii [19] siln& maximélni), je-li omezené feSeni rovnice

u,(t,x) = 4 Te(B(T — t,x) D2u(t,x) B(T — t, x)™) + (f(T — t,x), D,u(t,x))

s okrajovymi podminkami (5) konvexni v oblasti Q vzhledem k x. Diikaz tohoto
tvrzeni, zaloZeny na elegantni aplikaci Itdovy formule, ukazuje sepéti teorie sto-
chastickych diferencidlnich rovnic Itova typu a teorie parabolickych parcialnich
diferencidlnich rovnic. Z hlediska praktické pouZitelnosti vyvstiva ovSem otazka,
kdy ma rovnice (4) jediné omezené FeSeni a zejména pak kdy je toto feSeni konvexni.
Nalezeni explicitnich postadujicich podminek formulovanych pomoci koeficientii
rovnice v&noval Ivo Vrko& zna&né sili, jehoZ vysledkem byla fada praci [23], [24],
[26], [27] a [32]. Pro préce z této serie je pfiznagné, Ze z hlediska techniky diikazi
spadaji spiSe do oblasti linearnich parcidlnich diferencialnich rovnic parabolického
typu a obsahuji fadu vysledki vyjastiujicich nékteré specialni aspekty chovani feSeni
takovychto rovnic. Nejsou tedy zajimavé jen z hlediska stochastické analyzy.

Jak jsme se jiZz zminili, druhym sté€Zejnim Vrko€ovym stochastickym tématem je
okruh technik, znamych v teorii oby¢ejnych diferencidlnich rovnic jako metoda
primé&ru. Metody pramérovani, inspirované nkterymi problémy fyziky (zejména
mechaniky), umoZiiuji ptibliZit feSeni rovnice s rychle oscilujicimi koeficienty feSe-
nim rovnice se ,,zpriimérovanymi‘‘ koeficienty, aniZ bychom se dopustili vétsi chyby.
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Pfesnéji, uvaZzujme stochastické diferencialni rovnice
(6) dX,(f) = f(f, Xz(t)) dr + B (5, Xe(t)) dw(t), X,(0) = x,,
& &

kde ¢ > 0 je maly parametr, w(t) Wieneriiv proces (i obecn&j3i spojity proces s nezé-
vislymi pfiristky) a koeficienty lokdlniho posunuti f a difize B spliiuji klasické
podminky pro existenci a jednoznaénost feSeni. Problém, zda za pfedpokladu existen-
ce funkci f, B a podatedni podminky X splitujicich

7(x) = lim ~ f “ftx)de, tim f " 1B(t, %) — B9 dt =0,
T T 0 Towo T 0

limx, = X,
=0+

konverguji FeSeni rovnice (6) v kvadratickém stfedu k EeSeni limitni rovnice
) dX(t) = f(X(r)) dt + B(X(¢)) dw(t), X(0) = x,
byl feSen positivng I. Vrko&em v [12] (a nezavisle I. I. Gichmanem v préci Diferen-
cial’nye uravnenia so sluéajnymi funkcijami, Zim. §kola po teorii verojat. mat. stat.,
Kijev 1964, 41 —85).
Bylo dokazano, Ze plati dokonce
(8) lim E sup |X(f) — X(1)|* =0

g0+ OSt<T
pro kazdé T > 0 (pfi¢emZ E zna&i stfedni hodnotu). Vysledek typu (8) je dokazan
i pro stochastické diferencidlni rovnice v oblasti s adhezivni hranici. Jak znamo,
ulohy primérovani jsou zvlastnim pfipadem problému spojité zavislosti FeSeni
diferencialni rovnice na parametru. Klasické vysledky o spojité zavislosti jsou vsak
pro tyto udely pfili§ slabé a je tieba zkoumat jemnéjsi druh spojité zavislosti, tzv.
integralni spojitost. Sila tohoto p¥istupu se ukazala aZ pozdéji, v sedmdesatych letech,
kdyZ Z. Artstein ve své znamé praci (Continuous dependence on parameters: On the
best possible results, J. Differential Equations 19 (1975), 214 —225) vyjasnil, Ze vysled-
ky typu integralni spojitosti jsou v jistém pfirozeném topologickém smyslu uspofadani
nejlep§imi moZnymi vysledky o spojité zavislosti na parametru. Podobné tvahy lze
vést také o Vrkocové integralni stabilité, kterd svou univerzalitou zahrne jiné b&Zné
vySetfované typy stability.

V praci [12] a dale pak v [13], [15] a [16] se Vrko& v souvislosti s metodou prii-
méru vénoval rovn&Z otazkdm stability feSeni a existence periodickych FeSeni. JiZ
v &lanku [ 12] je feSena uloha primé&rovani pro nekone&ny &asovy horizont (T = + o)
za pfedpokladu stejnomé&rné asymptotické stability limitniho feSeni X. V [15] a [16]
je zkouman obecny systém tvaru

) dX,(t) = f(t, X,(2), €) dt + B(t, X,(2), &) dw,(t), X.(0) = x,
zavisly na parametru ¢ > 0 ve vztahu k deterministickému systému

(10) 3(1) = £(t, ¥(1),0), ¥(0) = x, .
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Mimo jiné je ukazino, e jsou-li koeficienty rovnice (9) integralng spojité v ¢ v jistém
stejnom&rném smyslu (kuptikladu se pfedpoklada, Ze
lim {5 |B(z, y(z), €)|* dF,(t) = 0, F,(t) = E|w,(t)
e=+0+

2
>

rrrrr

malych & > 0 i na rovnici (9). Podobné& je dok4zana existence periodickych feSeni
rovnice (9), jsou-li jeji koeficienty periodické v t. Z metodického hlediska je pozoru-
hodné, Ze ob& prace [15] i [16] bohat& vyuZivaji technik zavedenych kratce predtim
J. Kurzweilem pfi vySetfovani invariantnich variet obylejnych diferencialnich
rovnic.

Zijem Ivo VrkocCe o problematiku primérovani a integralni spojitosti oZil opét
v posledni dobg& v souvislosti s vyzkumem stochastickych evoluénich rovnic .Zasadniho
vysledku bylo dosaZeno v praci [52], kterd pojednavd o integralni spojitosti pro
rovnici

(11) dX,(1) = [A X, (1) + fut, X,(1))] dt + D,(t, X, (1)) dw(?),

X.(0) = o,
v Hilbertové prostoru H. Pfitom piedpokladime, Z¢ A je infinitezimalni generator
siln& spojité semigrupy S(¢) v H, w(t) je Wieneriv proces s hodnotami v Hilber-
tové prostoru K s jadernym kovarianénim operitorem W, f,: R, x H — H,
®,: R, x H— LK, H) spliiuji obvyklé podminky méfitelnosti, lineirniho rastu
a lipschitzovskosti v prostorové proménné, « > 0. Rovnice (11) je interpretovana
v jemném smyslu, tj. jako integralni rovnice

X,(t) = S(t) o + [o S(t — 5) fu(s, X,(s)) ds +

+ [6 S(t = 5) Du(s, X,(s)) dw(s) ,
druhy integral na pravé strané je stochasticky It6lv integral.

Hlavnim vysledkem [52] je nasledujici véta: Plati-li

(12) ,l_i.r(r)l;[; S(t — r)[flr, x) = fo(r, x)]dr =0,

(13) lim [! Te{(®,(r, x) — Po(r, x)) W(D(r, x) — Po(r, x))*} dr = 0
a—-0+

pro viechna xe H, 0 < s < t, a plati-li (p,/v—> ®o v H, pak dostavime

(14) lim sup E|X,(1) — X,()|a =0
a0+ OStsT

pro viechna T > 0.

Analyza kone&n&rozm&rného pkipadu ukazuje, Ze podminka (13) je v podstatd
nezeslabitelnym poZadavkem, avsak pfedpoklad (12) na nelinedrni sloZku koeficientu
lokalniho posunuti by bylo vhodné nahradit pfirozen&jsim pfedpokladem

(15) lim f; f,(r, x) dr = [ fo(r, x) dr.
a=+0+
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v [521; (. . s . T . )
e ftizon, e b s o, et s )y

) X Parcijini diferencialni
rovnice parabolického typu. Pfekvapivy protiptiklad v pfipravovaném &lanku [56],
sestrojeny I. Vrkogem, ukazuje, Ze podobna zdmé&na neni moZna pro stochastickou
vlnovou rovnici, uvazujeme-li pfirozeny stavovy prostor H = Wl.2 gy 12 Zaroveit
jeale v [56] ukdzéno, Ze (12) lze nahradit slab3im pfedpokladem (15), jestlize ptislus-
n& zeslabime topologii stavového prostoru (napf. pro vlnovou rovnici to znamen4,
e se starame jen o L? — konvergenci feSeni a nikoliv o konvergenci derivaci).

Primérovanim a integralni spojitosti v teorii stochastickych evolu&nich rovnic
neénym Casovym horizontem.

Vyznamna4 je i spolupréce 1. Vrkode s fyziky, ktefi se zabyvaji teorii elementarnich
dastic. '

Koncem 3edesatych let se ve fyzice elementarnich &astic rozvinul novy obor — tzv.
metoda analytickych extrapolaci. Jejim zakladnim tkolem je vystihnout vysledky
méfeni v n&jaké (kinematické) oblasti analytickou funkci (pfesna fyzikalni amplitu-
da popisujici vysledky mé&feni je analyticka funkce) a extrapolovat ji do jiné oblasti,
ve které méfeni nebylo nebo nemohlo byt provedeno. Pfitom je nutno uvaZit, Ze
méfeni je zatiZeno jistou experimentalni chybou. Navic je nejéastéji provedeno na
hranici oblasti, ve které je hledana funkce holomorfni. Tato dloha je velmi nejedno-
znadnd. Mald chyba (rozdil fyzikélni funkce a jeji analytické aproximace) v oblasti
méfeni miZe zpiusobit velkou chybu v oblasti, do které extrapolujeme. Uloha je
nekorektni v Hadamardové smyslu a to vede k tomu, Ze pro tuto oblast nelze ziskat
Zadnou netrividlni fyzikalni pfedpovéd. T¥idu uvaZovanych funkci je tfeba omezit
naloZenim vhodnych matematickych, a pfitom fyzikdln& pfijatelnych, stabilizujicich
pfedpokladi. Proto se ve fyzice v&novala velkd pozornost nalezeni tzv. stabilnich
extrapoladnich metod. Stabilitou se zde rozumi nasledujici vlastnost: je-li f(z)
holomorfni v n&jaké oblasti komplexni roviny a stejnomérné€ omezend na mnoZiné A,
tj. |f(z)| < & z € 4 pak jeji extrapolace do mnoZiny B je stabilni vzhledem ke t¥id&
funkci F pokud je lim,_, ¢ Sup,.p supscr ] f (z)f = 0. T¥ida funkci F je pfitom vymezena
stabilizujicimi pfedpoklady, o kterych jsme se zminili vyse.

Této iloze se I. Vrko& v&noval v praci [25]. Jeden z jeho nejzajimav&jsich vysledkt
se tykd moZnosti stabilni extrapolace imagindrni &asti Im f(z) funkce f(z) z jedné
&asti hranice oblasti holomorfnosti I'y na jeji druhou &st I',, pokud je f(z) omezena
a podél &asti hranice I', existuji omezené derivace funkce f(z), tj. pro ptipad jednot-
kového kruhu se poZaduje

d Re f(e'?)
de
Tato podminka je z fyzikdlniho pfijatelna v oblastech, kde nejsou rezonanéni stavy.

Ve zminé&né praci dokazal I. Vrko& i dalsi véty o stabilni extrapolaci, z nichZ fyzikové
mnohé vyuZivali aniZ by znali jejich pfesné ditkazy.

<N, pro €“er,.
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Jiny okruh Vrkoc€ovy &innosti ve fyzice elementarnich ¢astic se tyka téch vlastnosti
rozptylové matice, které vyplyvaji z obecnych fyziklnich principi. Tento vyzkum
je dileZity v situacich, kdy je namisto ucelené teorie k dispozici pouze soubor zaklad-
nich principi, které by mé&la kazd4d budouci teorie spliiovat, a které typicky vedou
ke tfidé& funkci definované oblasti holomorfnosti, spojitosti na jeji hranicia chovanim
v bod€ z = o0.

Vrko&ovi pFislusi tato véta (viz [29]): Necht f(z) je

(1) holomofrni v D, kde D je horni polovina komplexni roviny, z niZ je vyiat

pilkruh o polomé&ru r, se sttedem v poéatku,

(2) spojitd v uzav&ru D s moZnou vyjimkou bodu z = co.

Bud déle
Imf(z) 20 pro Imz=0, Rez2r,,
Imf(z)20 pro Imz=0, Rez< —ry,
lim sz)=0'
2|0 * Z2

a

(16) (f:m + Jm> I—m—i(x—) dx > J Re f(re'’)de kde r = max(ro, ry).

0o

Pak existuje takové R, Ze

M>0 pro viechna zeD, |[z| >R.
z

Tato véta umoznila odvozeni fady fyzikdlné zajimavych korelaci mezi chovanim
realné a imaginarni ¢asti amplitudy rozptylu, jeji fazi a modulem a totalnim G¢innym
priifezem pfi limitn€ vysokych energiich. Poznamenejme, Ze totalni G¢inny prifez
je umérny imaginarni ¢asti amplitudy pro rozptyl na nulovy thel. Neni ndhodou,
Ze tento teoreticky vyzkum se stal aktualni v sedmdesatych letech, kdy doslo k prud-
kému rozvoji stavby novych urychlovadd pro srazky &astic pfi velmi vysokych
srazkovych energiich.

Vrko€ zasahl do tohoto rozvoje svou pfislove¢nou schopnosti pochopit matematic-
kou podstatu fyzikalniho problému a odvozovat ,,usporné*“ véty, tj. silné vyroky
za slabych pfedpokladi. V dobé, kdy neni hotova teorie a zndmé jsou jen obecné
principy, jsou tyto matematikovy schopnosti pro fyziku pravym dobrodinim. Svou
-obecnosti zvla§té proslula Vrkofova podminka (16) pfi aplikaci na totalni u&inny
pritfez. Vyznamné bylo i zobecn&ni tzv. Pomerandukova toerému [35], které bylo
ziskano diky Vrko¢ovym obecnym formulacim, a dile Vrkociv dikaz, Ze konver-
gence integralu

% o_(E)E"'dE,

kde o_(E) je rozdil totélnich G€innych prafezi ptimé a tzv. k¥iZové sdru¥ené reakce
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a E je energie sraZky, je postaCujici pro existenci (a nulovost) tzv. Meimanovy limity
Limo_(E) = 0.

Modni zaleZitosti v sedmdesatych letech byly tzv. derivativni relace, motivované
moZnosti vyjadfit redlnou €4ast analytické funkce nikoliv integralem z imaginarni
&asti tak, jako je tomu v dispersnich relacich (Cauchyova vé&ta), ale pomoci diferen-
cidlniho operatoru, ktery je definovan sou¢tem nekoneéné fady derivaci imaginarni
¢asti. Ivo Vrko¢ dokdazal, Ze tento operator je definovan pouze na tf¥idé celych funkci
[47]. Zakladni vyznam pro dalii aplikace tenkrat mé&la nasledujici v&ta: JestliZe
funkce f:I+> R mé viechny derivace v kazdém bodé& intervalu I < R (tj. fe C*(I))
a konverguje fada lichych derivaci

(oo

Y f@r*D(x) pro kazdé xel,
n=0
potom lze funkei f (i soudet fady) prodlouzit do celé funkce.

Vyznamny podil mal Vrko¢ i na ziskdni novych vysledki p¥i zobecné&ni Froissartovy
meze na amplitudu rozptylu pro komplexni tihly rozptylu [39], [43]. K tomu pfisp&l
zejména odvozenim podminek, které zarudi, Ze se nerovnosti platné pro harmonické
a subharmonické funkce na hranici oblasti pfenesou do jejiho vnitiku.

O Vrkocovych piivodnich vysledcich uZiteénych pro teoretickou fyziku by bylo
moZné psat jeS§t& dlouho. Pfipometime ale radéji jeho Zivy zajem o matematické
jadro fyzikalnich problému, bezmeznou ochotu pomoci fyzikiim, schopnost porozu-
mét jejich pro matematiky nepfesnému jazyku a v neposledni fadé€ i jeho osvétovou
dinnost mezi nimi.

Vedle ucelenych souboril praci ve vySe zmin&nych oblastech matematiky (a fyziky)
se I. Vrko¢ zabyval mnoha dal§imi problémy. Inspirace k nim pfichazela z mate-
matického svéta, v némz Zije, z toho, Ze studoval prace svych pfatel a byl jim mnohdy
dobrym radcem, z toho, Ze pfemyslel a hral si tak, jak si dovedou hrat zvidavi mate-
matikové. Mohl by uZ ddvno v poklidu triinit na zaslouZenych vaviinech, nedéla to
ale a dokonce si jejich existenci snad ani neuvédomuje.

Zminime se jen o né€kolika Vrkodovych pracich, které patfi do této kategorie.

Vyznamna z hlediska nelinedrni funkcionalni analyzy je prace [17] v niZ je charak-
terizovan Carathéodoryliv operator. I. Vrko¢ zde podal konstruktivng uplny ana-
lyticky popis obecného Carathéodoryova operatoru. Toto je z hlediska moderni
matematiky vykon mimofadné dileZity.

V [18] zkoumal tfidu funkci, kterd hraje roli v teorii invariantnich variet, jez se
v té dob& velmi soustfedéné studovala na seminafi o oby&ejnych diferencialnich
rovnicich v Praze. Zdjmy seminafe sledovaly i prace [33], [38] a [51], které patfi
do oblasti diferencialnich inkluzi. '

Setkani s R. C. Brownem, ktery byl v Praze na del§$im pobytu, vedlo k pracim
[44] a [46], které 1ze zafadit do studia samoadjungovanych okrajovych uloh. Vrko&
sem piispél dikazem ostrosti Rayleigh-Ritzovy nerovnosti a byl v této souvislosti
dokonce vidén u stafi€kého a pomalého pocitate Hewlett-Packard, ktery tenkrat
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byl v ustavu pfistupny. Tento podivuhodny pfistroj se podroboval Vrko&ové viili
i pi praci na [45], [54] a [55]. Zde 3lo o jeho dlouhodobou kooperaci se skupinou,
kterd se vytvofila kolem M. Katétova a P. Jedli¢ky a vénovala se matematickému
modelovdni a prizkumu mechanism, které zptisobuji tak zidludnou nemoc, jakou
je roztrousena skler6za mozkomisni. K tomu poslouZily poznatky z oblasti Thomovy
teorie klasifikace singularit zobrazeni a prvky ndhodnosti, které tato nemoc vykazuje.
I. Vrko¢ se nejenZe podilel na tvorb& modelu, projevil i schopnosti programatora,
ktery nakonec ze zminéného pocitace vykouzlil moZné pribéhy nemoci, jeZ akceptoval
i pan docent Jedlicka.

S praktickymi otdzkami aplikace matematiky je spojena i prace [48], zabyvajici se
numerickymi aspekty teorie linearnich integralnich rovnic v souvislosti s energeticky-
mi ztrdtami ve velkych transformatorech napéti.

S numerickou matematikou souvisi i ne pfili§ znima skute¢nost, Ze I. Vrko¢
spolupracoval na znamé monografii I. Babuska, M. Prager, E. Vitisek: Numerical
process in differential equations, SNTL, Praha 1966 v problematice stability nume-
rickych vypoiti (viz odst. 4.2.6 v této knize).

V zav&ru podobnych bilanci, které si vynucuje b&h &asu, byva vydet i jinych ne
védeckych aktivit; i pan doktor Vrko€ se jim vénuje. Neni jich malo a plsobily mu
obdas i rlizna piikofi. Dal jim mnoho svého ¢asu a energie. Tyto ¢innosti v§ak netvori
charakteristicky rys osobnosti Iva Vrkoge. Je to skromny, mily ¢lovék a matematik
renesanéniho zabéru s mimofadnym ostrovtipem. Upsal se matematice a vyrazné
ji obohatil. To je pro né&j charakteristické a to jsme také chtéli pii této prileZitosti
sdélit.

Do dalSich let pfejme panu Ivovi Vrko€ovi ,,nerusené kruhy‘‘ a je§té mnoha potése-
ni s matematikou v kruhu jeho ctitelit a pfatel.
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