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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, X, 2-1960 

0 J I S T É T R A N S F O R M A C I JEDNODUCHÝCH 
ROVINNÝCH M N O H O Ú H E L N Í K Ů 

V Á C L A V P O L Á K , Brno 

Prof. K. K o u t s k ý položil otázku, dají-li se každé dva rovinné jednoducho 
isogonálni mnohoúhelníky převést na sebe (až :ia shodnost) konečným poetem 
paralelních posunutí stran tak, že během těchto transformací je zachována 
jednoduchost a isogonalita. Práce odpovídá kladně na tuto otázku. 

Jednoduchý rovinný mnohoúhelník1) P = (Ax, A2, . . ., An) dělí rovinu na 
dvě oblasti — ohraničenou a neohraničenou. Prvou nazýváme vnitřkem 
mnohoúhelníka P a značíme P°. V celé práci uvažujeme pouze o mnoho­
úhelnících s vlastními vrcholy (dvě sousední strany leží v různých přímkách). 
Přímky, určené body A;, Ai+1 (i = 1, 2, . . ., n, přičemž klademe At)+1 :- Ax) 
značme p{. uzavřené úsečky ~A^Ái+1 pak at. Vnitřní úhel (měříme jej vždy 
v kladných hodnotách) mnohoúhelníka P při vrcholu Ai značme ,xi. Pikáme, 
že dva jednoduché H-úhelníky P, P', jsou isogonálni, jestliže pro jejich vnitřní 
úhly vesměs platí /\.t — rx'j. 

Definice 1. Zvolme si libovolnou stranu mnohoúhelníka P (nechť je to 
strana a/). Proveďme paralelní posunutí přímky p{ ve směru na ni kolmém 
o délku d > 0. Výchozí polohu přímky značme p{!}), výslednou její polohu p{

;'
n 

a každé poloze přímky během posunování přiřaďme číslo, značící velikost 
posunutí. Toto posunutí volme tak malé, aby pro každé t £ [0, d] byl určen 
jednoduchý mnohoúhelník (Ax, A2, . . ., Ai_1, pi_1 n p{p, p{p n /VM- Ai+2, 
. . . . Ajt). Přechod od mnohoúhelníka P k mnohoúhelníku právě konstruova­
nému nazveme elementárrii transformací mnDhoúhelníka P a značíme ji z{i). 
Označení toto znamená též množinu všech mnohoúhelníků, jež jsou přiřa­
zena jednotlivým číslům intervalu [0, d]. Výsledný mnohoúhelník (je 
přirazen číslu t — d) značme pak T ( ' ; ( P ) . Stejným způsobem značíme 
všechny složky mnohoúhelníka T ( / , ( P ) : Jeho vrcholy jsou ^{i)(A1), T ( i )(A2). . . . . 
T ( / )(AJ, jeho strany jsou T(';)(O1), T(0(O2), . . ., i{i)(at)). 

Transformace, která nepohybuje žádnou stranou, se nazývá identická. 
Považujeme ji též za elementární transformaci. Elementární transformaci, 
jež není identická, považujeme za netriviální. 

1) Definici viz K. C u l í k , O exis tenci rov inných m n o h o ú h e l n í k u s p ředepsanými úhly . 
Časopis pro pěs tování m a t e m a t i k y 80 (1955), 415 — 426. 
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Definice 2. Nechť t e \0, d) je l ibovolné číslo. P a k je u r č e n a j e d n o z n a č n ě 
j i s tá e l e m e n t á r n í t rans formace iz(i) m n o h o ú h e l n í k a P: J e r e p r e s e n t o v á n a 
m n o ž i n o u všech m n o h o ú h e l n í k ů t rans formace T U ) , j imž jsou př i řazena čísla 
z i n t e r v a l u (0, t]. T e d y p la t í TZ(Í) C T ( 0 . Trans formaci n(0 n a z ý v á m e dilci 
transformací elementární tra?isformace x(i) a píšeme TZ(<) < T ( Í ) . 

Zře jmě p r o m n o ž i n u T ( / ) p la t í T ( Í ) = {n(i)(P): iz(i) < T ( ( ) } . 
Definice 3. Nechť T ( 0 je e l e m e n t á r n í t rans formace m n o h o ú h e l n í k a P. T(y) ele­

m e n t á r n í t rans formace m n o h o ú h e l n í k a T ( Í > ( P ) . P a k součin r t ě c h t o e l e m e n t á r ­
ních t rans formací značíme T ( Í ) . -z(j). P lat í T ( P ) = ( T ( < ) . T(Í))(P) = T ( / ) ( T ( Í ) ( P ) ) . 
I n d u k c í lze definovat součin konečného počtu e l e m e n t á r n í c h t rans formací . 

Definice 4 . Součin konečně m n o h a e lementárních t ransformací nazývá se 
dovolená transformace m n o h o ú h e l n í k a P. 

E l e m e n t á r n í t rans formace je dovolená t rans formace. P o d o b n ý m způsobem 
jako součin konečně m n o h a e l e m e n t á r n í c h t rans formací lze definovat součin 
konečně m n o h a dovolených t rans formací . T e n t o součin je dovolená t r a n s ­
formace. 

Nechť P, Q jsou d v a j e d n o d u c h é isogonální m n o h o ú h e l n í k y a nechť dovo­
lenou t r a n s f o r m a c í lze převés t P v Q. P a k lze též dovolenou t ransformací 
převés t m n o h o ú h e l n í k Q v P. 

Nechť T je dovolená t rans formace m n o h o ú h e l n í k a P. Vak P. T ( P ) jsou 
isogonální a odpovídaj ící s t r a n y jsou rovnoběžné. 

N e c h ť T je l ibovo lná dovolená t rans formace m n o h o ú h e l n í k a P. P a k existuje 
k o n e č n á pos loupnost dovolených t rans formací -,. T.2, . . ., T,. t a k . že: 

( l ) T = Tj . T 2 i k . 

(ii) P r o k a ž d é j £ (V - , . . . , k) je T, netr iviá lní e lementá rn í t ransformace 

i-té s t r a n y mnohoúhe ln íka (Ta. . . T ^ ^ J P ) . 

Uvedená posloupnost e lementárn ích t ransformací je u r č e n a j e d n o z n a č n ě . 
Definice 5. Nechť je d á n a dovolená t rans formace T. P o t o m rozklad (i) 

s v l a s t n o s t í (ii) se nazývá rozklad dovolené transfoi mace T n a své dilci 
cle mentám i transforma ce. 

Nechť P, Q jsou d v a j e d n o d u c h é isogonální m n o h o ú h e l n í k y a T. - dvě 
dovolené t rans formace m n o h o ú h e l n í k a P t a k o v é , že T ( P ) = Q = TZ(P). 
Zřejmě n e m u s í b ý t T = TC, neboť k mnohoi ihe lníku Q lze dospět z m n o h o ­
ú h e l n í k a P m n o h a r ů z n ý m i způsoby. 

Definice (>. Nechť (i) je rozklad dovolené t r a n s f o r m a c e n a své dílčí e lemen­
t á r n í t rans formace . 1 g I ^ k l ibovolné př irozené číslo a izt l ibovolná elemen­
t á r n í t rans formace, jež je dílčí t rans formaci T( nebo je s ní t o t o ž n á (TZ1 T,). 
P a k dovolená t r a n s f o r m a c e TC = TX T1 ^ . izl se nazývá dilci transformaci 
dovolené transformace T a píšeme TC 5g T. 

Jes t l iže T je dovolená t rans formace m n o h o ú h e l n í k a P, p a k T = [TC(P) : 
: - . <T). 

Definice 7. Nechť, I l ( / ) je t rans formace m n o h o ú h e l n í k a P. k t e r á v z n i k n e 
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para lelním p o s u n u t í m jeho i-té s t r a n y t a k , že k a ž d é dílčí p o s u n u t í je elemen­
t á r n í t ransformací , kdež to l í ( í ) již e lemen tární transformací n e n í . T u t o trans­
formaci n a z ý v á m e mezni transformaci i-té s t r a n y m n o h o ú h e l n í k a P, př ičemž 
uvedeme, je-li p o s u n u t í p r o v e d e n o d o v n i t ř či v n ě m n o h o ú h e l n í k a P. 

A 

111 ipi a1 

li1,1'1"!1 

• i!'ii'!n lll 
Ҝ 

S(1,2) 

Obr. 

Ke k a ž d é s t raně m n o h o ú h e l n í k a P exis tuje p r á v ě j ed iná mezní t rans formace 
d o v n i t ř . 

Celá práce obsahuje d ů k a z následuj ícího tvrzení: 
Věta. Xechť P, Q jsou dva jednoduché isogonální mnohoúhelníky. Pak existuje 

dovolená transformace T mnohoúhelníka P tak, ze T ( P ) je shodný s Q . 

Důkaz této vě ty p r o v e d e m e n a základe někol ika l e m m a t . Zaveďme nejdříve4 

jeden speciální pojem. 
Definice <S. H e k n e m e , že j e d n o d u c h ý H-úhelník P je typu S(i, y), jestliže 

exis tuje mezní transformace Y\{'}) m n o h o ú h e l n í k a P tak, že i-tá s t r a n a vymizí 
a M(/)(P) je j e d n o d u c h ý n — 2-, resp. n -- 1-úhelník podle t o h o , z d a / ^ pi:l 

n ^ ) ( ) lh-\ i! FH-i ( ( ) b r - ^ 2 ) -
Jest l iže P je t y p u S(i, }), p a k n a s t a n e jeden z následujících tří p ř í p a d ů : 

} i - 1. j ----- i, j - i -f I. 
Lemma 1. Xechť n < 5 je přirozené Číslo {t P —- (A1, . . ., AJ jednoduchý 

n-úhel nik n něhož \x < 180°. Pak existuje dovolená transformace T a čísla 
i. je (--. 3. . . . . n 1) /Ok, fe 

(1) mnohoúhelník T ( P ) ye tuyju S(i, j) (jeho /nezni transformaci, jez (Uinlnje 
i tou stranu, označme K ( y ) ), 

(2) pro kazdon dovolenou transformaci n mnohoúhelníka- P, TU < T . ÍI ( y ). je. 
TC(P)" C P J « 7T(A,) .-: A,. 

Z p o d m í n k y ^(A j) i - Ax p lyne, že b ě h e m transformace T n e p o s u n u j e m e 
ani první an i poslední s t r a n o u . 

Důkaz l e m m a t u p r o v e d e m e ú p l n o u indukcí podle n. Nechť n — 5, \ 2 > 180 
a ll(2^ mezní t rans formace d o v n i t ř m n o h o ú h e l n í k a P. 
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Nechť druhá strana vymizí. Jestliže U(2)(P) je jednoduchý řtyřňhelník 
(obr. 3,4), jsme hotovi (T je transformace identická, i = j = 2). Jestliže 
II(2)(P) není jednoduchý čtyřúhelník, bude zřejmě <x3 < 180° a cárá ll (2)(P) 

OЬr. : Î . O I ) Ľ . 4. 

bude trojúhelníkem, t j . vymizí též třetí strana (obr. 5). Pak existuje zřejmě 
malá elementární transformace T ( 3 ) dovnitř mnohoúhelníka P tak. že po 
provedení mezní transformace dovnitř druhé strany mnohoúhelníka T ( 3 ( P ) 
nastane případ vyznačený na obraze 3, který již je řešen. 

Obr. Г) Obr. <L 

Nechť druhá strana nevymizí. 
Nechť vymizí třetí strana. Jestliže U(2)(P) je jednoduchý čtyřúhelník, jsme 

hotovi (obr. 6). Jestliže n ( 2 )(P) není jednoduchý čtyřúhelník, nastane zřejmě 
případ vyznačený na obr. 7. Pak zřejmě existuje elementární transformace 

T(2> < TT(2) tak, že mnohoúhelník T ( 2 ) ( P ) je typu S(2, 3) s vlastnostmi uve­
denými v lemmatu. 

Nechť třetí strana nevymizí. Pak nastane případ vyznačeny' na obr. 8, 
který opět snadno rozřešíme. 

Vyšetřujme nyní případ L\2 < 180°. Bez újmy obecnosti lze předpokládat 
též a5 < 180°. Mohou nastat pouze případy vyznačené na obrazech í), 10, 11, 
které snadno rozřešíme. Platí tedy naše lemma pro n = 5. 

Nechť n > 5 je libovolné přirozené číslo a nechť lemma platí pro všechna 
přirozená k, 5 5j k < n. 
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Nést ro jme nejdř íve dovolenou t r a n s f o r m a c i r ( 2 ) r ( 3 ) г^-1) slo 

zenou z ne tr iv iá lních e l e m e n t á r n í c h t r a n s f o r m a c í d o v n i t ř d r u h é , t ře t í , 

a n 1-té s t r a n y . M n o h o ú h e l n í k T X ( P ) o z n a č m e P'. Zře jmě A'.v A\, 

Obr. Obr. 8 

. 4 ^ . 6 P" a rovněž t a k v n i t ř k y úseček a^a'.^ ...,a'a_x leží u v n i t ř m n o h o ­
úheln íka P. 

S t u d u j m e nyní m n o h o ú h e l n í k P'. Rozl i šme d v a případy^: \ 2 > 180 , 
\2 180° (zřejmě vesměs cx\ = ^-). 

Һ V 

Obr. Ю. Obr. II . Obr. 1: 

I. N e c h ť x2 > 180°. P r o v e ď m e s m n o h o ú h e l n í k e m P' mezní t rans formaci 
l l ( 2 ) d o v n i t ř . 

I I . Nechť vymiz í d r u h á s t r a n a . S t u d u j m e p ř í p a d ncz > 180° (obr. 12). 
Jes t l iže 1I ( 2 )(P') je j e d n o d u c h ý n — 1-úhelník, j sme h o t o v i (T = Tj, i = j = 2). 
Jes t l iže 1I ( 2 )(P') n e n í j e d n o d u c h ý m n o h o ú h e l n í k , leží b o d 1I(2)(^42) : 1I(2)(^4.'5) 
na n ě k t e r é z úseček ~A'hA[s, A^A'-, . . ., A'n_xA'H. Zře jmě existuje m a l á elemen­
tární transformace T ( 3 ) ven m n o h o ú h e l n í k a P' t a k , a b y pro v š e c h n a TU < T ( 3 ) bylo 
7r(ť/ó) c P a p r o v e d e m e - l i s m n o h o ú h e l n í k e m T 3 ) (P') mezní t r a n s f o r m a c i dovni t ř 
d r u h é s t rany, anuluje se t a t o a o b d r ž í m e jednoc.uchý n — 1-úhelník. M á m e před-

c 

(-

i á zející p ř i p a d á j sme h o t o v i (T = TX . T - 1 2). Z b ý v á s t u d o v a t p ř í p a d 
180°. Jes t l iže II ( 2 ) (P ') je j e d n o d u c h ý n — 1-úhelník, j sme h o t o v i 
Tj, i = j = 2). Jest l iže I1 ( 2 )(P') není j e d n o d u c h ý n — 1-úhelník, anuluje 



se zřejmě t ř e t í s t r a n a , t j . plat í U{2\A:2) -• U{2\A:) -• U{2\A'+) (obr. 13). 
P a k zřejmě existuje e l e m e n t á r n í t rans formace T ( 4 J m n o h o ú h e l n í k a P' t a k . 
aby pro v š e c h n a TC(4) < T ( 4 ) bylo -rz(al) C P a ])rovedeme-li s m n o h o ú h e l n í k e m 
T ( 4 ) ( P ' ) mezní t rans formaci d o v n i t ř d r u h é s t r a n y , anuluje se t a t o a obdrž íme 

Obr. 13. 

A3 

Obr. 14. ( ) l ) r . 1Г>, 

A, 

A3 

j e d n o d u c h ý n — 1-úhelník. Máme předcházej ící p ř í p a d a j sme hotovi 
(T = T-. . T<*>, i = j = 2). 

12. Nechť d r u h á s t r a n a nevymizí . Předpokláde jme, že vymizí t ř e t í s t r a n a . 
Jest l iže I1 ( 2 )(P') je j e d n o d u c h ý ?? — 1-úhelník resp. H — 2-úlielník (v p ř í p a d ě 

% 
Obг. 16. Obr. 17. 

cú ,! Ol), j s m e h o t o v i (T =- TX. i = 3. j = 2). Jes t l iže JI ( 2 ) (P') není j e d n o d u c h ý 
mnohoi ihe lník, m ů ž e n a s t a t někol ik p ř í p a d ů : x) ]\{2\a2) n ]\{2)(a'4) -
= U{2\(L2) ^ U{2)(a) (obr. 14). P a k zřejmě existuje t r a n s f o r m a c e T ( 2 ) < 11<2> 

m n o h o ú h e l n í k a P' t a k . že mezní t rans formací d o v n i t ř t ř e t í s t r a n y m n o h o ­
ú h e l n í k a T ( 2 ) ( P ' ) anulu je se s t r a n a d r u h á a o b d r ž í m e j e d n o d u c h ý n — 1-
ú h e l n í k (v p ř í p a d ě ax % O3). resp. j e d n o d u c h ý n — 2-úhelník (v p ř í p a d ě 

Ctл J s m e h o t o v i (T T т(2) 2. j = 3). ß) \V2)(a:2) n I I ( 2 ) « ) 
= U{2\ao) = U{2)(cť) (obr. lo) . Zřejmě existuje e l e m e n t á r n í t rans formace T ( : , ) 

m n o h o ú h e l n í k a ?' t a k , že pro k a ž d é TC ^ T{1,) je n(a'r) C P a provedeme-li 
s m n o h o ú h e l n í k e m T ( 5 ) ( P ' ) mezní t rans formaci d o v n i t ř d r u h é s t r a n y , n a s t a n e 
p ř í p a d oc. y) U{2)(a:2) n U{2)(a) = 1 I ( 2 ) « ) ^ IT(2'(O;) (obr. 16). P a k existuje 
e l e m e n t á r n í t rans formace T ( 2 ) < U{2) m n o h o ú h e l n í k a P' t a k , že mezní t r a n s ­
formací d o v n i t ř t ř e t í s t r a n y m n o h o ú h e l n í k a T ( 2 ) ( P ' ) anulu je se s t r a n a č t v r t á 
a obdrž íme j e d n o d u c h ý w ~ - l - ú h e l n í k (v p ř í p a d ě a 3 % r/5), resp. j e d n o d u c h ý 
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v — 2-iihelník (v ])ří])adě O.. |! ad). Položíme T = T3 . x
(2), i = 4, j = 3 a jsme 

hotovi. O) n(2)(rtt>) n IT(2)(O:;) = {]J(2)(A:)} = :Ii ( 2 )(A;)}, (obr. 17). Poněvadž 
I1(2)(P') není jednoduchý mnohoúhelník, existuje zřejmě na úsečce Y\{2)(a2) 
alespoň jeden bod, jenž patří do některé 2; úseček I7(2)(a5), U{2)(a'{.), . . . , 
JI(2)(O//_1). Pak existuje zřejmě elementární transformace x(4) mnohoúhel­
níka P' tak, že pro všechna iz{i) < T ( 4 ) je •K^)(a4) C P° a provedeme-li s mnoho­
úhelníkem T ( 4 ) (P ' ) mezní transformaci dovnitř druhé strany, obdržíme jedno­
duchý mnohoúhelník — jsme hotovi (x — xx . x(4\ i = 3, j = 2). 

Zbývá vyšetřit případ, kdy třetí strana nevymizí. Poněvadž při transformaci 
Ií ( 2 ) nevymizí v tomto případě ani druhá a ani první strana, není mnoho­
úhelník I7(2)(P') jednoduchý. Na úsečce U{2)\a2) existuje tedy aspoň jeden 
bod, jenž leží na některé z úseček T F 2 ' ^ ) , , . . , Y\{2)(a'H^1). Nechť A je ten 
z těchto bodů, jenž je bodu U{2)(A[,) nejblíže;. Zřejmě bod X nemůže ležet 
současně uvnitř dvou různých stran mnohoúhelníka II ( 2 )(P') . Bude tedy 
bod A" bud a) současně vrcholem a vnitřním bodem právě jedné strany mnoho­
úhelníka [I ( 2 )(P'), nebo b) bude současně totožný správě se dvěma různě ozna­
čenými vrcholy mnohoúhelníka n ( 2 ) (P'), avšak nebude vnitřním bodem 
žádné z jeho stran. 

xX. 

Ä, Áj 
'Aг « V 

< V 

OЬr. 20. ()l)ľ. l.s. Obľ. 19. 

a) Studujme nejdříve případ první. Všechny možnosti jsou vyznačeny 
na obrazech 18 až 20. 

Nechť A U{2)(A2) a současně A leží uvnitř úsečky n{2)(a'(). Zřejmě 
4 < t < n — 1 (obr. 18) a čára (A, U{2){A'J, A{2)(A'X). . .., n ( 2 )(A;)) je jedno­
duchý mnohoúhelník. Označme jej R = (Bx. B2. ...,BW), kde Bx X, 
B2 I1(2)(A:;). 

Nechť A \\{2)(A'(), X leží uvnitř úseSky U{2)(a2) (obr. 19). Zřejmě 
f> < t < n - 1 a čára (A, n í2>(^.;), U(2)(Al) n ( 2 ) ( i /

, „ 1 )) je jednoduchý 
mnohoúhelník. Označme jej R = (Bx. B2, . .., BJ, kde Bx .-,- A, B2 YÍ{2)(A:,). 

Nechť A U{2)(A'^. A leží uvnitř úsečky U{2)(a'() (obr. 20). Zřejmě 
f> < t < n - 1 a čára (A. U{2)(A'4), U{2)(A'b). . . ., n{2)(A't_x)) je jednoduchým 
mnohoúhelníkem. Označme jej R -= (Bv B2 Bm), kde BA X. 
B2 U{2)(A\). 

87 



Ve všech t ř e c h p ř í p a d e c h je 3 i j m < n a v n i t ř n í úhel m n o h o ú h e l n í k a R 
p ř i v rcholu Bx je < 180°. 

Jes t l iže je m ^ 5, jsou p r o m n o h o ú h e l n í k R sp lněny i n d u k č n í p ř e d p o k l a d y . 
Ex i s tu je t e d y dovolená t rans formace p m n o h o ú h e l n í k a R a čísla p. y € 

€ (2 m — 1) tak, že: 

(1) mnohoúhe ln ík p(R) je typu S(p, q) (jeho mezní transformaci, jež anuluje 

p-tou s t r anu , o z n a č m e Y((/)), 
(2) p r o k a ž d o u dovolenou t r a n s f o r m a c i TT m n o h o ú h e l n í k a R, TT < p . V(,f\ 

je TT(R)° c R° a r r ^ ) = Bx. 

Nechť n a s t a n e p ř í p a d v y z n a č e n ý n a obraze 18. Nechť p = p(/-> . p(/-) . . . . p ( ' . ) 

je rozk lad dovolené t rans formace p n a své dílčí e l e m e n t á r n í t rans formace . 
O z n a č m e d} vel ikost p o s u n u t í ij-té s t r a n y v e l e m e n t á r n í t r a n s f o r m a c i p(iV 
(velikost p o s u n u t í m ě ř í m e ve směru k o l m é m n a p o s u n u t í v h o d n o t á c h klad­
n ý c h ) . P o d l e p ř e d p o k l a d u je i- =£ 1, m p ro každé j . Exis tu je t edy ne t r iv iá ln í 

e lementá rn í t ransformace A(1) ven mnohoúhe ln íka R t ak , že existuje dovo­

lená t ransformace p — p0'^ . p('-) . . . p(lV mnohoúhe ln íka A ( 1 ) (R) t ak , že pro 

každé j posunuje e lementá rn í t ransformace p(ij] i - t o u s t r anu o délku d} v t émž 

směru, j ak t o činí t rans formace p(V}. (Stačí zvolit t rans formaci A ( 1 ' v h o d n ě 
malou.) Z (2) p lyne, že pro k a ž d é 7r, 7T < p, je (A ( 1 ) . 7r)(R)° C A ( 1 ) ( R ) ° . Zřejmě 
t r a n s f o r m a c i A ( 1 ) lze zvolit t a k malou, a b y : 

(1) m n o h o ú h e l n í k (A ( 1 ) . p) (R) byl t y p u S(p, q) (mezní transformaci, jež 
anuluje jeho p-tou s t r a n u , označme P('/)), a 

(2) pro k a ž d é TT, TT < p . T<?\ je (A ( 1 ) . 7r)(R)° C A ( 1 \ R ) ° . 
V r a ť m e se nyní k obrazu 18. Jest l iže A ( 1 ) represen tuje dos ta tečně malé 

p o s u n u t í , existuje zřejmě e lementárn í t rans formace T ( 2 ) , T ( 2 ) < J l ( 2 ) . m n o h o ­
ú h e l n í k a P' t a k , že T(2)(a:z) c A{1)(S^B2). O d t u d je : 

(3) Z(*\A:S) ^ x(i)(B2), T(2)(AD = A ( 1 ) (H 3 ) , . . . , , T ( 2 ) ^ ; ) ^ A ( i ) ( L u ) . 

P o s u n u t í A ( 1 ) lze volit t a k malé, že bod A(I)(H1) leží u v n i t ř úsečky T(2)(O,') 
a v n i t ř e k úsečky A(1)(1V1) ^(A:,) leží u v n i t ř m n o h o ú h e l n í k a T ( 2 ) ( P ' ) . 

O d t u d p la t í 
(4) A(1)(R)° c T (2)(P")°. 
P o l o ž m e n y n í i = p-\-l,j=q-\-l.Z v la s tnos t í ( í ) , (2), (3) a (4) p lyne 

existence dovolené t rans formace p t m n o h o ú h e l n í k a T ( 2 ) ( P ' ) t a k . že m n o h o ­
úhe ln ík ( T ( 2 ) . px) (P') je typu S(i, j) (i, j jsou čísla s t a n o v e n á n a h o ř e : mezní 
t rans formaci t o h o t o m n o h o ú h e l n í k a , k t e r á anuluje jeho i-tou s t r a n u , o z n a č m e 
n ( j ' ) ) . a p ro k a ž d o u dovolenou t rans formaci 7r m n o h o ú h e l n í k a T ( 2 ) ( P ' ) . 
TT < P l . n<>>, je (TT . T ( 2 ) ) (P')° c T < 2 ) ( P ' ) . (Transformace p a V{'<K popsané 
v m n o h o ú h e l n í k u A ( 1 ) ( R ) , lze provés t též v m n o h o ú h e l n í k u T ( 2 ) ( P ' ) . T y t o 
t rans formace j sme označili p l 5 IP^.) 

Položíme-li n y n í T = T1 . T ( 2 ) . p l 5 obdrž íme h ledaný výsledek. 
Analog ickým p o s t u p e m lze dospět k výsledku v p ř í p a d e c h v y z n a č e n ý c h 

n a obrazech 19 a 20. 
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Tím jsme úplně vyřešili případy, kdy m > 5. Jestliže m = 3 nebo 4, snadno 
opět dospějeme k žádanému výsledku. 

b) Zbývá vyřešit případ, kdy bod X je totožný se dvěma různě označenými 
vrcholy mnohoúhelníka IP2 )(P'). Nechť X - fl ( 2 )(^;) -= U(2)(A't), t ^ 2. Pak 
f> -- t < n — V 

Zřejmě existuje elementární transformace T(*} mnohoúhelníka P' tak, že 
k € {t — \, l}, pro všechna T:(A) íg zik) je izik)(a'k\ c P ° a provedeme-li s mnoho­
úhelníkem -zik)(P') mezní transformaci dovnitř druhé strany, obdržíme mnoho­
úhelník, jenž není jednoduchý a nastane případ a), který již je řešen. 

Nechť tedy X - n ( 2 ) (A ;) =--- U(2)(A't), t ^ 3. Pak 6 < t < n — 1. Zřejmě 
existuje elementární transformace T U ) mnohoúhelníka P' tak, že k č {t — l, t], 
pro všechna n(k) < T ( A ) je K{k)(a'k) c P a provedeme-li s mnohoúhelníkem 
T U ) ( P ' ) mezní transformaci dovnitř druhé strany, nastane případ a), který 
již je řešen. 

Tím jsme prostudovali všechny případy, kciy oc2 > 180°. 
2. Nechť \2 < 180°. Jestliže v3 > 180°, postupujeme podobně jako v pří­

padě 1. (Sestrojíme mezní transformaci II ( 3 ) dovnitř mnohoúhelníka P' atd.) 
Nechť tedy \3 < 180°. Proveďme mezní transformaci n ( 3 ) dovnitř mnoho­
úhelníka P'. Jestliže třetí strana vymizí a obdržíme jednoduchý w — 1-
úhelník, jsme hotovi (T — T1 ? i = j = 3). Jestliže vymizí třetí strana a před­
chozí případ nenastane, zřejmě je I1(3)(P') jednDduchý n — 2-úhelník (obr. 21), 
t j . 1I(3)(A4) n(3)(^4;5) -.--:• \1(S)(A',). Zřejmě existuje elementární transformace 
T ( 2 ) (vhodně malá) dovnitř mnohoúhelníka P' tak, že mezní transformací 
dovnitř třetí strany mnohoúhelníka T ( 2 ) (P ' ) vymizí třetí strana a obdržíme 
jednoduchý n — 1-úhelník. Jsme hotovi (T = TX . T ( 2 ) , i = j = 3). Nechť tedy 
třetí strana nevvmizí. 

21. Nechť vymizí druhá strana. Studujme nejdříve případ a\ %• a'?) (obr. 22). 
Jestliže obdržíme jednoduchý n — I-úhelník, jsme hotovi (T = Tt, i = 2, 
j 3). Jestliže TT(3)(P') není jednoduchý n — 1-úhelník (např. vymizí ještě 
čtvrtá strana, či je porušena jednoduchost), existuje zřejmě (vhodně malá) 
elementární transformace T ( 2 ) ven mnohoúhelníka P' tak, že mezní transfor­
mací dovnitř třetí strany mnohoúhelníka T ( 2 ) ( P ' ) dostaneme předchozí případ 
(- - ( 2 ) ì 
mizí druhá strana a 

3). Předpokládejme nyní, že a\ \\ a's. Poněvadž vy-
t, x2, \3 < 180 , je \4 > 180° a II(3)(O4) C Il ( 3 )(«í). 
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Jestliže n ( 3 ) ( ^ ; ) ^ l\(^(A\) (obr. 23), dospějeme snadno k cíli (pomocí vhodné 
elementární transformace 7r(3) < Y\(Z) dospějeme k mnohoúhelníku, jenž má 
požadované vlastnosti pro i = 3, j = 2). Jestliže Í1(3)(A4) ~ Í1(3)(A;). lze 

Obг. 24. 

vhodně malou elementární transformací T ( 4 ) ven mnohoúhelníka P' docílit, 
že mezní transformací dovnitř třetí strany mnohoúhelníka T ( 4 ) ( P ' ) dostaneme 
předchozí případ. 

22. Nechť též druhá strana nevymizí. Uvažujme nejdříve o případu, kdy 
vymizí čtvrtá strana (obr. 24). Jestliže obdržíme jednoduchý n — 1-úhelník 
(v případě a's ^ a'5), resp. jednoduchý n — 2-úhelník (v případě a's a'-), jsme 
hotovi (T = T1 9 i = 4, j -= 3). Jestliže vymizí čtvrtá strana a přesto nenastanou 
uvedené dva případy, postupujeme takto: Jestliže Tl(3)(A'(.) není vnitřním 
bodem úsečky IJ(3)(a:3), lze vhodně malou elementární transformací T ( 3 ) mnoho­
úhelníka P' docílit toho, že mezní transformací dovnitř třetí strany mnoho­
úhelníka T ( 5 ) ( P ' ) vymizí čtvrtá strana a nastane předchozí případ. Jestliže 
II(3)(^4^) leží uvnitř úsečky i7(3)(ao) t j . a'^\\a'h, \5 < 180°. máme podobnou 
situaci jako na obraze 16, která se snadno řeší. Tím je případ, kdy vymizí 
čtvrtá strana, plně řešen. Nechť tedy ani čtvrtá strana nevymizí. Pak II (3)(P') 
není jednoduchý a na úsečce n(3)(a :'}) existují body, jež patří do jedné z úse­
ček Tl(3)(a'5), . . . , U(z)(a'n), Yl(^)(a'l). Nechť X je ten z uvedených bodů. jenž 
je bodu n(3)(^.4) nejblíže. 

Rozlišme dva případy podle toho, zda a) bod X --.- il ( 3 )(A 4) nebo b) X leží 
uvnitř úsečky Il(3)(a3) (X = U(3)(A'S) nemůže nastat, neboť ,\3 < 180 ). Stu­
dujme nejdříve případ a. Zřejmě bude ,x. > 180°. Jestliže X leží uvnitř ně­
které ze stran mnohoúhelníka IT(3)(P'), např. uvnitř II(3)(a,') (obr. 25), pak 
zřejmě t 6 (6, 7, . . ., n, 1). Pro t = 1 snadno dospějeme elementární trans­
formací T ( 3 ) < I l ( 3 ) k mnohoúhelníku se žádanými vlastnostmi pro i = 3. 
j = 2. Pro t ^ 1 je zřejmě čára (X = U(s)(A'á)7 I\<B)(A'5), . . . . U(3)(A'f)) jedno­
duchým mnohoúhelníkem. Označme jej R. Podobnými úvahami, které jsme 
prováděli s mnohoúhelníkem R v případě 12, dospějeme též v našem případě 
k výsledku. Tím máme vyřešenu situaci, kdy bod X leží uvnitř některé ze 
stran mnohoúhelníka IJ ( 3 )(P'). Nechť tento případ nenastane. Pak X ~ Tl{3)(A'f). 
t č (7, 8, . . . , TI, 1). Jestliže t = 1, pak vhodně malou předchozí elementární 
transformací T ( 4 ) mnohoúhelníka P' lze docílit toho, že po provedení mezní 

90 



transformace dovnitř třetí strany bod X leží uvnitř první strany. Tento 
případ máme již rozřešen. Jestliže t = n, lze bez újmy obecnosti předpokládat 
y, 180°. (Jestliže xn > 180°, přečíslujeme v opačné orientaci strany. Ob­
držíme tak případ l, který již je řešen.) Pak ale zřejmě (jako v případě t = 1) 
předchozí vhodně malou elementární transformací T ( 4 1 mnohoúhelníka P' lze 

Ä2 

7 ""/''/7 

Á, 

Obr. 25. Obr. 26. 

docílit toho. že po provedení mezní transformace dovnitř třetí strany bod X 
leží uvnitř n — 1-té strany, což bylo již řešeno. Jestliže l ^ t =£ n, lze vhodnou 
předchozí elementární transformací některé ze stran a\, a't_x docílit toho. 
že po provedení mezní transformace bude bod X ležet uvnitř některé z obou 
stran — tento případ byl již řešen. Prostudujme nyní případ b. Nechť X leží 
uvnitř úsečky H(3)(r4) (obr. 26). Pak zřejmě existuje t 6 (6, 7, . . ., n — 1) tak, 
že X n ( 3 ) ( ^ ) . (Bez újmy obecnosti lze předpokládat, že <xH < 180°. Po­
něvadž \t > 180°, je t ^ n.) Zřejmě čára (X, II Í 3 >(^). n ( 3 ) ( ^ ) , . . ., I P 3 ^ ; ^ ) ) 
je jednoduchý mnohoúhelník. Označme jej \\. Podobnými úvahami, které 
jsme prováděli s mnohoúhelníkem R v případě 12. dospějeme k žádanému 
výsledku. 

Důkaz lemmatu je ukončen. 
Lemma 2. Nechť P = (Ax. ...,Atl) je jednoduchý n-úhelník a T libovolná 

jeho dovolená transformace. Pak existuje s > C1 tak, ze pro každé TU > T neleží 
v uzavřeném kruhovém e-okolí bodu iz(Ax), kromě části vnitřků úseček iz(AxAt)), 
n(AxA.,) a kromě bodu ^(A^, žádný další bod mnohoúhelníka TC(P). 

Lemma uvádíme bez důkazu, neboť je zřejmé. 
P o z n á m k a . Podobné lemma platí, vezmeme-li místo vrcholu mnoho­

úhelníka P půlící bod libovolné jeho strany. 
Lemma 3. Nechť P, Q jsou dva jednoduché isogonální mnohoúhelníky 

typu S(i. j). Nechť anulováním jejich i-tých stran obdržíme mnohoúhelníky. 
které lze na sebe převést dovolenou transformací. Potom též P a Q lze na sebe 
převést dovolenou transformací. 

D ů k a z . Nechť P,Q jsou jednoduché mnohoúhelníky, jež vzniknou z P, Q 
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anulováním jejich i-tých stran, a nechť T je dovolená transformace převá­
dějící P v Q. Strany mnohoúhelníka P značme a1.a2 vrcholy pak 
-4i, A2, . . . . 

1. Studujme nejdříve případ i = j . Potom strany ai_1, ai+1 nejsou rovno­
běžné. Očíslování stran v P ponechme jako v P. Nemá tedy P i-tou stranu. 
Dva splývající vrcholy v P, i-tý a i -f- 1-tý. označme X. Zřejmě bod X je 
průsečík přímek proložených úsečkami ai_1, ai_1. Nechť T = T\ . T 2 . . . TA. je 
rozklad (i) transformace T na své dílčí elementární transformace (transfor­
mace Ťť posunuje iť-tou stranu). Poněvadž P nemá i-tou stranu, bude vesměs 
i( =A i-

Podle předchozího lemmatu existuje e > 0 tak, že pro každé ŤT rg T neleží 
v kruhovém £-okolí bodu TŽ(X), kromě částí sousedních stran, žádný bod 
mnohoúhelníka Ťč(P). 

Vraťme se k mnohoúhelníku P. Poněvadž je typu S(i, i), existuje elemen­
tární transformace X(l) mnohoúhelníka P tak, že úsečka X(í)(Ot) leží celá uvnitř 
kruhového e-okolí bodu X( í )(Z). Mnohoúhelník X(i)(P) značme ( 0 ) P. 

Pro každé t € (1, 2, . . .. k) nechť ( ť )P značí jednoduchý mnohoúhelník, jenž 
je isogonální s P, je typu S(i, i), anulováním jeho i-té strany obdržíme mnoho­
úhelník (Ť*! . . . Ťt)(P), i-tá strana mnohoúhelníka {l)P leží celá uvnitř křídlo­
vého č-okolí bodu {t)X (průsečík přímek proložených i — 1-tou a i + 1-tou 
stranou) a je stejně dlouhá jako úsečka X( i)(a l). (Z vlastností čísla e plyne 
okamžitě existence všech mnohoúhelníků (ť)P.) 

Poněvadž ik)P je typu S(i, i) a anulováním jeho ^-té stran}' obdržíme mnoho­
úhelník T(P) = Q, existuje elementární transformace [i{i) mnohoúhelníka (k)P 
tak, že (JL(Í)((^P) = Q . 

Nechť t £ (O, 1, 2, . . ., k — 1) a uvažujme o dvojici mnohoúhelníků ( Í )P, 
(M i)p j s o u 0 | 3 a typu S(i, i) a anrdováním jejich i-tých stran obdržíme mnoho­
úhelníky (T2 . . . T,)(P), (Ťt . . . Ť<+1)(P). (Pro t = () jde o dvojici K Ť / P ) . ) 
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Jes t l i že p la t í i — 1 i -f- 1, existuje zřejmě e l e m e n t á r n í transfor­
mace T ( " Í I } m n o h o ú h e l n í k a {t)P t a k . že T( ^i)((^P) z=- «+Dp. Trans formaci 

Jes t l i že — г 1 n e b o i -f- 1, d o k á ž e m e , že 
existuje dovolená t r a n s f o r m a c e T m m n o h o ú h e l n í k a {t)P t a k , že Tť.,.1(

(pP) 
, / ! 1 , P : Nechť n a p ř . = г 1 a n a s t a n e s i tuace u v e d e n á n a obr . 27. 

(t>ii 
Ai.i 

Ai. 

(t*V 

AІ*I 

\ 

\'t) 

\ ^ AІ. 

(Ulľ 
AІ.I 

1 

A,L.i 

Obr. 2S. 

Zřejmě exis tuje e l e m e n t á r n í t r a n s f o r m a c e v(/) m n o h o ú h e l n í k a {t)P t a k , že 
v(')((/).4-_)1) leží mezi {t)Ai:1,

 {tJrl)Ai+1 a úsečka v ( i >( (%;) celá leží u v n i t ř kru­
hového f-okolí bodu {i)X : v{i)({t)X). Dále zře jmě existuje e l e m e n t á r n í t r a n s -
ťormac m n o h o ú h e l n í k a v ( i ,( ( / )P) t a k , že úsečka y/Oyjd- •^(Ofl.) je ste jně 
d l o u h á jako {t)ai a leží t e d y celá u v n i t ř k r u h o v é h o e-okolí bodu (v(/) . v(i'-1J) 
((/).V). Zřejmě ])o k o n e č n é m počtu t a k o v ý c h k r o k ů dospějeme k m n o h o ú h e l ­
níku {I1)P. P o d o b n ě se d o k á ž e existence t r a n s f o r m a c e T / + 1 i v o s t a t n í c h pří­
padech (obr. 28). Zře jmě t r a n s f o r m a c e -u = X(i) . TX . T 2 . . . ik . \L{Í) je h l e d a n á 
dovolená transformace převáděj ící m n o h o ú h e l n í k P v Q . T í m je p ř í p a d 1 
řešen. 

2. Nechť i /-• j . 
21. S t r a n y Oř ^ , a i l nejsou r o v n o b ě ž n é . O z n a č m e FI ( : / ) resp. V{j) mezní 

transformaci m n o h o ú h e l n í k a P, resp. Q, je/, anuluje i-tou s t r a n u . T e d y 
P M ( / )(P), Q = V{j)(Q). Očíslování s tran v P a Q opě t p o n e c h m e j a k o v P, Q. 
Nemají t edy P. Q i-tou s t r a n u . Nechť X značí průsečík p ř í m e k proložených 
úsečkami ai• j , a i n . Zře jmě bod Y\{i)(X) je v las tním vrcholem m n o h o ú h e l ­
níka 1F^(P) a p la t í XV>\X) X\{i)(A.) -- I\^)\Ai x). T e n t o bod o z n a č m e X. 

Foněvadž m n o h o ú h e l n í k P je j e d n o d u c h ý , exis tuje i: > 0 t a k , že 
v k r u h o v é m £-okolí bodu X neleží, k r o m ě částí s t r a n ai^íy a i n , ž á d n ý 
další bod m n o h o ú h e l n í k a P, 
každé parale lní posunu t í n ě k t e r é ze s t r a n ~ai_1, aiV1 o dé lku e je e l e m e n t á r n í 
t rans formací m n o h o ú h e l n í k a P. 
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Existuje zřejmě elementární transformace TZ{J) < I\{j) mnohoúhelníka P 
tak, že všechny tři body 7i(j,)(.4t), n{j)(Al:;1), iz(j)(X) leží uvnitř kruhového 
.--okolí bodu X (obr. 29). Odtud plyne, že mnohoúhelník 7c(^(P) je typu >S(/. /). 
Označme P mnohoúhelník, jenž vznikne z TC(^(P) anulováním jeho i-té strany. 
Z vlastností čísla e je patrno, že P lze elementární transformací }-té strany 

i//'//l'
i,/ 

ľ !Пl1 I 
'ľ/1'1'' L 

I"l"ľ* ai '"""r"' 

Obr. 29. 

j)řevést v P. Podobné dokážeme existenci takové elementární transformace1 

C V(j) mnohoúhelníka Q, že mnohoúhelník y(y)(Q) je typu AS(/. /) a ami-
lováním jeho /-té strany obdržíme mnohoúhelník Q. který vznikne z Q ele­
mentární transformací j-té strany. Obdrželi jsme případ 1. který již je řešen. 

22. Strany rtt-_1? aivx jsou rovnoběžné. Bez újmy obecnosti lze předpokládat 
} = i -j- 1. (Jestliže } = / —• 1, provedeme přečíslování stran mnohoúhelníka P 
v opačném smyslu.) Jestliže I!(?-) rej)resentuje mezní transformaci anulující 
/-tou stranu, je U{j)(Aí) ll{j)(Al+1) vnitřním bodem strany ll (^A7-i) ^(j)(A> ») 
mnohoúhelníka P. Tuto stranu označme ~ai_x. Ostatní jeho strany \\{J\<tt) 
(t = 1,2, . . ., i — 2, i -f- 2. . . .) označme at. (Není tedy v P i-tíx ani / — 1-tá 
strana.) Nechť X značí jmlící bod i — 1-té strany mnohoúhelníka P (obr. 30). 

Nechť T = Ť\ . . . T/. je rozklad (i) dovolené transformace T na své dílčí 
elementární transformace (?ť je posunutí i ř-té strany). 

Podle poznámky uvedené za lemmatem 2 existuje e > O tak. že pro každé 
TU rT f neleží v kruhovém .sokolí bodu TZ(X) (= půlící bod úsečky - ( O ^ ) ) , 
kromě části vnitřku strany 7r(íří-i). žádny další bod mnohoúhelníka ~(P). 

Pro každé tč (O, V 2, . . ., k) nechť {t)P značí jednoduchý mnohoúhelník, 
jenž má následující vlastnosti: 
— je isogonální s P, 
— je typu S(i, i + 1), 
— anulováním jeho /-té strany obdržíme mnohoúhelník 
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(T, . . . t() (P) (pro t = 0 o b d r ž í m e m n o h o ú h e l n í k P), 
- {l)Ai --- ( í ^ ) . . . (X) ( t j . půlící b o d úsečky (í- . . . í í ) ( a ť - i ) ) , 

úsečka ( % - m á délku rovnou -'--. 

Vislo e lze zřejmě volit t a k malé, že v šechny u v e d e n é m n o h o ú h e l n í k y ( op 
existuj í . 

A.-, 

Obr. 30. 

FúJl iiii 

V//V/'/!! 

Ohr. 31. 

Ú v a h a m i zcela p o d o b n ý m i j ako v čá^-ti I našeho d ů k a z u n a l e z n e m e dovo­
lené t rans formace T(), T,, . . ., T,,, T,, : l 5 jež přiváděj í m n o h o ú h e l n í k y P, ( , ) )P 
( , ) P ( / i )P, Q jeden v d r u h ý (v t o m t o p o ř á d k i ) . T r a n s f o r m a c e T = T 0 . T, . . . 

. t l je h ledaná t rans formace . Důkaz l e m m a t u je ukončen. 
Lemma 4. Xechf P je jednoduchý n-úhelník s vlastností 
(z) \2 - 180° < \3. 

Pak bud P je typu S(l, n) něho existuje dorolená transformace T mnohoúhelníka P 
tak. ze T ( P ) již je tohoto typu. 

Mnohoúhelník s v lastnost í (z) je zřejmě nekonvexní a n > 4. Důkaz pro­
vedeme úplnou indukcí . Nechť n == 4. Pak A3, A3 leží v r ů z n ý c h polorovinách 
určených př ímkou p1 (obsahuje body Al. A2). ť/2 | ; O, a \:í, \. < 180° 
(obr. 31). O d t u d p lyne, že P je t y p u 8{l,n). Pro n ^ 4 t e d y l e m m a plat í . 
Nechť n 4 je l ibovolné př irozené číslo a nechť l e m m a plat í pro všechny 
j e d n o d u c h é k-úhelníkv s v las tnost í (z), 4 -g i. 

n. N e c h ť P je j e d n o d u c h ý 
//-úhelník uvedený v l e m m a t u . Jes t l iže P je t y p u S(\, 2), existuje zře jmě 
e l e m e n t á r n í t rans formace T ( 2 ) d o v n i t ř m n o h o ú h e l n í k a P t a k , že T ( 2 J ( P ) je 
t y p u S(l. n) - j sme hotov i . Nechť t e d y P není t y p u >Sy( 1, 2). 

1. S t u d u j m e nejdříve p ř í p a d , k d y 180°. P r o v e ď m e mezní transfor­
maci t ře t í s t r a n y d o v n i t ř m n o h o ú h e l n í k a F. P o s t u p u j e m e nyní n a p r o s t o 
ste jně j a k o v část i 1 d ů k a z u l e m m a t u 1. ' J e n označení je j iné. Bodům 
Aj, Aó, . . . odpovídaj í n y n í body po ř a d ě A2, A3, . . . Dospějeme-li k m n o h o ­
úhelníku R a je-li počet jeho s t r a n ^f», uži jeme p r o R tvrzení l e m m a t u I 
stejně, jak j sme t o učinili v d ů k a z u l e m m a t u 1, k d e o p r á v n ě n o s t uži t í l e m m a t u 
byla zaručena i n d u k č n í m i p ř e d p o k l a d y . ) T í m t o p o s t u p e m dospě jeme k tvrzení , 
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že buď P sám je typu S(i, j), i £ (3, 4, . . . . n — 2), j e (3, 4, . . . ? n ~_ i) n e b o 
dovolenou transformací lze mnohoúhelník P na tento typ převést. Lze tedy 
předpokládat, že P je typu 8 (i, j) (i, j jsou čísla uvedená nahoře). Označme P 
mnohoúhelník, jenž vznikne z P anulováním jeho i-té strany. Očíslování stran 
ponechme jako v mnohoúhelníku P. Jestliže P je n — 1-úhelník, nemá t-tou 
stranu. Jestliže P je n — 2-úhelník, strany i — 1-tá a i | 1-tá leží v téže 
přímce. Tuto stranu mnohoúhelníka P označme ~ai-1. Mnohoúhelník P je 
typu (z) a má menší počet stran nežli mnohoúhelník P. Podle indukčního 
předpokladu existuje dovolená transformace T (eventuálně identická) mnoho­
úhelníka P tak, že T(P) je typu S(\, n). 

Poněvadž i ^ n — l, n, 1, 2 a j =/- n, 1,2, existuje jednoduchý ^-úhelník P^ 
isogonální s P tak, že je typů 8(i, j), 8(1, n) a anulováním i-té jeho strany 
obdržíme mnohoúhelník T(P). Z lemmatu 3 plyne existence dovolené trans­
formace T převádějící P v Px — jsme hotovi. Tím máme vyřešen případ 
a3 > 180°. 

2. Nechť• tot3 < 180°. Proveďme s mnohoúhelníkem P mezní transformaci II(2^ 
dovnitř. Poněvadž v3 < 180°, nevymizí druhá strana. Vymizí-li první strana 
(ačkoli jsme předpokládali, že P není typu 8(1, 2), může při transformaci 1I(2) 

vymizet první strana; pak I1(2'(P) není jednoduchý nebo vymizí ještě třetí 
strana), existuje zřejmě elementární transformace T ( 2 ) < 14(2) tak, že T ( 2 ) ( P ) 
je typu 8(1, n) — jsme hotovi. Nechť nevymizí první strana. Pak pro mnoho­
úhelník 11(2)(P) nastane jedna ze tří situací, vyznačených na obrázcích 32. 33 
a 34. Ve všech třech případech dospějeme (podobně jako v případu 1) jistou 

OЬг. 32. Obr. 33. Obr. 34. 

dovolenou transformací TX k jednoduchému mnohoúhelníku T ^ P ) . který je 
typu 8(i, j), i e (3, 4, . . ., n — 2), j e ('-. 3. . . ., n — 1). Označíme-li P mno­
hoúhelník, jenž vznikne z TX(P) anulováním jeho i-té strany, existuje podle 
indukčního předpokladu dovolená transformace T tak, že T(P) je typu 8(1. n). 
Jestliže j ^ 2, postupujeme zcela stejně jako v části 1 našeho důkazu. (Sestro­
jíme mnohoúhelník P1? jenž je isogonální s P, je typů 8(i. j). 8(1. n). anulo­
váním jeho £-té strany obdržíme T(P) atd.) Jestliže j = 2, je i = 3 a snadno 
se zkonstruuje jednoduchý mnohoúhelník P l 5 jenž je isogonální s P, je typů 
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N(3. 2), S(l, n) a anulováním jeho i-té strany obdržíme mnohoúhelník T(P)* 
Pokračujeme pak dále jako nahoře. Důkaz lemmatu je hotov. 

Nyní již můžeme dokázat naši větu. D ů k a z provedeme úplnou indukcí. 
Pro trojúhelníky věta platí. Nechť n > 3 je ..ibovolné přirozené číslo a nechť 
věta platí pro všechna Ic, 3 < h < n. Nechť P, Q jsou dva jednoduché isogo-
nální mnohoúhelníky, které nejsou shodné. Jestliže n = 4 a P je rovnoběžník, 
věta ]>latí. Nechť P není rovnoběžník a nechť P je konvexní. Pak existuje 
index I tak. že v- -f ,vi41 > 180°. (Jinak by součet vnitřních úhlů (n 2) . 180° 

n byl menší než . 180 , z čehož plyne n < 4 >roti před])oklaclu.) Poněvadž Q 

je také konvexní, jsou oba mnohoúhelníky typu S(i, i) a podle indukčního 
předpokladu a lemmatu 3 existuje dovolená transformace T mnohoúhelníka P 
lak. že T(P) je shodný s Q. Jestliže P není konvexní, lze jeho strany očíslovat 
lak. že P má vlastnost (z). (Příslušné přečíslování provedeme též v mnoho­
úhelníku Q.) Podle lemmatu 4 lze mnohoúhelníky P, Q převést dovolenými 
transformacemi v mnohoúhelníky P', Q1', jež jsou typu S(\, n). Označme P, Q 
mnohoúhelníky, jež vzniknou z P', Q' anulováním jejich prvních stran. Podle 
indukčního předpokladu existuje dovolená transformace T tak, že T(P) je 
shodný sQ. Bez újmy obecnosti lze předpokládat, že T(P) = Q. Podle lemmatu 3 
lze dovolenou transformací převést P'x Q'. Věta je tím dokázána. 

Došlo 19. 2. 1959. 
Katedra matematiky university v Brně 

О ТРАНСФОРМАЦИИ ПРОСТЫХ п л о с к и х 
МПОГОУ Г(.).!1 Ы1ИКОР> 

л л ц л л 1} н о ; л к 

П Ы В О Д Ы 

Пусть Р = (А1У . . . , А „) - п р о с т о и п л о с к и й м н о г о у г о л ь н и к , у к о т о р о г о лее в е р ш и н ы 

собственные (соседние стороны л е ж а т па р а з л и ч н ы х п р я м ы х ) . Под элементарной 

траисформац1Нч"| // — у г о л ь н и к а Р разумеется т а к о й параллельный перенос л ю б о й 

его с т о р о н ы , что все м н о г о у г о л ь н и к и , в о з н и к ш и е в течение этой т р а н с ф о р м а ц и и , 

являются простыми // у г о л ь н и к а м и . 

Пусть Р , 0 пара простых и з о г о н а л ь н ы х мпогс у г о л ь н и к о в . П работе д о к а з ы в а е т с я , 

что с помощью к о н е ч н о г о числа элементарных, трансформацией перейдёт Р в м п о г о -

\ ГО. И.ПИК" К О Н Г р у . Ш Т П Ы Й с О . 

Matematicko-1'yzikálny časopis, X. 2-19(50 9 7 



ABOUT C E R T A I N T R A N S F O R M A T I O N OF T H E 
S I M P L E PLANE POLYGONS 

VACLAV P O L A K 

S u m m a r y 

Let P .— (A., A2, . . ., A n) be a simple plane polygon all vertices of which are own 
ones (neighbour sides lie in different straight lines). A parallel translation of any side 
of polygon P is called the elementar transformation, if all polygons formed during that 
transformation are simple and have n own vertices. 

Let P. Q be two isogonal simple plane polygons. The existence of finite nmnbe? of 
elementar transformations that transform P in a polygon congruent with Q is proved. 
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