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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASO?IS SAV, X, 2-1960

0 JISTE TRANSFORMACI JEDNODUCHYCH
ROVINNYCH MNOHOUHELNIKU

VACLAV POLAK, Brno

Prof. K. Koutsky polozil otazku, daji-li se kazdé dva rovinné jednoduché
isogonalni mnohothelniky pievést na sebe (az na shodnost) koneénym pocétem
paralelnich posunuti stran tak, ze béhem téchto transformaci je zachovana
jednoduchost a isogonalita. Prace odpovidd kladné na tuto otazku.

Jednoduehy rovinny mnohothelnik!) P = (4,, 4,, ..., A,) déli rovinu na
dvé oblasti — ohrani¢enou a neohranié¢enon. Prvou nazyvame vnitikem

mnohothelnika P a zna¢ime P°. V celé praci uvazujeme pouze o mnoho-
uhelnicich s vlastnimi vrcholy (dveé sousedni strany lezi v raznych piimkach).
Primky. ur¢ené body A, 4,,, ¢ = 1.2, ..., n, plicemz klademe 4,,, - A4))
znacme p;. uzaviené tsetky A,4,,, pak a, Vnitini dhel (m&ime jej vidy
v kladnych hodnotich) mnohotihelnika P pii vreholu 4; zna¢me x,. Rikdme,
7¢ dva jednoduché n-thelniky P, P’, jsou #sogondlni, jestlize pro jejich vnitini
thly vesmés plati v, = /.

Definice 1. Zvolme si libovolnou stranu ranohothelnika P (necht je to
strana «;). Provedme paralelni posunuti piinmky p, ve sméru na ni kolmém
o délku d = 0. Vychozi polohu pfimky znaéme p!”. vyslednou jeji polohu pi”
a kazdé poloze ptimky béhem posunovani piitadme ¢islo, znadici velikost
posunuti. Toto posunuti volme tak mald, aby pro kazdé ¢ € [0, d] byl urden
jednoduchy  mmnohotihelnik (4, 45, .., A, .o P PV A p. A,

. A4,). Piechod od mnohothelnika P k mnohothelniku pravé konstruova-
nému nazveme elementarni transformaci mnohouhelnika P a znadéime ji t9.
Oznaceni toto znamena téZ mnozinu viech mnohothelniki, jez jsou piita-
zena jednotlivym  éslim  intervalu [0, d]. Vysledny mnohouhelnik (je

pritazen  ¢islu £ = d) znaéme pak <@(P). Stejnym zpasobem znadime
viechny slozky mnohothelnika ©((P): Jeho vecholy jsou w(0(4,), (9(A,). .. ..
(A4, jeho strany jsou t¥(a;), 7 (ay). ..., 1 a,).

Transformace, ktera nepohybuje Zidnou stranou, se nazyva identicka.
Povazujeme ji téz za elementarni transformaci. Elementdrni transformaci,
jez neni identicka. povazujeme za netrividlni.

1y Definici viz K. Culik, O existenci rovinnych mnohothelnika s predepsanymi thly,
Casopis pro péstovani matematiky 80 (1955), 415 — 426.
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Definice 2. Necht ¢ ¢ [0, d) je libovolné ¢islo. Pak je uréena jednoznacne
jista elementarni transformace = mmnohouhelnika P: Je representoviina
mnozinou v$ech mnohothelnikt transformace <9, jimz jsou piitazena cisla
z intervalu [0, t]. Tedy plati =@ ¢ <. Transformaci z'¢' nazyvame /¢
transformact elementdarni transformace 9 a piseme w9 < <0,

Z¥ejmé pro mnozinu () plati (0 = {zO(P): =@ = <,

Definice 3. Necht <V je elementarni transformace mnohotihelnika P, = ele-
mentarni transformace mnohothelnika <(*(P). Pak soudin v téchto elementar-
nich transformaci znac¢ime 0. 10, Plati (P) = (=0 . zV)(P) = <U(z)(P)).
Indukei Ize definovat sou¢in koneénc¢ho pocétu elementarnich transformaci.

Definice 4. Souc¢in koneéné mnoha elementarnich transformaci nazvva se
dovolend transformace mnohothelnika P.

Elementarni transformace je dovolena transformace. Podobnym zpusobem
jako soucin kone¢né mnoha elementarnich transformaci lze definovat soucin
konetné¢ mnoha dovolenych transformaci. Tento soudin je dovolend trans-
formace.

Necht P, Q jsou dva jednoduché isogonalni mnohothelniky a necht dovo-
lenou transformaci lze pievést P v Q. Pak lze téz dovolenou transformaci
prevést mnohothelnik Q v P.

Necht =t je dovolena transformace mnohouhelnika P. Pak P. =(P) jsou
isogonalni a odpovidajici strany jsou roviobézné.

Necht < je libovolna dovolena transfoirmace mnohoithelnika P. Pak existuje

kone¢na posloupnost dovolenych transformaci =. ~,. ..., 7, tak. ze:
() 7= 7 -Taeov. . T
(ii) Pro kazdé je (1.2, ... k) je 7; netvivialni elementarni transformace

1;-té strany mnohodhelnika (;...5;,)(P).
Uvedend posloupnost elementarnich transformaci je urc¢ena jednoznaéne.

Definice 5. Necht je diana dovolena transformace =. Potom rozklad (i)
s vlastnosti (ii) se nazyva rozklad dovolené transtformace = na své diléd

clementdarni transformace.

Necht P. Q jsou dva jednoduché isogonalni mnohothelniky a <. = dv¢
dovolené transformace mnohothelnika P takové., ze =(P) = Q = =(P).
Ztejmé nemusi byt t = m, nebot k mnohothelniku Q lze dospét z mnoho-
uhelnika P mnoha rtznymi zpuasoby.

Detinice 6. Necht (i) je rozklad dovolené transformace na své diléi elemen-

tarni transformace. 1 = [ <= I libovolné ptirozené &islo a =, libovolna elemen-
tarni transformace, jez je diléi transformaci «, nebo je s ni totozna (=, - =)).
Pak dovolena transformace = = = . ... . 7, ;.7 se nazyva dilél transformaci
dovolené transformace © a piSeme = .

Jestlize ~ je dovolena transformace mnohothelnika P, pak = = {=(P):
i A 3

Definice 7. Necht I1¢ je transformace mnohothelnika P, ktera vznikne

82



paralelnim posunutim jeho i-té strany tak, ze kazdé dil¢i posunuti je elemen-
tarni transformaci, kdezto 1@ jiz elementarni transformaci neni. Tuto trans-
formaci nazyviame mezni transformaci i-té strany mnohothelnika P, pricemz
uvedeme. je-li posunuti provedeno dovnitt ¢i vné mnohothelnika P.

/
N/ e

AS
Obr. |. Obr. 2.

Ke kazdé strané mnohothelnika P existuje prave jedindg mezni transformace
dovniti.

Celd prace obsahuje dikaz nasledujiciho tvrzeni:

Véta. Neeht P. Q jsow dea jednoduché isogondlni mnohoiihelniky. Pak existuje
dovolendg transformace = mnohoihelnika F tak, Ze =(P) je shodnij s Q.

Dukaz této véty provedeme na zaklads nékolika lemmat. Zavedme nejdiive
jeden specialni pojem.

Definice 8. Rekneme, ze jednoduchy n-tihelnik P je typu S(i. j). jestlize
existuje mezni transformace 19 mmohothelnika P tak, Ze (-t4 strana vymizi
a DO(P) je jednoduchy # — 2- vesp. n -~ 1-tihelnik podle toho, zda p,_,  p, .,
nebo p; il pigy (obro 102),

Jestlize P je tvpu S(2, §), pak nastane jeden z nasledujicich tii piipadu:
) O B S A S

Lemma 1. Neckt w =25 je prirozené Cislo « P = (A, ... A,) jednoduchiy
w=ithelnik w nehoz ~y = 1807, Palk existuje dovolend transformace <~ « &isla
JeER. 3. .. n 1y tak, e

(1) mnohoihelnik ~(P) je typw S(i, j) (jeho mezni transforinact, jeZ cawulje
¢ tow stran. oznaéme 110)),
(2) pro kaZdow dovolenow transformaci © wnolodhelnike P, w < ~. 11U, je
m(P)” CP"« =(A,) — A4,.
7 podminky =w(4,) == A; plyne, Ze béhem transformace © neposunujeme
ani prvni ani posledni stranou.
Dikaz lemmatu provedeme dplhou indukei podle n. Necht n == 5, n, = 180~
a 11 mezni transformace dovnit¥ mnohothelnika P.



Necht druha strana vymizi. Jestlize I1®(P) je jednoduchy c¢tyithelnik
(obr. 3,4). jsme hotovi (z je transformace identickd, ¢ = j = 2). Jestlize
11®(P) neni jednoduchy ¢tyithelnik, bude ziejmé x, < 1807 a cira 12(P)

A,
Obr. 3. Obr. 4.

bude trojihelnikem, tj. vymizi téZ tieti strana (obr.5). Pak existuje ziejmé
mald elementarni transformace <® dovnitf mnohothelnika P tak. ze po
provedeni mezni transformace dovnitt druhé strany mmnohothelnika <%(P)
nastane pripad vyznadeny na obraze 3. ktery jiz je feSen.

Obr. 5. Obr. 6.

Necht druha strana nevymizi.

Necht vymizi tieti strana. Jestlize I1'®(P) je jednoduchy ctyiuhelnik. jsme
hotovi (obr. 6). Jestlize [1®(P) neni jednoduchy ¢tyiahelnik. nastane ziejmé
piipad vyznadeny na obr. 7. Pak zfejmé existuje elementarni transformace
=20 J1® tak, ze mnohothelnik =®(P) je typu S(2, 3) s vlastnostmi uve-
denymi v lemmatu.

Necht tfeti strana nevymizi. Pak nastane piipad vyznaceny na obr. s,
ktery opét snadno rozieSime.

Vysetiujme nyni piipad «, < 180°. Bez Gjmy obecnosti lze predpokladat
téZ ny; << 180°. Mohou nastat pouze piipady vyznacené na obrazech 9. 10, 11.
které snadno roztesime. Plati tedy nase lemma pro n = 5.

Necht n > 5 je libovolné ptirozené ¢islo a necht lemma plati pro vsechna
piirozend k, 5 < k < n.
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Nestrojme nejdiive dovolenou transformaci =, = <. <® .. =D glo-
zenou z netrividdnich elementarnich transformaci dovnitt druhé. tieti,

a n - 1-té strany. Mnohothelnik ,(P) oznaéme P’'. Ziejmé A, A4j.

A, A

A1
Obr. Y.

Obr. 7. Obr. 8.

A _, e P a rovndz tak vnittky aseéek a,. aj,
uhelnika P.

Studujme nyni mmnohotihelnik P’.  Rozlisme
v, o 180° (zfejme vesmés o; = x;).

, o oy
. 0,y lezi uvnitt mnoho-

dva piipady: ~, > 180

H

4

A, Ay

N
~

A
A, . W,
Obr. 10, Obr. |11,

Obr. 12,

1. Necht ~, > 180", Provedme s mnohotul elnikem P’ mezni transformaci
H® dovniti.

Il1. Necht vymizi druha strana. Studujrme piipad ~; > 180° (obr. 12

)
Jestlize (P’ je jednoduchy n — 1-thelnik, jsme hotovi (¢ = 7.4 = j = 2).
Jestlize T(P") neni jednoduchy mnohothelnik, lezi bod I1%®(A4)) —. 113(A))

na nékteré z tsetek A A;. AAL , Al _ A Z¥ejmé existuje mala elemen-
tarni transformace t® ven mnohothelnika P’ tak, aby pro viechna n = t® byvlo
n(1t;) € P aprovedeme-lis mnohothelnikem ©3)(P') mezni transformaci dovniti
druhé strany, anuluje se tate a obdrzime jednocuchy n — 1-thelnik. Mame pied-
chizejici piipad a jsme hotovi (7 = 7, . ¥, @ = j = 2). Zbyva studovat piipad
vy o 1807 Jestlize I1®(P’) je jednoduchy = — l-thelnik., jsme hotovi
(= 7 @ = § = 2). Jestlize [1®(P") neni jednoduchy n — 1-uhelnik, anuluje
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se ziejmé tfeti strana. tj. plati T1(4)) = (4] — [HP(4]) (obr. 13).
Pak zfejmé existuje elementarni transformace <% mmnohothelnika P tak.
aby pro viechna =¥ == =% bylo n(a;) € P~ a provedeme-li s mnohothelnikem
~(P) mezni transformaci dovnitt druhé strany. anuluje se tato a obdrzime

Obr. 13. Obr. 14. Obr. 15.

jednoduchy 7 — I-thelnik. Mdme predchazejici piipad a jsme hotovi
(’: = 71 . T“}, 1 = y = '_)).

12, Necht druhd strana nevymizi. Piedpokladejme. ze vymizi tieti strana.
Jestlize II®(P’) je jednoduchy » — 1-thelnik resp. n — 2-theinik (v piipade

Obr. 16. Obr. 17.

«y v ay). jsme hotovi (v = <. @ = 3. j = 2). Jestlize 1H®(P’) neni jednoduchy
mnohotthelnik, muze nastat nékolik piipadi: ~) [1®(«)) N ()

= N®(ay) # [1®(a;) (obr. 14). Pak zfejmé existuje transformace < < 11
mnohotihelnika P’ tak. Ze mezni transformaci dovnit¥ tieti strany mnoho-

uhelnika ~@(P’) anuluje se strana druhd a obdrzime jednoduchy w — 1-
tihelnik (v piipadd a, 4 a;). resp. jednoduchy n — 2-Ghelnik (v ptipade
a,' ). Jsme hotovi (7= 7, .7®, @ =2 j=23). ) H¥u) n 1P}

= [®(a}) = [2(a}) (obr. 15). Ziejmé existuje elementdrni transformace -
mnohouhelnika P’ tak, ze pro kazdé = = ' je w(a;) € P a provedeme-li
s mnohothelnikem <G)(P’) mezni transformaci dovnitf druhé strany, nastane
piipad «. y) [®(a)) n M@ (a)) = [®(a;) # [1®(a;) (obr. 16). Pak existuje
elementdrni transformace t® < I1® mnohothelnika P’ tak. ze mezni trans-
formaci dovniti tfeti strany mnohothelnika =®(P’) anuluje se strana ¢tvrtia
a obdrzime jednoduchy n — l-dhelnik (v piipadé a; 4 «;), vesp. jednoduchy
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n — 2-thelnik (v pripadé «, | a;). Polozime v = ;. «® ¢ =4, j = 3 a jsme
hotovi. 8) II®(a)) N 1T (ay) = {ITE(A))} = T®(A4])}, (obr. 17). Ponévadz
H®(P) neni jednoduchy mmnohotihelnik, existuje zifejmé na usecce I12(«))
alespont jeden bod. jenz patiéi do nékteré =z tsedek I1®(a;), 1T3N(ag), ...,
() _,). Pak existuje ziejme elementdrni transformace =¥ mmnohouhel-
nika P’ tak. Ze pro vSechna s < W je nW(«}) c P°a provedeme-li s mnoho-
thelnikem <®(P’) mezni transformaci dovnité druhé strany, obdrzime jedno-
duchy mnohothelnik — jsme hotovi (v = 7, . 1%, ¢ = 3, j = 2).

Zbyva vySetfit ptipad, kdy ti‘eti strana nevymizi. Ponévadz pii transformaci
112 nevymizi v tomto pripad¢ ani druhd a ani prvnd strana, neni mnoho-
tihelnik 11®(P") jednoduchy. Na usec¢ce 11®a}) existuje tedy aspon jeden
bod. jenz lezi na nékteré z tsecek 112'(a}), .... 11®(a, _;). Necht X je ten
7z téchto boda, jenz je bodu IT®(A4}) nejblize. Ziejmé bod X nemftze lezet
souCasné uvnitt dvou raznych stran mnohodhelnika 11®(P’). Bude tedy
bod X bud a) sou¢asné vrcholem a vnitinim bodem pravé jedné strany mnoho-
thelnika [T®(P’). nebo b) bude soudasné totozny pravé se dvéma razné ozna-
¢enymi vrcholy mnohotihelnika I1®(P’). av8ak nebude vnitinim bodem
zadné z jeho stran.

Obr. 19. Obr. 20,

a) Studujme nejdiive pripad prvni. V3echny moznosti jsou vyvznaleny
na obrazech 18 az 20,

Necht X II®(4)) a souctasné X lezi nvniti tsecky I1®(«a;). Ziejme
4t =mn—1 (obr.18) a dara (X, [I®(4]), T®(A4]). ..., [1®(A4])) je jedno-
duchy muohotihelnik. Ozna¢me jej R = (B,. B,. .... B,). kde B, X,
B, @A),

Necht X = 1I®(4]), X lezi uvniti usetky @ (a)) (obr.19). Ziejme
bt =n — 1 a tara (X, II®A4]). 1124 .... 14 ) je jednoduchy
mnohotihelnik. Ozna¢me jej R = (B,. B,. ..., B,),kde B, == X, B,  11?(4)).

Necht X - [1®(A4)). X lezi uvnitt dsecky [1®(a;) (obr.20). Ziejmd
5=t =mn— 1adara (X.11®(4)), IPA4)). ... P4, ,)) je jednoduchym
mnohothelnikem. Ozna¢me jej R:= (B, B,.....B,), kde B, X,
B, - 1@(A4)).
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Ve viech tiech piipadech je 3 = m < n a vnitini Ghel mnohotihelnika R
pii vreholu B, je < 180°.

Jestlize je m = 5, jsou pro mnohotihelnik R splnény indukéni piredpoklady.
Existuje tedy dovolena transformace o mnohothelnika R a ¢isla p. 4 €
€ (2. ....m — 1) tak, Ze:

(1) mnohotihelnik ¢(R) je typu S(p, ¢) (jeho mezni transformaci, jez anuluje

p-tou stranu, oznaéme 1'@),

(2) pro kazdou dovolenou transformaci = mnohoiihelnika R. = < o . ",

je TT.'(R)O C R° a R(Bl) = Bl-

Necht nastane ptipad vyznac¢eny na obraze 18. Necht p = ol . ot ., o)
je rozklad dovolené transformace p na své diléi elementdarni transformace.
Oznalme d; velikost posunuti ¢;-t¢ strany v elementarni transformaci g/’
(velikost posunuti méfime ve sméru kolmém na posunuti v hodnotich klad-
nych). Podle piedpokladu je ¢; -4 1, m pro kazdé j. lixistuje tedy netrivialni
elementarni transformace A1) ven mnohotdhelnika R tak, ze existuje dovo-
lend transformace p = p(™ % ... ot} mnohothelnika 72V(R) tak, ze pro
kazdé j posunuje elementarni transformace p¢ i -tou stranu o délku d; v témz
sméru, jak to ¢ini transformace p'). (Staéi zvolit transformaci 72 vhodné
malou.) Z (2) plyne, ze pro kazdé =, = = p, je (20 . =)(R)° ¢ A I(R)°. Ziejme
transformaci 2 lze zvolit tak malou, aby:

(1) mnohothelnik (x® .2) (R) byl typu S(p, ¢q) (mezni transformaci. jez

anuluje jeho p-tou stranu, oznac¢me I_‘('I)), a

(2) pro kazdé =, = < . 1@, je (A . z)(R)* ¢ AT(R)°.

Vratme se nyni k obrazu 18. Jestlize A" representuje dostate¢né malé
posunuti. existuje zrejmé elementarni transformace ®, 1@ < [[® mnoho-
tihelnika P’ tak, ze t®(a;) ¢ 2V(B,B,). Odtud je :

(3) T2(A]) = XO(By), s(A}) = KO(By), ..., #(A]) = 1V(B,_,).

Posunuti 2 Ize volit tak malé, Ze bod AV(B)) lezi uvniti tsecky <(«,)
a vnitiek tsetky 2D(B;) t®)(A}) lezi uvnitt mnohotihelnika <(P").

Odtud plati

(4) MD(R)® ¢ =@(P)°.

Polozme nyni i = p + 1, j = ¢ + L. Z vlastnosti (1), (2). (3) a (4) plyne
existence dovolené transformace p, mnohouhelnika <®(P’) tak. ze mnoho-
uhelnik (= . ;) (P') je typu S(i, ) (¢, ] jsou ¢isla stanovena nahote: mezni
transformaci tohoto mnohothelnika, ktera anuluje jeho i-tou stranu. ozna¢me
M), a pro kazdou dovolenou transformaci = mnohothelnika <®/(P").
< o . D, je (. <®) (P)° ¢ «®(P’) . (Transformace p a '@ popsané
v mnohothelniku 2*(R), lze provést téz v mnohoihelniku <®(P’). Tyto
transformace jsme oznadili g, IT19).)

Polozime-li nyni = = 7, . 7® . p;, obdrzime hledany vysledek.

Analogickym postupem lze dospét k vysledku v pripadech vyznacdenych
na obrazech 19 a 20.
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Tim jsme Gpn¢ vytesili piipady. kdy 2 == 5. Jestlize m = 3 nebo 4, snadno
opét dospéjeme k zadanému vysledku.

b) Zbyva vyresit pfipad, kdy bod X je totozny se dvéma rizné oznacenymi
vrcholy mnohotihelnika IT®(P’). Necht X == [1@)(A4)) = [1®(4)), t ++ 2. Pak
St =n—1.

Ziejmé existuje elementarni transformace t® mnohouhelnika P’ tak. ze
ke {t— 1,t}. pro viechna =) < <® je n¥)(q;; ¢ P° a provedeme-li s mnoho-
thelikem <*®(P’) mezni transformaci dovnitt druhé strany, obdrzime mnoho-
tthelik. jenz neni jednoduchy a nastanc piipad a), ktery jiz je feSen.

Necht tedy X = I1®(A4]) = 11@)(A)), t #3. Pak 6 <t <n — 1. Ziejmé
existuje elementarni transformace +® mnohothelnika P’ tak,7e ke {t — 1,1},
pro viechna w® < <% je n®(aq;) c P’ a provedeme-li s mnohothelnikem
<®(P) mezni transformaci dovnitt druhé strany, nastane piripad a), ktery
jiz. je Tesen.

Tim jsme prostudovali viechny piipady, kay «, > 180°.

2. Necht v, < 180°. Jestlize x; > 180°, postupujeme podobné jako v pii-
padé 1. (Nestrojime mezni transformaci 11® dovnit¥ mnohothelnika P’ atd.)
Necht tedy vy < 180°. Provedme mezni transformaci 11 dovnitf mnoho-
ahelnika P Jestlize tfeti strana vymizi a obdrzime jednoduchy n — 1-
thelnik. jsme hotovi (z == 71, ¢ = j = 3). Jestlize vymizi tfeti strana a pied-
chozi pipad nenastane, ziejmé je T1®(P’) jednoduchy n — 2-thelnik (obr. 21),
tj. 1AL - T18(A)) = HB(A]). ZYejmé existuje elementdrni transformace
72 (vhodné mala) dovnitt mnohouhelnika P’ tak, Ze mezni transformaci
dovnit? tieti strany mnohotihelnika <®(P’) vymizi tieti strana a obdrzime
jednoduchy n — I-thelnik. Jsme hotovi (= = 1, . 1@, ¢ = j = 3). Necht tedy
tieti strana nevymizi.

21. Necht vymizi druba strana. Studujme nejdiive pripad a; i «; (obr. 22).
Jestlize obdrzime jednoduchy n — l-thelnik, jsme hotovi (= = 7,, & = 2
i 3). Jestlize 11®(P’) neni jednoduchy n -— 1-tihelnik (napt. vymizi jeste
¢tvrtd strana, ¢i je porusena jednoduchost), existuje ziejmé (vhodné mald)
clementarni transformace =2 ven mnohouhelnika P’ tak, Ze mezni transfor-
maci dovnit tieti strany mnohothelnika =(P’) dostaneme ptedchozi pripad
(v 7. 3®, 0= 2,4 =3). Predpoklidejme nyni, Ze a; || a;. Ponévadz vy-
Xy 7 1807, je x, > 180° a I1®)(ay) € 11®(a)).

mizi druha strana a ~;, s

‘25
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Jestlize 11®)(A5) # TI®(A]) (obr. 23), dospéjeme snadno k cili (pomast vhodné
elementarni transformace =® < 14 dosp&jeme k mnohotihelniku. jenz md
pozadované vlastnosti pro ¢ = 3, j = 2). Jestlize I13(A4)) — I®(A]). lze

Obr. 24.

vhodné malou elementarni transformaci = ven munohotihelnika P’ docilit.
7e mezni transformaci dovniti tieti strany mnohoihelnika z(P’) dostaneme
piredchozi pripad.

22, Necht téz drubad strana nevymizi. Uvazujme nejdiive o pripadu. kdy
vymizi étvrtd strana (obr. 24). Jestlize obdrzime jednoduchy n — 1-tihelnik
(v piipadé a; 4 «;), resp. jednoduchy n — 2-thelnik (v pipadé «; «f), jsme
hotovi (v = =,7 = 4,7 = 3). JestliZe vymizi ¢tvrtd strana a piesto nenastanou
uvedené dva piipady, postupujeme takto: Jestlize T1®3)(4;) neni vnitinim
bodem usedky I1®)(a}), 1ze vhodné malou elementarni transformaeci < mnoho-
thelnika P’ docilit toho, Ze mezni transformaci dovniti tieti strany mmnoho-
tihelnika <®'(P’) vymizi ¢tvrtd strana a nastane piedchozi piipad. Jestlize
II®(Ag) lezi uvniti usecky II®(aj) tj. a; | i ~; < 180°, mame podobnou
situaci jako na obraze 16, ktera se snadno Fesi. Tim je piipad, kdy vymizi
¢tvrtd strana, plné fesen. Necht tedy ani étvrtd strana nevymizi. Pak [1®(P)
neni jednoduchy a na tsecce 11®)(a;) existuji body, jez patii do jedné z tse-
cek I®(ap), ..., 11®)(a,), 11®(a;). Necht X je ten z uvedenych bodt. jenz
je bodu TT®(A4}) nejblize.

Rozlisme dva pripady podle toho, zda a) bod X - [1®(4;) nebo b) X lezi
uvnitt asecky I1®(aj) (X = I1®(4]) nembze nastat. nebot x; < 180°). Stu-
dujme nejdiive pripad a. Zfejmé bude ~, > 180°. Jestlize X lezi uvniti ne-
které ze stran mnohotdhelnika TI®Y(P’), napt. uvnitt II®(«;) (obr. 25). pak
ziejmé t€ (6,7, ...,n,1). Pro t = 1 snadno dospéjeme elementarni trans-
formaci ® < II® k mnohothelniku se zadanymi vlastnostmi pro ¢ = 3.
j=2.Prot 1 je ziejmé ¢ara (X = 11¥(4)), I1®(4}), .... II®(A])) jedno-
duchym mnohothelnikem. Oznaéme jej R. Podobnymi avahami, které jsme
provadéli s mnohouhelnikem R v piipadé 12, dospéjeme téz v nasem piipade
k vysledku. Tim mame vy¥FeSenu situaci, kdy bod X lezi uvnitt nékteré ze
stran mnohothelnika IT®(P’). Necht tento ptipad nenastane. Pak X == [1®(A4/).
te (7,8, ...,m,1). Jestlize t = 1, pak vhodné malou predchozi elementarni
transformaci 9 mnohodhelnika P’ lze docilit toho, Ze po provedeni mezni
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transformace dovnitt titeti strany bod X leii uvniti prvni strany. Tento
piripad mame jiz roziesen. Jestlize ¢ = n, 1ze bez Gjmy obecnosti predpokliadat
\, - 18070 (Jestlize «, > 180°, piecislujeme v opaéné orientaci strany. Ob-
drzime tak pripad 1. ktery jiz je TeSen.) Pak ale zifejmé (jako v piipadé 1 = 1)
predehozi vhodné malou elementarni transformaci <4 mnohothelnika P’ lze

Obr. 26.

docilit toho. Ze po provedeni mezni transformace dovniti tireti strany bod X
lezi uvnitt » — 1-té strany, coZ bylo jiz ¥eSeno. Jestlize 1 # f = n, lze vhodnou
pledchozi elementarni transformaci nékteré ze stran a;, a;_, docilit toho.
7¢ po provedeni mezni transformace bude bod X lezet uvniti nékteré z obou
stran — tento piipad byl jiz FeSen. Prostudujme nvni pripad b. Necht X lezi
uvniti tsecky 118(a’) (obr. 26). Pak ziejmé existuje { € (6, 7, ..., n — 1) tak,
ze X 118(47). (Bez djmy obecnosti lze piedpokladat, ze ~, << 180°. Po-
névadz v, = 1807, je ¢ 5 n.) Z¥ejmé cara (X, 1I®(A)). 1®(4;), ..., 11®(4;))
je jednoduchy mnohothelnik. Ozna¢me jej R. Podobnymi tvahami. které
jsme provadeéli s mnohodhelnikem R v piipadé 12, dospéjeme k zadanému
vvsledku.

Ditkaz lemmatu je ukoncen.

Lemma 2. Necht P = (A,..... 4,) je jednoduchy n-ithelnik a < libovolnd
jcho dovolend transformace. Pak existuje € > O tak, Ze pro kafdé = = < nele%|
rozarfeném kruhovém e-okoli bodu w(A,), kromé &dsti vnitFki dsecek w(A4,A,),
w(A,A,) a kromé bodu w(A,), Zddny dalsé bod mnohoihelnika w(P).

Lemma uvadime bez dakazu, nebot je ziejmé.

Poznamka. Podobné lemma plati, vezmeme-li misto vrcholu mnoho-
thelnika P pilici bod libovolné jeho strany.

Lemma 3. Necht P. Q jsou dva jednoduché isogondlni mnohoihelniky
Lypu S(i.j). Necht anwlovinim jejich i-tych stran obdrZime mnohovhelniky.
které lze na sebe prevést dovolenou transformaci. Potom téZ P a Q lze na sebe
prevést dovolenow transformaci.

Diikaz. Necht P,Q jsou jednoduché mnohothelniky, jez vzniknou z P, Q
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anulovanim jejich i-tych stran, a necht 7 je dovolend transformace pievi-
déjici P v Q. Strany mmnohothelnika P znaéme . a,. .... vrcholy pak
Ay, Ay,

1. Studujme nejdiive ptipad ¢ = j. Potom strany «,_,. «,,; nejsou rovno-
b&zné. Ocislovani stran v P ponechme jako v P. Nema tedy P i-tou stranu.
Dva splyvajici vrcholy v P, i-ty a i 4 1-ty, ozna¢me X. Ziejmé bod X je
pruseéik primek prolozenych useckami a, ,, a,.,. Necht ¥ =7 . %, ... 7, je
rozklad (¢) transformace T na své diléi elementdrni transformace (transfor-
mace T, posunuje i,-tou stranu). Pondvadz P nema i-tou stranu. bude vesmés
t, #~1.

Podle ptredchoziho lemmatu existuje ¢ > 0 tak, Ze pro kazdé = < 7 nelezi
v kruhovém e-okoli bodu =(X), kromé ¢&asti sousednich stran, zadny bod

mnohothelnika 7(P).

Vratme se k mnohothelniku P. Ponévadz je typu S(s, ¢). existuje elemen-
tarni transformace A9 mnohodhelnika P tak, Ze usecka A(«,) lezi celd uvnitd
kruhového e-okoli bodu A9(X). Mnohouhelnik A9(P) zna¢me (©P.

Pro kazdé te (1,2, ....k) necht WP znaéi jednoduchy mnohothelnik, jenz
je isogonalni s P, je typu S(¢, 1), anulovanim jeho ¢-té strany obdrzime mnoho-
thelnik (%, ... %,)(P). i-t4 strana mnohouhelnika (VP lezi cela uvniti kruho-
vého e-okoli bodu WX (prisec¢ik primek proloZzenych ¢ — I-tou a ¢ 4 I-tou
stranou) a je stejné dlouha jako tdsetka A¥(a,). (Z vlastnosti ¢isla ¢ plyne
okamzité existence vSech mnohothelnika )P.)

Ponévadz ®P je typu S(¢, ¢) a anulovanim jeho i-té strany obdrzime mnoho-
thelnik 7(P) = Q, existuje elementarni transformace u® muohothelnika *P
tak, ze p(*®P) =Q.

Necht t€(0,1,2, ..., k — 1) a uvazujme o dvojici mnohotihelnikt P,
HDP_ Jsou oba typu S(¢, 7) a anulovanim jejich i-tych stran obdrzime mnoho-
thelniky (%, ... 7)(P), (F; ... %4)(P). (Pro t= 0 jde o dvojici P.T(P).)
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Jestlize plati @ — 1 +# 4, #1441, existuje ziejm¢ elementdrni transfor-

mace <t mnohothelnika P tak. ze <¢o(WP) = ¢+VP_ Transformaci
oD znadme T, Jestlize ¢,,, =1 — | nebo 1, { =1 1, dokazeme, 7e
t+1 t+41 t 1 >

existuje dovolend transformace t,,; mnohouhelnika ‘P tak, Ze 7, ,(“'P) =
= VP Necht nap¥. ¢,, =¢ — 1 a nastane situace uvedend na obr. 27.

(82
A

‘)

(te!)
A

(t)

Zicjme existuje elementdrni transformace v mnohotdhelnika P tak, Ze
SO lezi mezi WA, YA a Tsetka v((Wa,) cela lezi uvniti kru-
hového e-okoli bodu WX = v@(@®WX). Dale zfeimé existuje elementarni trans-
formace vi=Y mnohothelnika v(O(®P) tak, Ze usecka (Vdy(—D)(Wa;) je stejnd
dlouhd jako W, a lezi tedy celd uvniti- kruhového e-okoli bodu (v . vi-1)
(‘OX). Ziejme po konedném poétu takovych krok dospéjeme k mnohothel-
niku VP Podobné se dokaze existence transformace ,,, i v ostatnich pii-
padech (obr. 28). Zrejma transformace 1 = AN .1 .1, ... 7, . p? je hledand
dovolend transformace prevadéjici mnohouhelnik P v Q. Tim je piipad 1
Fesen.

2. Necht @ 44,

21, Strany «; . «, ; nejsou rovnobézné. Oznatme 119 resp. I'V' mezni
transformaci mnohothelnika P, resp. Q. jei anuluje ¢-tou stranu. Tedy
P 11U(P), Q = I'NQ). Ocislovani stran v P a4 Q opét ponechme jako v P, Q.
Nemaji tedy P.Q i-tou stranu. Necht X znadéi prasecik piimek prolozenych
tseckami «; 4, «. . Ztejm¢ bod T1V(X) je vlastnim vrcholem mmnohothel-
nika 1HO(P) a plati 1HY(X) [M(A;) == IVA; ). Tento bod oznaime X.

Ponévadz mnohothelnik P je jednoduchy, existuje ¢ > 0 tak, ze

s Zadny
dalsi bod mnohodhelnika P,
kazdé paralelni posunuti nékteré ze stran a, ;. a; ., o délku ¢ je elementdrni

transformaci mnohothelnika P.
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Existuje zfejmé elementarni transformace =) < IV mnohotdhelnika P
tak, Ze vSechny tii body =(4,), w4, ,), =(X) lezi uvniti kruhového
¢-okoli bodu X (obr. 29). Odtud plyne, %e mnohoiihelnik =)(P) je typu S(i. 7).
Oznadme P mnohotihelnik, jenz vznikne z =)(P) anulovanim jeho i-té strany.
Z vlastnosti &isla e je patrno, 7e P lze elementirni transformaci j-té strany

B

n //'//////,'
/// ,////‘/‘/,/,"’f

/‘“\
>

prevést v P. Podobn¢ dokdzeme existenei takové elementdrni transformace
v < ') mnohouhelnika Q, ze mnohothelnik v9(Q) je tyvpu S(i.7) a anu-
lovanim jeho i-t¢ strany obdrzime mnohotihelnik Q, ktery vznikne z Q cle-
mentdrni transformaci j-té strany. Obdrzeli jsme piipad 1. ktery jiz je fesen.

22, Strany «,_;, ;.4 jsou rovnobézné. Bez ijmy obecnosti lze predpokladat
j= 14 1. (Jestlize j = i -— 1. provedeme piec¢islovani stran mnohothelnika P
v opac¢ném smyslu.) Jestlize [ representuje mezni transformaci anulujici
i-tou stranu, je HO(4;) — 1U(A4,,,) vnitinim bodem strany 1A, ) A, )

mnohothelnika P. Tuto stranu oznacme a,_;. Ostatni jeho strany [114(«,)

(t=1,2,...,4— 2,7 2 ...)oznatme a,. (Neni tedy v P /-td ani { — 1-ta
strana.) Necht X znaci pulici bod ¢ — 1-té strany mnohouhelnika P (obr. 30).
Necht T =7, ... 7, je rozklad (¢) dovolené transformace 7 na své dilci

1 n

elementarni transformace (7, je posunuti i,-té strany).
Podle poznamky uvedené za lemmatem 2 existuje ¢ - 0 tak. ze pro kazdd
7 <= T nelezi v kruhovém e-okoli bodu =(X) (= pilici bod tsetky w=(a;_,)).
krom¢ casti vnitiku strany w(a;_;), zadny dalsi bod mmnohothelnika =(P).
Pro kazdé te (0,1, 2, ..., k) necht WP znaé¢i jednoduchy mnohouthelnik.
jenz ma nasledujici vlastnosti:
- je isogonalni s P,
— je typu S(z, 1 4 1),
— anulovdnim jeho ¢-té strany obdrzime mmnohothelnik
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(7y ... 7,) (P) (pro t = 0 obdrzime mnohotihelnik P),
— WA, =77 ... (X) (. palict bod Gsetky (Ty ... 7)) (@),

Usetka Wa, ma délku rovnou

5
(islo ¢ lze ziejmé volit tak malé, %e viechny uvedené mmnohothelniky wp
existuji.

Obr. 30. Obr. 31.

Uvahami zeela podobnymi jako v &dsti 1 naseho dtkazu nalezneme dovo-

lené transformace <. =0 ..., 7. 7,0 jez privadéji mnohouhelniky P, wp
h * ?
WP WP Q jeden v druhy (v tomto poradka). Transformace © = <. 7, . ..

<. 1 je hledand transformace. Dikaz lemmatu je ukonden.

Lemma 4. Necht P je jednoduchy n-ihelnik s olastnost

(z) vy - 1807 = .

Pak bud P je typu S(1, n) nebo existuje dorolend transformce = mmohoihelnika P
tak. e =(P) JiZ je toholo typu.

Mnohothelnik s vlastrosti (z) je ziejmé nekonvexni a n > 4. Dikaz pro-
vedeme tplnou indukei. Necht n == 4. Puk 4,. 4, lezi v riznych polorovindch
wréenych  piimkou  p; (obsahuje bodyv A0 A,). ay, oap a g v, 7 1807
(obr. 31). Odtud plvne. ze P je typu S{l,n). Pro n -= 4 tedy lemma plati.
Neeht w4 je libovolné piirozené ¢isle a necht lemma plati pro vSechny
jednoduché k-thelniky s vlastnosti (z), 4 < &t < n. Necht P je jednoduchy
n-uhelnik uvedeny v lemmatu. Jestlize P je typu S(1, 2), existuje ziejmé
clementdarni transformace @ dovniti mnohothelnika P tak, ze *(P) je
typu S(l.n) - jsme hotovi. Necht tedy P neni typu S(I1, 2).

I. Studujme nejdiive pripad. kdy ~; > 130°. Provedme mezni transfor-
maci tieti strany dovnitt mmohothelnika F. Postupujeme nyni naprosto
stejné jako v ¢dsti 1 dikazu lemmatn 1. Jen oznadeni je jiné. Bodum
AL AL oL odpovidaji nyni body po adé 4y, A, ... Dospéjeme-li k mnoho-
thelniku R a je-li potet jeho stran =0, uzijeme pro R tvrzeni lemmatu I
stejné. jak jsme to uéinili v dikazu lemmatu 1, kde opravnénost uziti lemmatu
byla zarudena indukénimi piedpoklady.) Timto postupem dospéjeme k tvrzenti,
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ze bud P sdm je typu S(7,4), t€ (3,4, ....n— 2),j€ (3,4 ..., n — 1), nebo
dovolenou transformaci lze mnohotdhelnik P na tento typ prevést. Lze tedy
predpoklidat, ze P je typu S (¢, §) (4, j jsou ¢&isla uvedend nahote). Oznacme P
mnohouhelnik, jenz vznikne z P anulovanim jeho i-té strany. Ocislovani stran
ponechme jako v mnohotihelniku P. Jestlize P je n — L-thelnik, nema i-tou
stranu. Jestlize P je n — 2-uhelnik, strany ¢ — 1-t4 a 1 + 1-td lezi v téze
piimce. Tuto stranu mnohothelnika P oznatme a,_;. Mnohoiihelnik P je
typu (z) a méd mensi podet stran nezli mnohothelnik P. Podle indukéniho
predpokladu existuje dovolena transformace = (eventualné identicka) mnoho-
tihelnika P tak, ze 7(P) je typu S(1, n).

Ponévadz ¢ #n — 1,n,1,2aj + n, 1, 2, existuje jednoduchy n-tthelnik P,.
isogonalni s P tak, Ze je typa S(i, j), S(1, n) a anulovanim i-té jeho strany
obdrzime mnohothelnik 7(P). Z lemmatu 3 plyne existence dovolené trans-
formace t prevadéjici P v P, — jsme hotovi. Tim méame vytesen pripad
ny > 180°.

2. Necht x; < 180°. Provedme s mnohothelnikem P mezni transformaci 112
dovniti. Ponévadz ~,; < 180°, nevymizi druha strana. Vymizi-li pryni strana
(ackoli jsme predpokladali, ze P neni typu S(1, 2), maze pii transformaci [[»
vymizet prvni strana; pak [I®(P) neni jednoduchy nebo vymizi jesté tieti
strana), existuje ziejmé elementarni transformace @ < I1® tak, ze <*(P)

]

je typu S(1, ) — jsme hotovi. Necht nevymizi prvni strana. Pak pro mnoho-
thelnik 11®(P) nastane jedna ze tii situaci. vyznadenych na obrazcich 32. 33
a 34. Ve vgech tiech pripadech dospéjeme (podobné jako v pripadu 1) jistou

Obr. 32. Obr. 33. Obr. 34.

dovolenou transformaci 1, k jednoduchému mnohouhelniku =(P). ktery je
typu 8(i,4), i € (3,4, ...,m — 2). je(2.3. ..., n — 1). Oznadime-li P mno-
houhelnik, jenz vznikne z 7,(P) anulovanim jcho ¢-té strany. existuje podle
indukéniho piredpokladu dovolend transformace 7 tak, ze T(P) je typu S(1. n).
Jestlize j + 2, postupujeme zcela stejné jako v ¢asti 1 naseho dakazu. (Nestro-
jime mnohothelnik P, jenz je isogonalni s P, je typa S(¢. j). S(1. n). anulo-
vanim jeho i-té strany obdrzime T(P) atd.) Jestlize j = 2, je i = 3 a snadno
se zkonstruuje jednoduchy mnohothelnik P,, jenz je isogonalni s P, je typt
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S(3.2). S(1.n) a anulovanim jeho i-té strany obdrzime mnohoithelnik 7(P)-
Pokrac¢ujeme pak dale jako nahote. Dikaz lommatu je hotov.

Nvni jiz muzeme dokazat nasi vétu. Dt kaz provedeme aplnou indukei.
Pro trojihelniky véta plati. Necht » > 3 je .ibovolné prirozené ¢islo a necht
veéta plati pro viechna £, 3 < & < n. Necht P,Q jsou dva jednoduché isogo-
naini mnohothelniky, které nejsou shodné. Jestlize n = 4 a P je rovnobéinik,
vita plati. Necht P neni rovnobéiznik a necht P je konvexni. Pak existuje
index e tak.ze v, + «;; > 180°. (Jinak by soudet vnitinich dhla (n - 2) . 180°

v , N ,‘ . 5 Loy M 5
byl menst nez | . 1807, z ¢ehoz plyne n -< 4 Hyroti predpokladu.) Poncvadz Q

je také konvexni, json oba mnohothelniky typu S(z, i) a podle indukécéniho
predpokladu a lemmatu 3 existuje dovolend transformace ~ mnohotihelnika P
tak. ze t(P) je shodny s Q. Jestlize P neni konvexni, 1ze jeho strany ocislovat
tak. ze P ma vlastnost (z). (Piislusné piedislovani provedeme téz v mnoho-
ithelnikn Q.) Podle lemmatu 4 Ize mnohothelniky P, Q pievést dovolenymi
transformacemi v mnohotihelniky P, Q' jez jsou typu S(1. n). Oznacme P, Q
munohothelniky. jez vzniknou z P’, Q" anulovanim jejich prvnich stran. Podle
indukcniho predpokladu existuje dovolend transformace 7 tak. e T(P) je
shodny sQ. Bez tjmy obecnosti lze predpoklidat, 7e T(P) = Q. Podle lemmatu 3
lze dovolenou transformaci prevést P'v @', Véta je tim dokazana.

Dosto 19, 2. 1959.

Katedra matematiky university v Brné

O TPAHCODOPMNILITH TPOCTHLIX HJTOCKITIN
MIHOTOYITOJALITITRODB

BAILTADL OO AR

Buisoin

Hvern Pr= (g, oo, 21)) = 0pocToll Ioe kIt MIOroy ro ALK, ¥ ROTOPOro Bee Bepuinl
COOCTBOHIBIC (COCCATIC CTOPONLE JGHRAT Ha  pas/urinu X npambiX). Hoo oaeMenrapioi
TpancQopAAtIeil = NPOJbIBIRA PopasyMeeres TaRoi napa e aninnit o pepenoe L 1Ho6oi
CIOC CTOPONBE, YTO  BEC MHOTONTOILINIRI,  BOSHIKINUC B reuciiie  oroil rpanedopaanunt,
B HIOTCH HPOCTHLIMIT 1 VIO LTRAaMIT .

Hyern P.Q Hapa HPOCTHX H30TOHILULIN MIOICY PO hITRoB. 13 padore jlokasmacrest,

ATO ¢ HOMOINLIO KOHCHHORO YHEJQ D deMenTapin X roaincdopmaiytedi nepeitiér P Mnoro-
NEOLHITR ROHEPYorni ¢ Q.
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ABOUT CERTAIN TRANSFORMATION OF THE
SIMPLE PLANE POLYGONS

VACLAV POLAK
Summary

Let Po= (d,.4,,...,.4,) be a sivaple plane polygon all vertices of which are own
ones (neighbour sides lie in different straight lines). A parallel translation of any side
of polygon P is called the elementar transformation, if all polygons formed during that
transformation are simple and have n own vertices.

Let Po Q be two isogonal simple plane poiyvgons. The existence of finite number of
clementar transformations that transform P in a polyvgon congruent with Q is proved.
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