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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOFIS SAV, X, 2-1960

POZNAMKA K VLASTNOSTIAM REALNEJ DVOJICE
POLYNOMOYV

JAN HORVATH, Bratislava

Pri vySetrovani vlastnosti realnej dvojice polynémov mé velky vyznam
otazka. kedy dva polynémy s redlnymi koeficientmi tvoria realnu dvojicu
polynémov. Tato otazka je rovnocennd s otdzkou, kedy dva polynémy st
polynémy s oddelujicimi sa nulovymi bodmi. S uvedenou otazkou sa za-
oberd aj N. (i. Cebotarev v monografii venovanej rieseniu Routh-Hurwitzovho
problému ([1]). Pritom uvadza nutné a postadujice podmienky, aby poly-
nomy g(z) a h(z) boli polynémy s oddelujieimi sa nulovymi bodmi. (‘iclom
tejto pozndmky je ukdzat na nespravnost jednej z tychto podmienck a uviest
predpoklady. za ktorych plati.

Neceh g(z) a h(z) st polynémy s redlnymi koeficientmi, pricom pre ich
stupne plati n, - n,. n, +n, = 1.

Hovorime. ze polynémy ¢(z) a #(z) tvoria redlnu dvojicu polynémov.
ak pre TubovoIné redlne 2 a p, 22 -+ u® = 0, je ug(z) + Ah(z) polyném. ktory
ma vietky nulové body redlne.

Hovorime. 7e ¢(z) a k(z) stt polynémy s oddelujticimi sa nulovymi
bodmi:

L. Ak g(z) a h(z) st nestadelitelné polynémy stuptiov n, = 1, n, < 1.

2. Ak g(z) a h(z) st nesideliteln¢ polynémy  stuptiov n, -+ n, - 2,
n, n, - 1. ktorych vgetky nulové body st jednoduché a redlne,
Vi Va e T Y, BT Hy T ... Tk, . prICom pre tieto nulové body
plati jeden zo vztahov:
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3.0 Ak ¢(z) a h(z) st sadelitelné polynémy s najvidcsim spolotnym deli-
tefom d(z), ktory ma vsetky nulové body redlne, g(z) = d(z) ¢,(z). h(z) =

d(z) hy(z). pricom g,(z) a hy(z) st nesudeliteIné polynémy s oddelujtcimi sa
nulovymi bodmi.

105



Poznamka. Pre takto zavedené pojmy plati veta:

Aby polynémy g(z), h(z) s redlnymi koeficientmi tvorili redlnu drojicu poly-
némovw, je nuiné a postadujice, aby g(z) « h(z) boli polyniémy s oddelujicimi sa
nulovymi bodmi ([1], str. 19).

Pre polynémy s oddelujicimi sa nulovymi bodmi uvadza N. (i. C'ebotarev
medzi inymi aj nasledujicu nutni a postaéujiicu podmienku (|1]. veta 7.
str. 19):

.»Aby polynémy g¢(z) ah(z) boli polynémy s oddelujicimi sa nulovymibodmi.
je nutné a postacujice, aby polvném g(z) 2'(z) — ¢'(z) k(z) mal pre vietky
redlne hodnoty z jedno a to isté znamienko. Pritom polyném g¢(z) #'(z)

— ¢'(z) h(z) je rovny nule iba pri si¢asnom anulovani polynémov g(z) a A(z).

7 tejto vety by predovsetkym vyplyvalo, Ze ak polyném ¢(z) 2'(z) — ¢'(z) h(=z
nema realne nulové body. potom polynémy ¢(z), h(z) st sudelitelné a majn
len redlne nulové body, resp. jeden z nich nema ziaden nulovy bod. Toto
tvrdenie je nespravne. ako ukazuje tento priklad.

Priklad 1. Uvazujme nesudelitelné polynémy:

g(z) = 2% + z. h(z) = 2% + 2.
Potom polyném g(z) h'(z) — ¢'(z) h(z) sa rovna polynému:
G(2) W'(2) — g'(2) h(z) = —= — B2t - 2,
Pretoze z* ++ 522 + 2 > 0 prelubovolné redlne z, polvném ¢(z) 1'(z) — ¢'(z) h(2)
nema realny nulovy bod. Avsak nulové body polvnémov ¢(z) a 2(z) nie su
vietky redlne. Polyném ¢(z) ma nul()v(’* body z; = 0.z, = 1. 23 = — 1 a polyv-

1;3

ném A(z) ma nulové body z; = i}2, 2z, = 1

Na prvy pohlad by sa zdalo, 7e stac¢i pupoJlt ])ledpoklad o redlnosti nulovych
bodov polynémov ¢(z) a h(z). aby veta bola spravna. AvSak i takto po-
opravend veta je nespravna, ako ukazuje nasledujuci priklad.

Priklad 2. Majme polynémy

g(z) = 25 — 224 h(z) = 2% — z.
Polyném ¢g(z) ma Stvornasobny nulovy bod z; = 0 a jednoduchy nulovy bod
z, = 2. Polyném A(z) ma jednoduché nulové body z; = 0, z, = 1. Ndsobnosti
spoloéného nulového bodu sa lisia viac ako o jednotku. preto ¢(z) a A(z) nie sn
polynémy s oddelujicimi sa nulovymi bodmi. Avsak pre polyném
g(z) h'(z) — ¢'(2) h(z) plati:
qg(z) k' (z) — ¢'(2) b(z) = — 8328 + 8% — 62,

Pretoze plati:

326 L 825 — 6zt — 3z

je ¢(z) h'(z) — ¢'(2) I(z) < 0, pre vSetky redlne z a rovnost nastiva iba pre
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= = 0. Co Je spoloény nulovy bod polynémov ¢(z) a h(z). Podla uvedencj
vety by polynémy g(z) a h(z) boli polynémy s oddelujicimi sa nulovymi bodmi.
Co je zrejmy spor.

7 detinicie polynémov s oddelujicimi sa nulovymi bodmi vyplyva. e
stupne tvehto polvnémov st bud rovneké, alebo sa lisia o jednotku. Tento
predpoklad nie je zrejme v priklade 2 splneny. Mozno sa domnievat, ze pri-
pojenim tohto predpokladu dostaneme nutai a postacujiicu podmienku.
Avsak nasledujtei priklad vyvracia i tento dohad.

Priklad 3. Uvazujme polynémy
Gg(z) == 2Nz — 1), h(z) == z(z — )L

cize n, o, Polynémy g(z). k(z) maji iba také nulové body, ktoré st redlne
a spoloéné obom polynémom z, = 0. z, = 1. Rozdiel nasobnosti tychto

spoloénych nulovych bodov je v oboch pripadoch rovny 3. Preto g(z) a h(z)
nie st polvnémy s oddelujicimi sa nulovymi bodmi. Zato vsak plati:

G(2) W (2) — g'(z) hiz) = 32z — ).

Pretoze =¥z 1)t 70 pre vsetky redlne z a rovnost nastava iba pre z = 0,
= L. polynémy g(z) a h(z) by mali oyt podla uvedenej vety polvnémy
s oddelujicimi sa nulovymi bodmi, ¢o je spor.

Ukdzeme viak. ze plati:

Veta. Dea polynomy g(z) a h(z) s rvedlnymi koeficientmi, ktoré maji vsethyy
wuloré body redlne. i polynémy s oddelujicimi sa nulovyme bodmai vtedy a len
vledy. ale sii splnené tieto dve podmienky:

LAk G(z) = g(z) M (z) — g'(2) h(2) md redlre nulové body. potom sit bodmi
parnej nasobnosts.

2. KNaZdy redalny nulovy bod polyndmu G(z) je spoloénym koresiom g(z) = 0
h(z) 0 takyjch ndasolmosii v

,
resp. v, Ze plati | v, — v, | = L.

Pozndmka. Ak polynémy ¢(z), #(z) st nesidelitelné, potom staéi ziadat
okrem redalnosti vsetkych nulovych bodov polynémov g(z) a i(z), aby polyném
g(2) h'(z) —~ ¢'(2) h(z) nemal realne nulové body.

Dokaz. Ak pre stupne polynémov ¢(z), h(z) plati #, 4 n, < 2, potom je
tvrdenie trivialne. Podobne, ak stupeni polynému ((z) = g(z) 2'(z) — g'() k(2)
je mensi ako 1. je tvrdenie trividlne. Uvazujme teda pripad n, 4 n, - 2,

g

resp. w2,

, . . S5my. Podl:
Nutnd podmienka. Nech g(z) a A(z) st nesudelitelné polynémy. Podla
predpokladu polyném ¢(z) méa vietky nulové body vy, yas -5 7, redlne rozne.
. . i1 @ — 1 lezi jediny nulovy
Preto v kazdom z intervalov (y;, vj1): 1 = L2, .y ) H 1 Y ) ’
bod polvné §'(2) ([2]. veta 6,4). Podla predpokladu méd aj polynom A(z)
.ux . ])(. _\,10mu ; (2) (|2]. ve " s 1. Pretojed’(y) ¢'(7)

iba jediny nulovy bod v (3}, 7j+1): 1 = Y

y Ly ..
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: o h(y,
S0 a k() h(y;n) <00 (prej=1,2....n,— 1) a Cisla /L,r(y‘—) (pre b = 1.

9" (i)
2, ..., n,) maji rovnaké znamienka. Z rovnosti
Ng h(y )
g(2) M (2) — g'(2) h(z :-:—Z-,~ Bgz),
g(z) k' (z) — g'(z) h(z) A.,I”(V")J‘()
kde
9:(2) = (2 —y1) oo (B )@ = yisd) oo (B ) Lk =n

vyplyva, Ze polyném g(z) h'(z) — ¢'(z) h(z) nema redlne nulové body.
Nech ¢(z) a h(z) su studeliteIné polynémy s oddel'ujicimi sa nulovymi bodmi.

Vv’

Nech d(z) je ich najvic¢si spoloény delitel. n, = 1. Potom plati:

g(z) = dz) h(2),  h(2) = d(2) In(2)

(1 g(2) B (z) — ¢'(2) h(z) = d*(2)[g1(2) hi(2) — ¢1(2) Ii(2)]

pricom g,(z) a hy(z) st nestidelitelné polynémy s oddelujicimi sa nulovymi
bodmi. Preto podla dokdzaného polyném g¢,(z) £1(z) — ¢i(z) hy(2) nemd redlne
nulové body. Z (1) vyplyva. ze vietky nulové body polyrému ((z) st rovné
nulovym bodom polynému d2(z), t. j. maju parnu nasobnost a si rovné spo-
lotnym nulovym bodom polynémov ¢(z) a h(z). Ak 0 je jeden takyto spoloény
nulovy hod polynémov ¢(z) a h{z) o nasobnosti »,. resp. »,. ma (/(z) ¢slo »
za nulovy bod nasobnosti aspon v, + (v, — 1) = (v, — 1) + r,. Ale d*z)
je delitelné (z — o) presne v mocnine 2 Min(»,. »,). Teda je v, + », — 1

~ 2 Min (v,. »,). Z toho plynie {v, — v, = 1. ¢. b t.d.

Postac¢ujuca podmienka. Nech st najprv g(z) a h(z) (n, >~ 2) nesii-
delitelné polynémy, ktoré maji vietky nulové body redlne a polyném (4(z) -
= g(z) I'(z) — ¢'(z) h(z) nema realne nulové body. Nech o je redlny koren
g(z) = 0. Z rovnosti (¢(y) = —¢'(y) h(y) vyplyva najprv ¢'(y) == 0. Preto xi
vietky korene g(z) = 0 jednoduché. Z toho plynie (podla [2]. veta 6.4). ze
g(z) a ¢'(z) su polynémy s oddelujicimi sa nulovymi bodini. Oznacme korene
g(z) = 0 znakmi 5. 7,. cees s potom z prave dokazaného viplyva.
I g (ea) <0, 1 =k =, . Z rovnosti Gy = —4' () h(y) a z pred-
pokladu, ze (¥(z) = 0 nemd redlne korvene. vyplyva. ze sla ¢'(y,) h(y,) (pre
k=1.2,....n,) maji rovhaké znamienka. Teda je (/(y,) (/(y,.y) - 0. Cize
S @e) G Ge) iy hlye) = 00 60§ Iy hlyey) — 0 (pre b= 120
n, — 1). Preto h(z) ma v intervale (y,.y,.,) .1\])()11 jeden nulovy bod. Ke <l/v
jen, =n,. h(z) ma v (y,.y,..,) prave jeden nulovy bod a g(z). h(z) st polyndmy
s oddelujticimi sa nulovymi bodmi.

Nech teraz g(z) a k(z) st stdeliteIné polynémy. ktoré¢ maji iba realne nulové
hody, a dy(2) je ich najvacsi spolo¢ny delitel, n, = 1. Potom je g(z) = dy(2) ¢y(2).
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h(z)  dy(z) hy(z) pricom gy(z), hy(z) s@ nesadelitelné polynémy. Pre ((z) =
g(z) h'(z) — ¢’(z) h(z) potom plati:

(1(z) = [91(2) hi(z) — gi(2) ()] 3 (2).

Podla predpokladu ma polyném g(z) a teda tiez ¢,(z) vietky nulové body
redlne. Neeh g je Tubovolny nulovy bod polyr dmu g,(z)

pricom g je sti¢asne v,-nasobny nulovy bad polynému ¢g(z) a »,-ndsobny nulovy

bod polynému /A(z). Potom plati », = Min (v,.»,) + v, . Pretoze h(z) a ¢,(2)

) nasobnosti v, 1

’

st nesidelitelné polynémy. je hy(f) = 0. ¢ize Min (v,. v)) = v, a v, =», v,
> , H N o | < t Pre P WA - < .
Podla podmienky 2 je v, —»,l = 1. Preto zo vztahov v, <= 1. » -1

vyplyva, ze v, - 1 a teda gi(B) == 0. Podla podmienky 1 ma (/(z) redlne

nulové body o pdrnej nasobnosti, preto je bud G’(*) =20, alebo (/(z) 0

pre vietky redalne z. Preto tiez éisla (X(8,) == — d3(p.) g1(f.) hy(fy). kde .,
I L2o.oooom, st nulové body polyndomu ,(/1(2), md]u 10vnavke znamicnko.

alebo st rovné nule, Podla prave dokizaného je ¢i(f,) A(f,) 4 0 a preto zo
spojitosti p()lyll(’)m()V (?(”) a  g(z) hi(z) — g.(2) hy(z)  vyplyva, ze ¢isla
Jip) (B (pre b= 1,2, ..., n,) meji rovnaké znamienko. Podla uz
odkézaného pre nesiadelitelné polyndémy, st 7y(2). 7y(z) polvnémy s oddelu-
jieimi sa nulovymi bodmi. Ked7ze d(z) ma ~setky nulové body redlne, sa
aj ¢(z). Mz) polynémy s oddelujiicimi sa nulovymi bodmi, ¢. b. t. d.
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BAMETKA K CBOMNCTBAM BENECTBEHIOI
[TAPbBI TTOJUHOMODB

SEH NOPBAT
BuiBo,in

B padore nokasano, uro reopema 7 (crp. 19) padors [1] nesepna. Howazano, uro nveer
MCCTO TOJALKO ¢1¢LYI0Nas TeopeMa:

Teopema. Hoamnomur g(z), h(z) ¢ BeneersennnMn RoeGGUIMCIramit, KOTOPLIX Bee Kopiiit
BCHLCCTBCITIBLIC, TOTHA M TOALKO TOUA HOJMNOMBL ¢ HEPCMCARIONUIMITCH ROPHHMIL, KoI"1a
BLUTOHCHDL CACLVIONIE Y C10BRSL

Ioeeom G(z) = g(z) 10(z) -~ 27(z) h(2) MMCCET BCHCCTBOHITTLIC KOPHIT, HOTOM TN KPATHOCT I
qérHble,

2. BCSIKHMIL BCNCCTBCHILIT ROPCHL O WHOMa (G(2) cerh oonutii sopens ofz) = O, /h(z) = 0,
TARIN KPATHOCTCH 1y, 1y PO

ry vyl s L

NOTES ABOUT PROPERTIES OF APATIR OF POLYNOMIALNS

JAN HORVATH

In this work the Theorem 7 (p. 19) in | 1] is found to be incorreet. However, the follow-
ing theorem holds, which is here proved.

Theorem. Two polvnomials g(z) and h(z) with real coefficients, all roots ot which are
real, are the polynomials with separating roots, it and only if, g(z) and fi(z) satisfy two
following conditions:

1. If ((2) = g(z) W'(z) — ¢’(z) h(z) has rcal roots, than these are even-fold roots.

2. Every real root of polynomials (/(z) is such a vg-fold root ot the polynomial g(z)
and rp-fold root of the polynomial h(z), that |y, — | = 1.
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