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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, X, 2-1960 

POZNÁMKA K VLASTNOSTIAM REALNEJ DVOJICE 
POLYNÓMOV 

J Á N H O R V A T H , Bratis lava 

Fri vyšetřovaní vlastností reálné j dvojice ])olyrnómov má velký význam 
otázka, kedy dva polynomy s reálnými koeficientmi tvoria reálnu dvojicu 
polynómov. Táto otázka je rovnocenná s otázkou, kedy dva polynomy sú 
polynomy s oddeTujúcimi sa nulovými bodmi. S uvedenou otázkou sa za-
oberá aj N. (í. Oebotarev v monografii věnované] riešeniu Routh-Hurwitzovho 
problému (| I]). Fritom uvrádza nutné a postačujúce podmienky, aby poly­
nomy g(z) a h(z) holi polynomy s oddelujúcimi sa nulovými bodmi. Cieibm 
tejto poznámky je ukázat na nesprávnost jednej z týchto podmienok a uviesť 
předpoklady, za ktorých platí. 

Nech g(z) a h(z) sú polynomy s reálnými koeficientmi, pricom pre ich 
stupně platí nq : nh, nf/ + nh < V 

Hovoříme, že polynomy g(z) a h(z) tvoria re>álnu dvojicu polynom o v, 
ak pre lubovoTné reálné / a JU, ?2 < /i2 > 0, je jug(z) -f ?h(z) polynom, ktorý 
má vsetky nulové body reálné. 

Hovoříme, že g(z) a h(z) sú polynomy s oddelujúcimi sa nulovými 
bod m i : 

I . Ak g(z) a h(z) sú nesiidelitelné polynomy stupňov n < 1, nh < 1. 
_ . Ak g(z) a h(z) sú nesu dělitelné polynomy stupňov nf. -f- nh ; '2, 

iitl nh 1, ktorých vsetky nulové body sú jednoduché a reálné, 

ľ v * i xn , pricom pre tieto nulové bod v 

platí jeden zo vzťahov: 

/ i 

ľ i 

* i 

У-\ 

y2 

x2 

x2 

ľ2 

*/2 

Y Hi 

V), i 

У 

X; -\1 

У» * < xtl, 

y>, • < xlt • :" n/ 

xtl • ̂ - У i> •> 

*„ • < У>< ' < X 

\\ . Ak g(z) a h(z) sú súdelitelné polynomy s najváčším spolocným deli-
teFom d(z), ktorý má všetk}' nulové body reálné, g(z) = d(z) gx(z), h(z) — 

d(z) h{(z), pricom g^z) a h^z) sú nesúdelitel'né polynomy s oddelujúcimi sa 
nulovými bodmi. 
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P o z n á m k a . Pre takto zavedené pojmy platí veta: 
Aby polynomy g(z), h(z) s reálnými koeficientmi tvořili reálnu drojicu poly-

nómov, je nutné a postacujúce, aby g(z) a h(z) holi polynomy s odděluj úcim i sa 
nulovými bodmi ([1], str. 19). 

Pre polynomy s oddeiujúcimí sa nulovými bodmi uvádza N. (*. U e b o t a r e v 
medzi inými aj nasledujúcu nutnú a postacujúcu podmienku (| I ]. veta 7. 
str. 19): 

„Aby polynomy g(z) ůh(z) holi polynomy s oddelujťicimi sa nulovými bodmi. 
je nutné a postacujúce, aby polynom g(z) h'(z) — g'(z) h(z) mal ])re všetky 
reálné hodnoty z jedno a to isté znamienko. Přitom polynom g(z) h'(z) 
— g'(z) h(z) je rovný nule iba při súčasnom anulovaní polynómov g(z) a h(z).-

Z tejto vety by predovšetkým vyplývalo, že ak polynom g(z) h'(z) — g'(z) h(z) 
nemá reálné nulové body. potom polynomy g(z), h(z) sú súdelitefné a majú 
len reálné nulové body, resp. jeden z nich nemá žiaden nulový bod. Toto 
tvrdenie je nesprávné, ako ukazuje tento příklad. 

P ř í k l a d 1. Uvažujme nesúdeliteiné polynomy: 

g(z) = z* + z. h(z) = z2+ 2. 

Potom polynom g(z) h'(z) — g'(z) h(z) sa rovná polynomu: 

g(z) h'(z) — g'(z) h(z) = —z* — r>z2 — 2. 

Pretože zx + r>z2 + 2 > 0 pre l ibovolné reálné z, polynom g(z) h'(z) — g'(z) h(z) 
nemá reálny nulový bod. Avšak nulové body polynómov g(z) a h(z) nie sú 
všetky reálné. Polynom g(z) má nulové body zl = 0. z2 = i. z3 = — i a poly­
nom h(z) má nulové body z± =-- i ] 2. z2 = —i (2. 

Na ])rvý pohlad b}r sa zdalo, že stačí připojit předpoklad o reálnosti nulových 
bodov polynómov g(z) a h(z). aby veta bola správná. Avšak i takto po­
opravená veta je nesprávná, ako ukazuje nasledujúci příklad. 

P ř í k l a d 2. Majme polynomy 

g(z) = z> - 2z\ h(z) = : 2 - : . 

Polynom g(z) má štvornásobný nulový bod zx = 0 a jednoduchý nulový bod 
z2 = 2. Polynom h(z) má jednoduché nulové body zx = 0, z2 = 1. Násobnosti 
spoločného nulového bodu sa líšia viac ako o jednotku, preto g(z) a h(z) nie sú 
])olynómy s oddelujúcimi sa nulovými bodmi. Avšak pre polynom 
g(z) h'(z) — g'(z) h(z) platí: 

g(z) h'(z) — g'(z) h(z) = - 3z« + Hz" - (\zx. 

Pretože platí: 

^ 3 2 f i + 8 , 5 . _ 6 2 , = _ 3 ^ [ ( 2 - j y + . j 

je y(z) h'(z) — g'(z) h(z) iS, 0, pre všetky reálné z a rovnost' nastává iba pre 
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z 0. co je spoločný nulový bod polynómov g(z) a h(z). Podlá uvedenej 
vety by polynomy g(z) a h(z) boli polynomy s oddelujúcimi sa nulovými bodmi, 
co je zřejmý spor. 

Z definície polynómov s odderujúcimi sa nulovými bodmi vyplývá, že 
stupně týchto polynómov sú buď rovmvké, alebo sa líšia o jednotku. Tento 
předpoklad nie je zrejme v příklade 2 splněný. Možno sa domnievať, že pri-
pojením tohto předpokladu dostaneme nut iú a postačujúcu podmienku. 
Avšak nasledujúci příklad A yvracia i tento dohad. 

Př ík lad 3. Uvažujme polynomy 

g(z) ----- z\z - I), h(z) = z(z - 1)*. 

cize n( )ih. Polynomy g(z). h(z) majú iba také nulové body, ktoré sú reálné 
a spolocné obom ])olynómom zv = 0, z2 = l. Kozdiel násobností týchto 
spoločných nulových bodov je v oboch prípadoch rovný 3. Preto g(z) a h(z) 
nie sú polynomy s oddelujúcimi sa nulovými bodmi. Zato však platí: 

g(z)h'(z) - g'(z)h(z) = 3z*(z - l ) 4 . 

Protože zl(z l)4 - 0 pre všetky reálné z a rovnost nastává iba pre z = 0, 
z V polynomy g(z) a h(z) by mali Dyť podlá uvedenej vety polynomy 
s odderujúcimi sa nulovými bodmi, co je spor. 

Ukážeme vsak, že platí: 
Veta. Dra polynomy g(z) a h(z) s reálnými koeficientmi, ktoré majú všetky 

miloré body reálné, sú polynomy s oddelujúcimi sa nulovými bodmi vtedy a len 
rfedy. ak sú splněné tieto dve podmienky: 

\. Ak G(z) = g(z)h'(z) — g'(z)h(z) má reálné nulové body. potom sú bodmi 
pána j násobnosti. 

2. Kazdy reálny nulový bod polynomu G(z) je spolocným korenom g(z) = 0, 
h(z) 0 takých násobností v(J, resp. vh ze platí \ v(J — vh \ rg i. 

Poznámka. Ak polynomy g(z), h(z) sú nesúdelitelné, potom stačí žiadať 
okrem reálnosti všetkých nulových bodov polynómov g(z) a h(z), aby polynom 
g(z) h'(z) •- g'(z) h(z) nemal reálné nulové body. 

Dok a z. Ak pre stupně polynómov giz), h(z) platí n(/ -f- nh < 2, potom je 
tvrdenie triviálně. Podobné, ak stupeň polynomu G(z) = g(z) h'(z) — g'(z) h(z) 
je menší ako V je tvrdenie triviálně. Uvažujme teda případ ntJ + nh 2, 
í'es]). n(; 2. 

N u t n á podmienka. Nech g(z) a h(z) sú riesúdeliteTné polynomy. Podlá 
předpokladu polvnóm g(z) má všetky nulové body ylt y2, . ..,yllff reálné rózne. 
J>retovkaždomzintervalov(y y ?r / ( 1),y = 1, 2, . . . , n, - 1 leží jediný nulový 
bod polvnómu ,/(*) ( í 2] . veta 6,4). Pódia předpokladu ma aj polynoiu h(z) 
., • V " , , r - „ ) j= 1,2, ....nff- - 1 . P r e t o j e gr (yj) g (yJ+l) - . 
dm jediný nulový bod v V/,-, y;+i/' / ' ' J 
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O a My,) My ; L 1 ) < 0. (pre j = 1, 2, . . ., w- - 1) a čísla -h^p) (pře A: 
řI (y*) 

2, . . ., n,) majú rovnaké znamienka. Z rovnosti 

r/(2) A'(z) - g'(z) h(z) = - J ] - ^ 
A - = l 

kde 

0*(z) = (s - 7i) • - • (~ - ya-iX* - 7/c+i) . . • (« - y ^ ) ? i <L: /-• á " , 

vyplývá, že p o l y n o m g(z) Jť(z) — </'(z) h(z) n e m á reá lné nu lové b o d y . 
N e c h g(z) a A(z) sú súdeliteTné p o l y n o m y s odde lu júc imi sa n u l o v ý m i b o d m i . 

N e c h d(z) je ich najváčší spolocný děl i tel , n(l ^ 1. P o t o m p l a t í : 

g(z) = d(z)gx(z), h(z) = d(z) Jh(z) 

a 
(1) (/(z) h'(z) - g'(z) h(z) = d*(z)\gi(z) h\(z) - g\(z) h,(z)]. 

p r i c o m gx(z) a hx(z) sú nesúdeliteTné p o l y n o m y s oddelu júcimi sa nu lovými 
b o d m i . P r e t o p o d l á d o k á z a n é h o p o l y n o m gx(z) h\(z) — g\(z) Jh(z) n e m á reálné 
n u l o v é body. Z (1) vyplývá, že v š e t k y nulové b o d y p o l y n o m u G(z) sú rovné 
n u l o v ý m b o d o m p o l y n o m u J2(z), t . j . majú p a r n u násobnos t a sú rovné spo-
ločným n u l o v ý m bodom p o l y n ó m o v g(z) a h(z) .Ak O je jeden t a k ý t o spolocný 
n u l o v ý bod p o l y n ó m o v g(z) a h(z) o násobnos t i v(r res]). vfr m á G(z) číslo d 
za nulový b o d n á s o b n o s t i aspoň v(J ~\- (vh— 1) = (v(J— 1) -f- *V - ^ i e ^2(~) 
je dě l i te lné (z — O) presne v m o c n i n ě 2Min(v^. vh). T e d a je rř/ + vh — 1 -
rfj 2 Min (r, ;, v/ť). Z t o h o plynie 1 i>,; — vh \ < 1. č. b . t . d. 

P o s t a č u j ú c a p o d m i e n k a . N e c h sú na jprv g(z) a Ii(z) (n{/ 2) nesú­
deliteTné p o l y n o m y , k t o r é majú v š e t k y nulové b o d y reá lné a po lynom G(z) = 
= g(z) li'(z) — g'(z) h(z) n e m á reá lné nulové body. Xech y je r e á l n y kořen 
(j(z) = 0. Z rovnos t i G(y) = —g'(y) h(y) v y p l ý v á najprv g'(y) 4= °. P r e t o sú 
v š e t k y k o ř e n e g(z) = 0 j e d n o d u c h é . Z t o h o plynie (podlá [2J. veta (5.4). že 
g(z) a g'(z) sú p o l y n o m y s oddelu júc imi sa n u l o v ý m i b o d m i . O z n a č m e kořene 
g(z) = 0 z n a k m i y 2, y 2 . . . . . y;/ ; p o t o m z p r á v ě d o k á z a n é h o vyplývá . 

0f(yk) 9'(yk-Ťi) < °> i =5 ^ :> ^f/-"1- Z rovnost i tf(yA.) - — í7'(y/J % / , ) a z P-'^--
p o k l a d u , že G(z) = 0 n e m á reá lné kořene, vyplývá, že Čísla g'(yk)h(y;.) (pre 
k = l, 2, . . . . n(/) m a j ú r o v n a k é z n a m i e n k a . T e d a je G(yk) G(ykAA) 0. čiže 

ř/'(n) í/'(nsi) %*) My, i) > 0ř t. j . % , ) A('/Vi) < O (pre k ^ 1.2 
7ir/ — 1). P r e t o h(z) m á v in terva le (y!c. y,., x) aspoň jeden nulový bod. K e d z e 
je nh < n(J, h(z) m á v (yk. y, H 1 ) p r á v ě jeden nu lový bod a g(z). h(z) sú p o l y n o m y 
s o d d e l u j ú c i m i sa n u l o v ý m i b o d m i . 

N e c h te raz g(z) a h(z) sú súdeliteTné p o l y n o m y , k t o r é majú iba reá lné nulové 
b o d y , a dx(z) je ich najváčší spolocný děl i te l , n(l S 1. P o t o m je g(z) = d^z) g^z). 

108 



h(z) rf^z) h^z) pričoni g±(z), hx(z) sú nesúdeliteTné p o l y n o m y . P ř e G(z) ~ 

g(z) Id (z) — g'(z) h(z) p o t o m p l a t í : 

(*1(z) = [9i(z) KW ~ UK*) /'-i(z)J <*í(z). 
Pódia pred])okladu m á p o l y n o m g(z) a t e d a t iež gx(z) v š e t k y nulové b o d y 
reálné. Necli fi je TubovoTný n u l o v ý bod p o l y r ó m u gx(z) o násobnost i vlf • 1, 
pr ičom /> je súčasne l y n á s o b n ý n u l o v ý bod p o l y n o m u g(z) a v,.,-násobný nulový 
bod p o l y n o m u h(z). P o t o m p l a t í v(J = Min (v,r vh) + v Protože hx(z) a gx(z) 
sú nesúdeliteTné p o l y n o m y , je h^ft) -fr 0, cize Min (vir vh) = vh a r — vif -- vh. 
Podlá p o d m i e n k y 2 je r,7 — vh\ < l.\ P r e t o zo v z ť a h o v v(/l < 1. r - 1 
vyplývá, že vq - 1 a teda r/í(/i) 4= 0. Poclla ])odmienky 1 m á O (z) reálno 
nulové body o p á r n e j násobnost i , p r e t o je buď G(z) < (), a lebo G(z) < 0 
pro v še tky reálné z. P r e t o tiež čísla a(fik) == - - ďftfij g\{P k) hx((i k), kdo /;,, 
I: V _2 n sú nulové body p o l y n o m u f/i(z), majú r o v n a k é z n a m i e n k o . 
alebo sú rovné nule. P o d l á p r á v ě d o k á z a n é h o je g\(fik) h^fi,.) 4= 0 a p r e t o zo 
spojitosti p o l y n ó m o v G(z) a gx(z) h,\(z) — g\(z) h±(z) vyp lývá, že čísla 
ííAíK',) hxd')/,) (pre k = l, 2, . . ., nt/) m a j ú r o v n a k é z n a m i e n k o . P o d l á nž 
o d k á z a n é h o pre nesúdeliteTné p o l y n o m y , sú Ji(z). hx(z) p o l y n o m y s oddeTu-
júoimi sa n u l o v ý m i b o d m i . K e d ž e rf(z) m á v š e t k y nu lové b o d y reálné, sú 
aj r/(z), h(z) p o l y n o m y s o d d e l u j ú c i m i sa n u l o v ý m i b o d m i , č. b . t . d. 

L I T E R A T U R A 

| l | M e ó o r a p e B li . \\, MeiiMan 11. H., II )od.i(\\ a P a y r a d A pimua ;um IIO.ÍHIIOMOB 
11 ue.n.ix ({lyiiKiuiii. Tpy,u.i Mař. lhicTirryTa WM. 15. A. í/ieK.iOBa X X \ ' I , Mocním -
. leiímirpaT I 94!). 

[2] S c h w a r z S. Zákhtdy ttáttky o riešetií rorttíc. P r a h a I9Vs. 

Došlo dňa 15. 1. 1969. Katedro matematik// 
Slorcnxkej rysokej školy teclririckej 
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З А М Е Т К А К СВОЙСТВАМ В Е Щ Е С Т В Е Н Н О Й . 
П А Р Ы ПОЛИНОМОВ 

Л И Х О Р В А Т 

В и в о д ы 

15 работе показало, что теорема 7 (стр. 19) работы [I ] неверна. Показано, что имеет 

место только следующая теорема: 

Т е о р е м а . Полиномы #(*), !>(:•) с вещественными коеффициентами, которых все корпи 

вещественные, тогда и только тогда полиномы с перемежающимися корнями, когда 

выполнены следующие условия: 

1. если С(~) = #(-) //'(с) -- '/(:•) //(--) имеет вещественные к"орпи, потом их кратное! и 

чётные, 

2. всякий вещественный кореш» полинома (}(:.) есть общий корень <;(::) = и. //(:) = и, 

таких кратлостей гд, г/*, что \г(/ г/г| < I. 

N O T E S ABOUT P R O P E R T I E S OP A PAIR OF POLYNOMIALS 

J A X H O H V A T H 

I n this work t h e 'Theorem 7 (p. 19) in 11] is found to be incorrect. However, the follow­

ing theo rem holds, which is here proved. 

'Theorem. Two polynomials g(z) and h(z) with real coefficients, all roots of which are 

real, are the po lynomials with separat ing roots, if and only if, g(z) and h(z) satisfy t w o 

following condi t ions : 

1. I f G(z) =g(z)h/(z) — g'(z)h(z) has real roots, t h a n these are even-fold roots. 

2. Every real root of polynomials G(z) is such a i^-fold root of t h e polynomial g{z) 

a n d refold root of the polynomial h(z), t h a t | v(J — vjt | >: 1. 
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