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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S SAV, VI, 3 — 1956 

POZNÁMKA O ÚPLNÝCH METRICKÝCH 
PROSTORECH 
MILOSLAV JŮZA 

Katedra matematiky Slovenskéj vysokej školy technickej v Bratislavě 

J e l i P úplný metrický prostor, pak — jak je známo — platí tato veta: 
Budiž Vv,. Vvo Kn. . . . posloupnost uzavřených koulí prostoru P t á k o v a , 

že pro n = 1,2 . . . . platí Knll C Ktl a že poloměry koulí konvergují k nule. 
oo 

Pak průnik II Ktl je ne])rázdný. 
n - 1 

Tato věta neplatí, vyneeháme-li podmínku, že poloměry koulí konvergují 
k nule. jak ukazuje tento příklad: 

Prostor P budiž množina přirozených čísel, v níž metriku Q definujeme 
takto: 

o(/D, m) — 0, (>hn. n) ----- 1 4 .—-; pro m =1= n-

min(w, n) 

Snadno zjistíme, že Q je metrika, při čemž prostor P s metrikou Q je úplný. 

Ale je-li Kn uzavřená koule o středu n a poloměru 1 -f- —, pak Kl, K2, . . ., 
n 

Kn, . . . je monotónní posloupnost uzavřených koulí s prázdným průnikem. 
Uvedený příklad by se mohl zdát příliš triviální vzhledem k tomu, že uva

žovaný prostor se skládá pouze z isolovaných bodů. Ale v tomto článku se
strojíme dokonce metrický lineární prostor, který bude úplný a přitom v něm 
budou existovat monotónní posloupnosti uzavřených koulí bez spoleěného 
bodu. 

Definice 1. Budiž R množina reálných čísel. Pro x 6 R, y € R definujme 
junlcci Q (x, y) takto: 

a) je-li | x — y \ ^ 2, je Q(X, y) = | x — y |; 
b) je-li | x — y \ > 2, je Q(X, y) = 1 + y—Z7ZTZ7T ' 

\ x y \ i 
Věta 1. o je metrika v R. 
D ů k a z . Je zřejmé vždycky Q(X, X) = 0, Q(X, y) ^ 0, Q(X, y) — o(y. x). Zbý

vá dokázat, že pro libovolná x, y, z platí 
Q(X, y) < Q(X, z) -f Q(Z, y). 

143 



V h o d n ý m označením m ů ž e m e d o s á h n o u t t o h o , a b y nastal jeden z těchto 
p ř í p a d ů : 

T. x :"•' z < //, I J . x < y < z : TI/, z < .r < //. 

P ř í p a d TV snadno převedeme n a VI, iižijeme-H zobrazení y(.r) --- .;'. při 
němž zřejmě plat í o(,r, y) - Q((p(x), </;(//)). 

I . Budiž x < z < y . P o l o m | x — y | --- // — x •--=-• y — z -:- z — .r 
- i y — z \ + | z — ,r j . N a s t á v á xzdy jeden z t ě c h t o p ř í p a d ů : 

a) | x — // | > 2. | x - z j ;> 2. ! z — // 2. 
b) ! .r — ?/ I > 2, ! x - z i > 2. > — // I < 2. 

b') ! x - y/j > 2. | .r - ;: ! < > \z - y\ > 2. 
e) ! x — // ! > 2, ! .r z | < 2. j ;j — // , > 2. 
(I) + - / / ! > 2 . 

Př i+ad b') o])ět snadno p ř e v e d e m e n a b) použit ím zobrazen! t/(,< - - x. 
a) V t o m t o p ř í p a d ě mámo 

1 

»(•«•. = ) - = ! -I ^ . ^ = J
! : . . : i 

<?(-, //) - - i ' 

I -V 

I z — i/ I - 1 •' 
i «-' i 

t e d y 
o (.r, /j) < o ( > z) + o(z. //). 

b) Protože je 

i -'• — //1 - I y — z I - I - ! z — . r ! . 

1 i 
| x — // | ^ ! z — ;r | . tedy 1 + , > 1 + 1 -
1 -ii i | x __ y j — L j a- — z — 1 

t e d y 

o(x. y) < o(a\ z) 4" o (o;, z) + o(z, //). 

e) J e 

o(x. y) < 2, ale Q(X. Z) + o(z, //) -=\x — z\ + | z — y \ = \ x — y \ -
t e d y 

o + . //) < o(:r. z) 4- Q(Z, //). 
d) J e 

Q(X. y) ------ j a: — // | , o(;r. z) --- | :r - - z j . o(//, z) -- | // — z | 
a t e d y 

o(r, //) — Q(X. Z) + o(z. //). 

I I . Budiž x- < // < z. 

P o t o m 
\ x — z\ = z — x = z — y 4- ?y — x = I - ~ :y I + I // — x i • 
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Nastává vždy jeden z těchto případů 

:! > -, I .*• - y \ > -• I y 
z | > 2, ! ,; - y j > 2, ! y 

») 
Ь) 

, X, 

\ ''" 

ч) 1 .r 

<1) 
c) 

!•«• 

< ~ 
x — У \ > ,̂ ì // *> >.r — ,t < '?. \ u — y \ ^ ') 

•> ! .)• — ìl I < 2 > / _ - 7 І < •> I •*' — // I < --< I // — ^ 
•> 

a) V tomto případě jest o(x, y) < 2, Q(X, Z) > 1, Q(Z, y) > 1. tedy 

e(> //) < Q(X, Z) + Q(Z, //)• 
1>) Podle věty o přírůstku funkce pro a, > 0, b > 2 platí 

kde 

tedy 

a j)ťoto 

i 1 1 

O+ />+ Г ~ b + i " ~ a (T-'i)2 

f < O + b. 

ì 

к-.)^1' 
ì ì 

- a. a + 6 — 1 b — 1 

Položíme-li (( —: | - — v/ |, /> - - | x — // |, dostaneme za předpokladů v pří
padě 1)) 

I -i,-, [•,-. = > • • r , - ^ ^ r - , - l + ' + — //1 + I // — x I — i I y — x | — i 

// i + I // — x I — i I y — # I — i / I y — • : | ; I ~~ i 
- I z — y I --- (?(^% //) — Q(Z, //)• 

Odtud dostaneme 
Í > ( ^ y) < Q(X> Z ) + Q(Z> y)-

e) \r tomto případě je Q(X, Z) > 1, q(y, z) > 1, Q(X, y) -- \ x — y | > 2, 
tedy 

Q(X> y) < Q(X> Z) + Q(Z> y)-

d) V tomto případě máme 

Q(X.Z) + Q(Z</)=\ + - — - + | z - /y |- 1 + : -—i T - + 
I x — z I —- 1 ' I x — y I + I ?/ — z I — I 

1 

1 + 1 // — z\ + 1 У ~ z\2 ^ 9 

+ \y--\-'+- i + | , / - Z | 
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N a p r o t i tomu je 
o(x. //) =-- | x — y\ < :k 

t a k ž e 
o(x. //) < o(x. z) -!-- o(z. ji). 

e) V t o m t o př ípadě m á m e j x — z j < .2, tedy těž ; x — // 2. // — ; ! -
;Y 2 a d o s t a n e m e 

O(.i'- //) --•- í v — y \ ' | x —- z'\ í i ;; -- // : =• o{x. z) -|- o(:. //). 

Tím jsme dokázali ])ro funkci o t ro júhelníkovou nerovnost ve v soch přípa
dech, které mohou n a s t a t a zároveň j sme t ím dokončil i d ů k a z věty !. 

V dalš ím b u d e m e uvažoval posloupnosti reá lných čísel, konvergující j ednak 
podle m e t r i k y o, j e d n a k podle eukl idovské metr iky . Budeme p r o t o psát xt -x. 
jestliže xn konverguje k x ve smyslu eukl idovské metr iky, x, -~Z x. jestliže x, 
konverguje k x ve smyslu metr iky o. 

\) ro i i let i 'i ku o z rej mě plat í 
0(X. //) < 2. 

Q(X, //) " ' 1 t e h d y a jen tehdy, j e l i ] x —- //; I a ])ak 
oíx. //) • | x —- y j . 

O d t u d ihned p l y n e : 
Posloupnost x}, x,2

 r,7 • • • • je konvergentní p o d b metr iky j U hd\ 
a jen t e h d y , j e l i konvergentní podle eukl idovské metr iky a nul pak v nhou 
případech, touž l imitu. 

Pos loupnost .£;, x.:. . . ., r ( . . . . je eauchyovská podie meír ik \ j tehdy a len 

tehdy , j e l i eanehvovská podie euklidovské met r iky . 

Odtud p lyne : 

Věta 2. Prostor R s metrikou Q je vplut/. 
Věta 3. Prostor R s metrikou o při obyčejné definici sčítání a ttásobk;t ]• 

metricky line (tmí prostor, 1. j . platí: 
I . Pro libovolná reálná (+la x, y. a je 

c>{'*'< y) = Q+ + *h y + «). 

I I . Jestliže xitZ% x. xn -> v p a k vitx!t ~X xx. 
D ů k a z . 1. p h n e z toho, že o(x, y) je ]>ouze funkcí | x — // . 
I I . Protože xiC~X x. je též x!L - > x, t e d y xltxa ----- vx. t e d y v, rr t ~X <'• 
P o d í v á m e se, jak vypadaj í koule v ])rost(;i'u R s metr ikou o. (HOVIVÍ: . . 

koule o s t ředu x{) a "polome: u rt, í) < ťt - " I . jo množin;!, hodů x. pro něž p k í í 
| x — :r0 | -"' O. Otevřená koule o poloměru a ,.- 2 je- celý prostor . 0 í e \ reoa koni.-
o polome ni a. i < e' 5' -k «'*• (> seředu :r0 je m n o ž i n a hodů. pro něž p i a n buď 

2. 1 
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Poslední j iodmínku m ů ž e m e uj)ravit na j iodmínku 

Tedy \' t o m t o j)říj)adě o t e v ř e n á koule o j)olorněru a je m n o ž i n a hodů. pro 
něž je h u d 

| x — .r() | < a noho | x -- ,r() | > - --i- V 

Analogické j)odmínky d o s t a n e m e j)ro koule u z a v ř e n é . 
DMiiiice 2. Množinu M v prostoru R nazveme ohraničenou, jestliže existuje 

Číslo Y fale, ze pro každé x £ M platí 

— :Y < X < Y . * 

Sjednocení konečného j)očtu ohraničených množin je zřejmě ohraničena 
množina. 

Veta i . IIudiz K uzavřená, koule o středu x{) a- poloměru a, 1 <. a •" '2: per 
mnoiin'! I? — K je ohraničená. 

Dii k a z . Pro x € F — iv zřejmě platí 

1 í 
.< — — d- 1 < .r < < < - - - f 1 

a ----- 1 ť! — 1 
a n o l o z i m e - l i 

/, i i 
ү шa.x f xt a-i > M . U < — i " ' - 1 

Y < X 

Veta *">. -/<// J/ ohraničená mnoiina a. b Čisto falcové, ie \ < l> <. :?, 7 < / 
(xisf-ujr itzavřená koule K o poloměru a. 1 < a < h. která neohsahuje žádný ho,I 
množin/i M. 

Dii k a z . Budiž v číslo lakově, že pro x € M. p la t í — oc < x < Y. Za, s ír d 

koule A' /volíme- číslo x{) --- x ~|- 2. Protože lim -\- 1 --- oo, můženi. 
».->] + " - - J 

zvolit O t a k . a h v 1 - O < b. , -I- 1 > 2.Y -| 2. K o u l e o s tředu x. a jioJo-
« — J 

měru a má j)ak /rejmě ž á d a n é v las tnost i . 
YMa G. k prostoru JI s metrikem o existuje posloupnost uzavřených. Icoulí A . . 

'X> 

J\ L A',. . . . takorá, že pro n ! . : ? , . . . je h i l r l C A',r ale průnik I! Kn j< 
H 1 

prázdn ff. 

* Rozlišuji m n o ž i n u ohraničenou a m n o ž i n u omezenou . Množina JSI se n a z ý v á ome
zená, jestliže sup o{x9 y) < oo. 

.<: e J/ 

U <? M 
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D ů k a z . Definujme An -- <( — n, n}, Á"1 uzavřená koule o středu 0 a polo-

meru ry -- *— . Pro n — 2, 3, . . . definujme Kn jako uzavřenou kouli o středu x„ 

a poloměru rn takovou, aby l < rn < rn L1 a aby K,, neobsahovala, žádny hod 
ohraničené množiny (K — K,i-i) + .-4,t. Existence takové koule je zanícena 
větou 5. Posloupnost K\, K2 ,. . ., Kn, . . . má zřejmě všechny vlastnosti poža
dované ve větě 6. 

Došlo 15. X I I . 1955. 

3 A M K T K A <> II OJÍ II N X M P T PII 4 F( ; i ; II X 

II P O C T P A I I C T H A X 

\i I Í/IOC . I AU io;c\ 

Jí J.I H o T U 

I l y C T I , R MHOHxOCTHO BCIIIOCT HCIM 11,1 X 11I1('(VI, B KOTopOM O I i p e ; i e . l l I M MO 1 p II IV \ O ('. 1 e, 1 \ KH 11.11 M 

oGpa.soM. 
a) o (.v, j) - .v — // ; , c e n í ! .v — // j > 2; 

b) o (ď, j) - 1 + , ee:m i x — j | > 2. 
I •'"--.'/ I — i 

AllIO/KOCIBO R C MOTpiTKoií O ÍIB. IMCTOI ÍIOJIIIBIM .1II IlOÍlH UM MOT |)11M0C KI1M 11 pOCT pa 11 C 1 BO.M , 

B KOTopoM cymecTBycT Moiioroiniaí i noc,ie;i,oBaTeJií>nocTi> .TaMKiiy IT.IX e(J)ep óe;>, oóiueii 

1'O'IK'II. 
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