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O MNOHOSTENOCH BEZ OPÍSANEJ GUEOVEJ PLOCHY 

ERNEST JUCOVIČ, Prešov 

Schlegelov obrazec je taký středový priemet konvexného mnohostena s vrchol
ní i A\, A2, ... Av na jeho stenu AaAa% ...Aan, O?- ^ v, že obrazy všetkých 
vrcholov Abt, bj 4= a\, sú vnútorné body mnohouholníka Atti ... AGn. Schlege-
lov obrazec, resp. konvexný mnohostěn je autokonjugovanj), ak existuje 
vzájomne jednoznačné priradenie jeho vrcholov k stenám (oblastiam), ktoré 
zachovává incidenciu. Pod ty porn Schlegelovho obrazca, resp. konvexného 
mnohostena si myslíme triedu navzájom izomorfných (v kombinatorickou! 
zmysle) Schlegelových obrazcov, resp. konvexných mnohostenov. (Pozři [2].) 

Vo svojej práci [1] sa B. G r u n b a u m zaoberá týmito typmi Schlegelových 
obrazcov a konvexných mnohostenov: 

A. Ziadny Schlegelov obrazec, resp. konvexný mnohostěn daného typu 
nie je taký, aby vset kým jeho stenám bolo možné opísať kružnicu. — O týchto 
typoch povieme struČnejšie, že sú bez opísanj/ch kružnic. 

B. Ziadnemu konvexnému mnohostěnu daného typu nie je možné opísať 
gulovú ])lochu. — O týchto typoch konvexných mnohostenov povieme struČ
nejšie, že sú bez opísanej gulovej plochj/. 

V I 1 ] sú uvedené konštrukcie pre celé série typov Schlegelových obrazcov 
s vlastnosťou A. a konvexných mnohostenov s vlastnosť-ami A. i B. V našich 
poznámkách sa zaoberáme otázkou najmenšieho počtu stien Schlegelovho 
obrazca bez opísaných kružnic a konvexného mnohostena bez opísanej gulovej 
plochy. 

Veta 1. O niininiáluoni poete so stien typu Schlegelovho obrazca bez opísanj/ch 
kružnic platí s$ — 7. 

Veta 2. O minimálnom poete s0 stien typu konvexného mnohostena bez opísanej 
(jalověj plochy platí So — 7. 

Nahraďme vrchol As Schlegelovho obrazca příslušného k štvorstenu KLMA% 
konfiguráciou na obr. 1, v ktorej vrcholy A-b, Bt sú tretieho stupňa. i ---- 1.2. 3. 
Dostaneme Schlegelov obrazec C71 so stěnami KLM, KLAoB\As, LA2B3A1M, 
AoBxOBs, OBiAzB2i A3B2AiMK, A1B3OB2, o ktorom dokážeme, že je bez opí
saných kružnic. Pokiaf ide o podstavní! stenu, sú tieto tri možnosti: podstavou 
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je a) trojuholník KML, b) jeden zo štvoruholníkov, napr. OB3A2B1, c) jeden 
z paťuholníkov, napr. KLA2B1A3. 

a) Obr. 2. V tomto případe je G1 bez opísaných kružnic na základe násle
duj úceho tvrdenia G r ú n b a u m a [1]: Ak Schlegelov obrazec obsahuje kon-
iiguráciu na obr. I, pričom vrcholy tretieho stupňa 0, A\, Bi, i — 1, 2, 3, 
neineidujú s podstavou, potom je bez opísaných kružnic. 

b) Použijeme tuto Miquelovu vetu (pozři C o o l i d g e [3]): Ak štyri kružnice 
/ri, k:>, k3, k4 sú umiestnené v rovině tak, že kružnica k\ s kružnicou k-ís\, 
i 1,2,3, a tiež kružnice k\ a k^ sa pretínajú, pričom existuje kružnica 
obsahujúca vždy jeden priesečník každej z týchto dvojíc kružnic, potom 
zvyšné priesečníky daných dvojíc kružnic ležia na kružnici alebo priamke. 

OЬľ. 1. Obr. 2. 

Ol . 3. Obr. 5. 

Pozři obr. 3. Nech existuji! kružnice opísané stenám B1A2LKA3, A2B3A XML, 
A1B/JB2, B2OB1A3, B1A2B3O. Podlá Miquelovej vety existuje potom kruž
nica, preehádzajúca bodmi BoA^LAx. (Vzhladom na konštrukciu Schlegelovho 
obra/ca neležia tieto body na priamke.) Táto bodmi M, K neprechádza, 
lebo v opačnom případe by splynuli všetky kružnice opísané stenám daného 
•Sehlegelovho obrazca, — co nie je možné. -- Teda O1 v tomto případe je 
bez opísaných kružnic. 
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c) Pozři obr. 4. Úsudok je analogický k úsudku ad b). Tým máme dokázané, 
že Gl je bez opísaných kružnic. 

B. C r u n ba um ukázal, že ku G1 prislúchajúci konvexný mnohostěn G\} 

je tiež bez opísaných kružnic. To ale znamená, že 6 j je bez opísanej gulovej 
plochy. Z druhej strany dajú sa zostrojiť konvexně mnohostěny všetkých 
typov so 4, 5. 6 stěnami také. že je možné im opísať guiovú plochu. — Pomocou 
stereografickej projekcie je potom možné k týmto konvexným mnohostcnom 
zostrojiť také Schlegelove obrazce, že všetkým ich stenám je možné opí
sať kružnice. V tabulke 1 sú tieto konvexně mnohostěny zostrojené. 
V prvom štipci sú označené steny, v druhom súradnice vrcholov příslušných 
konvexných mnohostenov. Celkom triviálně sxi tieto konštrukcie pre mnoho
stěny typov ihlana a hranola; neuvádzame ich. 
Tým sú vety 1 a 2 dokázané. 

Dósledok. O minimálnom poete s0 stien autokonjugovaného Schlegelovho 
obrazea bez opísaných kružnic a autokonjugovaného konvexného mnohostena 
bez opísanej gulovej plochy plati So ^ 1 3 . 

Nahradenie vrchola As konfiguráciou na obr. 1 je možné vykonať aj postup
ným niekorkonásobným štiepením stien daného štvorstena. Ak k týmto 
štiepeniam stien vykonáme konjugované štiepenia vrcholov, dostaneme 
autokonjugovaný Schlegelov obrazec G2 na obr. 5 (O uvedenej konštrukcii 
autokonjugovaných mnohostenov pozři [2].) G2 je bez opísan3>ch kružnic, 
lebo v opačnom případe by ani 6 1 nebol bez opísaných kružnic. — Ku G2 pri
slúchajúci konvexný mnohostěn 6J5 je bez opísanej gulovej plochy, lebo z exis-
tencie takej gulovej plochy by vyplynula existencia gulovej plochy opísanej 
konvexnému mnohostěnu 6yJ, a dalej spor s Grunbaumovým tvrdením, že 
6'J je bez opísaných kružnic. 

YVnárajú sa problémy: Ak G je typ Schlegelovho obrazea, resp. konvexného 
mnohostena, potom rózne Schlegelove obrazce, resp. konvexně mnohostěny 
typu G majú rózne pocty stien, ktorým nie je možné opísať kružnicu; označme 
f(G) najmenší počet takých stien. Čomu sa rovná f(n) = max/(6), ak G pre-
bieha všetky Schlegelove obrazce, resp. konvexné mnohostěny s n a) stěnami, 
b) vrchol mi? 
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ON N O N - I N S C R I B A B L K P O L Y H E D R A 

E r n e s t J u o o v i c 

Summary 

T h e sma l les t n u m b e r of faces of a convex po lyhedron in E3 which a) has no rea l iza t ion 
w i th c ircumcircles, b) is of a non-inscribable typo, is 7. 
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