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0 MNOHOSTENOCH BEZ OPiSANEJ GULOVEJ PLOCHY

ERNEST JUCOVIC, Presov

Schlegelov obrazec je taky stredovy priemet konvexného mnohostena s vrehol-
mi Ay, A2, ... Ay na jeho stenu Ag Ag, ... A, a; = v, Ze obrazy vsetkych
vrcholov 4, , b; + a;, st vnutorné body mnohouholnika A, ... 4, . Schlege-
lov obrazec, resp. konvexny mnohosten je autokonjugovany, ak existuje
vzdjomne jednoznac¢né priradenie jeho vrcholov k stenam (oblastiam), ktoré
zachovava incidenciu. Pod typom Schlegelovho obrazca, resp. konvexného
mnohostena si myslime triedu navzajom izomorfnych (v kombinatorickom
zmysle) Schlegelovych obrazcov, resp. konvexnych mnohostenov. (Pozri [2].)

Vo svojej praci [1] sa B. Grinbaum zaoberda tymito typmi Schlegelovych
obrazcov a konvexnych mnohostenov:

A. Ziadny Schlegelov obrazee, resp. konvexny mmnohosten daného typu
nie je taky, aby vsetkym jeho stendm bolo mozné opisat kruznicu. — O tychto
typoch povieme struénejsie, ze si bez opisanych krufnic.

B. Ziadnemu konvexnému mnohostenu daného typu nic je mozné opisat
gulovi plochu. — O tychto typoch konvexnych mnohostenov povieme struc-
nejsie, ze st bez opisanej gulovej plochy.

V | 1] st uvedend konstrukeie pre celé série typov Schlegelovveh obrazeov
s vlastnostou A. a konvexnych mnohostenov s vlastnostami A. 1 B. V nasich
poznamkach sa zaoberdme otdzkou najmensieho poctu stien Schlegelovho
obrazca bez opisanych kruznic a konvexného mnohostena bez opisanej gulovej
plochy.

Veta 1. O minimdlnom pocte sy stien typu Schlegelovho obrazca hez opisanijch
kruZnic plati so = 7.

Veta 2. O minimdlnom pocte sy stien typu konvexného mnohostena bez opisane)
gulove] plochy plati sy = 7.

Nahradme vrchol 43z Schlegelovho obrazea prislusného k stvorstenu KL A3
konfigurdaciou na obr. 1, v ktorej vrcholy A;, B; st treticho stupna. ¢ = 1. 2.3,
Dostaneme Schlegelov obrazec G4 so stenami KLM, NLAByAs, LoAaDB3400,
AsB1OBs, OB1A3Bs, AsBs A1 MK, A1B30B:2, o ktorom dokazeme. 7e je bez opi-
sanych kruznic. Pokial ide o podstavni stenu, sa ticto tri moznosti: podstavou
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je a) trojuholnik KM L, b) jeden zo Stvoruholnikov, napr. OBs3A.B), ¢) jeden
z pituholnikov, napr. KLA2B143.

a) Obr. 2. V tomto pripade je (! bez opisanych kruznic na zdklade nasle-
dujiceho tvrdenia Grinbauma [1]: Ak Schlegelov obrazec obsahuje kon-
figuraciu na obr. 1, pricom vrcholy treticho stupna O, 4y, B;, i =1, 2, 3
neineiduja s podstavou, potom je bez opisanych kruznie.

b) Pouzijeme tato Miquelovu vetu (pozri Coolidge [3]): Ak Styri kruznice
kv, ko, kg, kg s umiestnené v rovine tak, ze kruznica k; s kruznicou k; g,

]

1,23, a tiez kruznice k1 a ks sa pretinaju, pricom existuje kruznica
obsahujaca vzdy jeden priese¢nik kazdej z tychto dvojic kruznic, potom
zvysné prieseéniky danyceh dvojic kruznic lezia na kruznici alebo priamke.
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Obr. 3. Obr. 4. Obr. 5.

Pozriobr. 3. Nech existuji kruznice opisané stendm BiAo LK As, Aoy d M L,
B30y, B.OBAg, Bid2B30. Podla Miquelovej vety existuje potom kruz-
nica, prechadzajica bodmi Bodgldy. {Vzhladom na konstrukeiu Schlegelovho
obrazea nelezia ticto body na priamke.) Tato bodmi M, K neprechidza,
leho v oopac¢nom pripade by splynuli vietky kruznice opisané stenam dancého
Nchlegclovho obrazea, — ¢o nie je mozné. -- Teda (/' v tomto pripade je
bez opisanych kruznie.



ABC, ABE,
CAE, BCD,

CDE, BDE

ABFEC,
CFDE,

FDB, BDE,

ABE, ACE

ABEKPF,
BCDHE,
ABC,
Al'DC,
FDHK,
HKE

ACEd,
AUGBE,
BGID,
crneg,
AEC, BDE

ABKFC.
ABE,
BEDK.
DKF,
FDEC,
ECA
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Tabulka 1

A[0: —1;0], B[-1:0:0]
C[15 05 0], D[0;1:1],
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¢) Pozri obr. 4. Usudok je analogicky k tisudku ad b). Tym mame dokézané,
7e (/1 je bez opisanych kruznic.

B. Griinbaum ukazal, ze ku G' prislichajici konvexny mmnohosten €/}
je tiez bez opisanych kruznic. To ale znamena, 7e G} je bez opisancj gulovej
plochy. 7 druhej strany daja sa zostrojit kouvcxne mnohosteny vsetkych
tvpov zo 4, 5, 6 stenami také, ze je mozné im opisat gulova plochu. — Pomocou
stereografickej projekeie je potom mozné k tymto konvexnym mnohostenom
zostrojit také Schlegelove obrazce, ze vietkym ich stendm je mozné opi-
sat kruznice. 'V tabulke 1 st tieto konvexné mnohosteny zostrojené.
V' prvom stipei st oznagené steny, v druhom stradnice vrcholov prislusnych
konvexnych mnohostenov. Celkom trividlne sa tieto konstrukeie pre mnoho-
steny typov ihlana a hranola; neuvadzame ich.

Tym st vety 1 a 2 dokazané.

Dosledok. O minimdalnom polte s, stien autokonjugovaného Schlegelovho
obrazea bez opisanyjch kruinic a autokonjugovaného konvexného mmnohostena
bez optsanej qulovej plochy plati sg -

Nahradenie vrehola As konfiguraciou na obr. 1 je mozné vykonat aj postup-
nym nickolkondsobnym stiepenim stien daného Stvorstena. Ak k tymto
Sticpeniam  stien vykoname konjugované Stiepenia vrcholov, dostaneme
autokonjugovany Schlegelov obrazec (2 na obr.5 (O uvedenej konstrukeii
autokonjugovanych mnohostenov pozri [2].) G2 je bez opisanych kruznic,
lecho v opaénom pripade by ani (71 nebol bez opisanych kruznic. — Ku G2 pri-
slichajici konvexny mnohosten G§ je bez opisanej gulovej plochy, lebo z exis-

tencie takej gulovej plochy by vyplynula existencia gulovej plochy opisancj
lmn\r'o\'nému mnohostenu G§, a dalej spor s Griinbaumovym tvrdenim, Ze¢
| je bez opisanych kruznie.

\ ynaraja sa problémy: Ak ¢ je typ Schlegelovho obrazoa resp. konvexného
mnohostena, potom rézne Schlegelove obrazce, resp. konvexné mnohosteny
typu ( maji rézne pocty stien, ktorym nie je mozné opisaﬁ kruznicu; oznac¢me
f(¢)) najmensi poéet takych stien. Comu sa rovna f(n) = max f((), ak ¢ pre-
bicha vSetky Schlegelove obrazce, resp. konvexné mnohosteny s n a) stenami,
b) vrcholmi?
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ON NON-INSCRIBABLE POLYHEDRA

Ernest Jucovi¢

Summary

12

The smallest number of faces of a convex polyhedron in £3 which a) has no realization

with circumeireles, b) is of a non-inscribable type, is 7.
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