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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S 
R O Č N Í K V I I I Č Í S L O ! 

POZNÁMKA O S E M I H O M O M O R F I S M E C H 
A L T E R N A T I V N Í C H O K R U H U 

VÁCLAV H A V E L , Brno 

L. K. Hua dokázal, že pro asociativní okruhy je pojem semihomomorfismu 
rovnocenný s pojmem homomorfismu přímého anebo nepřímého ([2], věta 1). 
L. A. Skornjakov ukázal na příkladě, že předchozí ekvivalenci nelze přenést 
na okruhy alternativní (viz [5]). Úkolem této poznámky je najít nutnou 
a postačující podmínku pro to, aby zmíněnou ekvivalenci bylo možno přenést 
i pro okruhy alternativní. Takováto nutná a postačující podmínka má též 
geometrický smysl: Staudtova projektivita 1 moufangovské přímky o cha
rakteristice =j= 2 2 se samodružným bodem mr ovým, jednotkovým a nevlastním 
je totiž rovnocenná se semiautomorfismem souřadnicového alternativního 
tělesa (viz [1], tvrzení 3 a 4). A tedy zmíněná nutná a postačující podmínka 
bude též charakterisovat případ, kdy popsanou Staudtovu projektivitu lze 
vystihnout přímým anebo nepřímým automorfismem alternativního tělesa. 
Autor děkuje srdečně docentu Dr. Jakabíkovi za jeho cenné připomínky. 

Alternativní okruh je množina s binárním sečítáním a násobením, jejíž 
všecky prvky tvoří abelovskou grupu vůči sečítání, při čemž dále platí oba 
distributivní zákony pro násobení nad sečí báním a identické rovnice x2y = 
•— x(xy), xy2 = (xy)y. Alternativní okruh lazývá se alternativním tělesem, 
když existuje aspoň jeden nenulový prvek a když ke každému nenulovému 
prvku a a ke každému prvku b existují jednoznačně určené prvky x, y, pro něž 
(ix = b = ya. Je-li a zobrazení alternativního okruhu A do alternativního 
okruhu B bez dělitelů nuly, pak zkoumejme tyto podmínky: 

(.r -f- y)° = x° -f- ?/\ (xx)° = x°x°, (xyx)° = x0y°xo 3 pro všechna x, y € A; (1) 

(x -\- y)° = x° + y°, (xy)° = x°y° pro všechna x, y € A; (2a) 

(x + y)° — x° A~ y°, (xy)° — y°x° pro všechna x, y € A; (21)) 

x°(ya(xy)0) = (x°ya)(xy)° pro všechna x, y € A. (3) 

1 T. j . oboustranné zobrazení, reprodukující haimonicke ctvcriuy bodů. 
'2 T. j . přímky, ležící v nektere rovino, v níž platí obecná malá veta Desai^iHísova. 
a v níž všecky úplné ctyfrohy mají nokolineární diagonální vrcholy. 

:? V altí^rnativním okruhu platí identita x (yx) -= (xy) x; viz [4], formulc (7) na str. 158. 



Tvrzení. Podmínka (l) je rovnocenná s (2a) anebo s (2b), právě když platí (3). 

D ů k a z . I. Nechť platí (1) a (3). Navážeme na postup, který použil pro 
asociativní okruhy L. K. Hua v práci [2] při důkazu věty 1. Platí identita 
(ab) c + (cb) a = a(bc) + c(ba) = (a + c) b(a + c) — aba — cbc.z Tedy podle 
(1) jest 

((ab) c + (cb) a)° = (aab°) c° + (caba) a°. (4) 

Dále platí vtttb = ((ab)° — a0ba)((ab)° — b°a°) = (ab)°(ab)a ^- aa(bab°) aa — 
— ((aab°)(ab)a + (ab)a(búaa))* Podle (4), kde c = ab, podle (3) a dále podle (1) 
jest va^b = ((ab)2 + ab2a — (ab)(ab) — (ab)(ba))(\ a tedy podle poznámky 4 pod 
čarou jest v a i b = 0. Poněvadž v B nejsou žádní dělitelé nuly, jest 

pro každé a, b € A buďto (ab)° = a°b° anebo (ab)° = baa°. (5) 

Nechť nyní existují takové prvky c ť i G i , pro něž (cd)a = c°da + d°ca. Pak 
pro každé x £ A platí (xd)° = x(,d°. 

[Kdyby tomu totiž tak nebylo, pak by z (o) plynulo pro jisté x € A (xd)° -— 
-= d°#° 4= jř°d°, takže dle (5) a dle c°d° + d°c° bylo by c°Ja + d°x° = (cd)a + 
+ (xd)a, což by se dále rovnalo buďto výrazu (c° + xa) da anebo výrazu 
d°(c° + xa). První výsledek odporuje pak nerovnosti dnxa + .r°ri°. druhý 
výsledek předpokladu c°d° + d°c0.] 

Obdobně dokáže se platnost rovnice (cx)° = c0a;0 pro každé x € A.. 
Nechť nyní existuje v A dvojice prvků, splňujících rovnici (xy)° = xay° 

i dvojice prvků tuto rovnici nesplňujících; poslední dva prvky označme č, d. 
Jest (cd)° -= d°c~a 4= c0(1°. Obdobně jako v předchozím vyplývá platnost rovnic 
(xd)° = d°x°. (cx)° = x°ca pro každé x 6 A. 

Pak Va,h-Ci-a = a°ba + aaď + č°6° + ďca = ((a + c)(b + d))°. Dále jest buďto 
í W , * = (a° + č°)(b° + d°) anebo V,,,^)7/ = (ba + #>) (a° + ca). 

Obojí vede ke sporu. Tedy z (1), (3) plyne buďto (2a) anebo (2b). 
Nechť platí (1), nikoliv však (3). Pak existují prvky a, b € A tak, že 

(a°b°) (ab)° + a°(ba(ab)0), a tedy též vtt}b #= 0. Poněvadž v B není dělitelů nuly, 
jest a°6° 4= (a6)° 4= b°a°. Tedy neplatí ani (2a), ani (2b). 

I I . Provedeme ještě jiný důkaz předloženého tvrzení, avšak pouze pro 
alternativní tělesa A, Ba, pro oboustranné zobrazení a. Budeme apli
kovat postup, který užil G. Pickert v knize [4] při důkazu věty 22 na 
str. 121. 

Nejprve poukažme na to, že pro prvky a, b, c(c + 0) z alternativního tělesa 

4 V alternativním okruhu platí identita (xy)(yx) = xy2x; viz [4], formule (18) a (20) 
na str. 160. — Platí-li pro prvky x, y, z alternativního okruhu rovnice (xy) z = x(yz). 
pak tyto prvky vytvořují asociativní podokruh; viz [4], veta 5 na str. 161. Tedy z rov
nice a°(bo(ab)°) = (a°b°)(ab)o plyne též rovnice ((ab)°b<>) aa = (ab)°(b°a0). 



plyne z rovnice (ob) c = a(bc) též rovnice (16) c~l = : a(b<rT).5 Pro každé ne
nulové / 6 J platí rovnice 

(x-1)0 =: (a;0)-1. (6) 

[Neboť z rovnice (x + s/)° = x° + H° plyne pro # == y = 0 též 0° = 0. Dále 
z rovnice (:r;r)0 = xaxa plyne pro x = 1 rovni se 1° = 1°1°, a tedy buďto 1° = 0 
anebo 1° = 1. Protože zobrazení a je oboustranné, jest 1° = 1 a dále též 
.r° 4= 0 pro každé nenulové x € A. V rovnici (xyx)° = x°y°xa položme x 4= 0. 
// --__ #--; dostaneme .T° = ^(.r"1)0^0 , a tedy též (a:"1)0 = (a:0)-1, jak bylo do
kázat.] 

V rovnici xax° = (xx)° nahraďme x výrazem x + y\ po krátkém výpočtu 
odvodíme rovnici 

(xy)a -)- (yx)° = xay° + y°xa pro každé x, y € A. (7) 

Podle rovnic (xyx)° = xnyax". (6), (xy)*1 = y~lx"1 * jest pro nenulová 
x, y 6 _4 (?/.x)° = (x(y(xy)-1y)x)a = xa(ya((xy)aY{ya) x° = (xaya)((xy)°)~1(yaxa).7 

Tedy podle (7) jest xay° + y°xa = (xy)° + (xay°)((xy)a)~1)(yaxa), a tudíž 
((xy)a — xay°) ((xy)°)-^((xy)a — y°x°) =- 0. Odtud vychází jako výsledek, že 
pro všecka nenulová x, y € A jest vždy buďto (xy)° = £0?/0, anebo (xy)a — 

- Hr\ť°. Další postup shoduje se již s postupem v části I. Vychází opět, že platí 
buďto identita (xy)° = x°ya anebo identita (xy)a = yax°. 

Nechť nyní platí (1) a neplatí (3). Tedy existují prvky a, b € A tak, že 
a°(b°(ab)a) =\= (a°b°)(ab)a, a tedy též podle poznámky 5 pod čarou platí, polo
ží me-li d — ((rt6)°)_1. nerovnost 

a°(6°d) =\= (aabil)d. (S) 

Z (8) plyne dále (a°(bad)) (baa°) == ((aaba) d) (b°a°) = f. Dále platí c 
:= aa(badba)a° = ((a°(bad)ba) aa = (a°(bad))(baa°),8 takže 

' ~+ /• (9) 

Pro libovolné nenulové prvky x, y € A plyne z rovnice (7) postupem obdob
ným k postupu za rovnicí (7): 

x°y° _j_ yOxo ____ (x^)o _|_ ^°(yO((a;2/)«)-l y") X°. (10) 

5 Plat í- l i v a l t e rna t ivním tělese pro p r v k y a, 6, c rovnice (a6) c = a(6c), p a k prvky a> 
b. c vy tváře j í asoc ia t ivní pod te leso. (Viz [ 3 | , ods t . 4 n a str . 428.) 

6 Viz [3], formule (8a) n a str. 418. 
7 Zde u p l a t n í m e rovnost a;(6c--6) a = (a6c--)(6<»), k t e rá vyplývá z relací (ab) c = a(bc), 

c 4= 0; platí-li totiž v a l t e rna t ivním tě lesu (a6) c = a(6c), p a k p rvky a, 6, c vytváře j í 
asociativní podte leso . Viz [3"|, odst. 4 n a str. 428 Po ložíme a = x°, b = g« , c = (xy)°. 

8 Užili j sme identit x(yzy) = (x(yz)) y, resp. ((xy) z) x = (x'g)(z.T); viz [4], f o r m u l e 
(18) - (20) n a str. 160. 



Z (9) a (10) plyne konečně 0 = -a°b° - bfíaa + (ab)° + t + —a°ba - baaa + 
+ (ab)° + f = (((ab)° — a°b°) d)((abY — bfía°), a tedy (ab)° + afíb°, (ab)° =# b°a(\ 
Dostáváme hledaný spor. Tvrzení je dokázáno, avšak nyní pouze pro alter
nativní tělesa a pro oboustranné zobrazení a. 
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Došlo 6. 12. 1956. 
Katedra matematiky a deskriptivní geometrie fakultj 
inženýrského stavitelství při Vysokém, učení technické tu 

v Brně 

З А М Е Т К А О П О Л У Г О М О М О Р Ф И З М А Х 
А Л ТЕ Р Н А Т И В II Ы X КОЛ Е Ц 

влцллв глв к л 

Выводы 

В этой заметке исследуется необходимое и достаточное1 условие для равносильное! и 
нолуголюморфи.ша с прямым или непрямым гомоморфизмом между двумя алтернатии-
пыми кольцами. Этим условием является выполнение тождества а°( Ъ°(аЪ)°) = (а°Ъа)(аЪ)п 

для всех а, Ъ из отображаелюго алтерпативного кольца, где о исследованное отобра
жение. Для доказательства применяется метод /I. К*. Хуа и Г. Никерта. 

E I N E B E M E R K U N G 
Ü B E R D I E S E M I - H O M O M O R P H I S M E N 

D E R A L T E R N A T I V R I N G E 

VACLAV H A V E L 

Zusani m e n f a s s n I I g 

In der Bemerkimg handelt es sieh um eine notwendige und hinreichende Bedingung 
für die Gleichwertigkeit der Semi-Homomorphismen mit direkten oder indirekten Homo
morphismen zwischen nullteilerfreien Aiternativringen. Die erwähnte Bedingung ist div 
Identität a°(b0(ab)°) = (aaba)(ab)a (für alle a, b aus dem abgebildeten Alteniativring), 
wobei o die untersuchte Abbildung ist. Zum Beweis verwendet man die Methoden von 
L. K. Hua und G. Pickert. 
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