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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K A L N Y 
R O Č N Í K V 

Č A S O P I S 
Č Í S L O 2 

O N I E K T O R Ý C H VLA S T N O S T I A C H R I E Š E N l 
L I N E Á R N E J D I F E R E N C I Á L N E J R O V N I C E 

H O M O G É N N E J T R E T I E H O R Á D U 

M I C H A L G R E O U Š , B r a t i s l a v a 

V tejto práci sa zaoberám niektorými špeciálnymi vlastnosťami riešení li-
neárnej diferenciálnej rovnice tretieho rádu: 

y" -f 2A(x)y -f [A'(x) + b(x)]y = 0 (a) 

za určitých špeciálnych predpokladov o koeficientoch A(x), b(x). 
Práca je rozdělená na dve časti: 
V prvej časti na základe výsledkov G. S a n s o n e h o [1] a M. Šve ca [2] úka

zem, že existujú tri množiny integrálov diferenciálnej rovnice (a), ktoré vy
hovuj á určitým diferenciálnym rovniciam druhého rádu. Prvá obsahuje všetky 
integrály diferenciálnej rovnice (a), ktoré v čísle a 6 ( - o o , x)) spíňajú podmien-
ku: y(a) = 0. Druhá množina obsahuje všetky integrály diferenciálnej rov
nice (a), ktoré v čísle a€(— -JO. X ) spíňajú podmienku: y'(a) — 0 a tretia mno
žina sú integrály diferenciálnej rovnice (a), ktoré spíňajú v čísle a€ (— », r ) 
podmienku: y"(a) = 0. 

Každá z množin sa dá písaí v tvare y = c ^ -f- c2ý2, kde /;-,, ý2 sú integrály 
v prvom případe: 

yAah yAah yAa) 
íi = y[(ah yí(ah y'Áa>)., //2 

: yAxh yAxh yAx) 
v druhom případe: 

yAah yAa)- lh(a) 
fn = \ y[(ah y'Aa)> yrAa)., //•> 

'• yAx). y2(x): !h(x) 

x treťoni případe: 
yAah VAa)' yAa) 

Fh - ; yi(ah yl(ah yl(a) , <72 

y,(x). y2(x). yAx) 

přitom yv y2, y% je fundamentálny systém diferenciálnej rovnice (a). 
V druhéj časti pomocou disperzi! riešim určitý krajový problém tretieho 

rádu, kde podmienky sú predpísané v troch bodoch. 

yAa), yAa), yAa) 
yl(a), y'í(a), yl(a) 
yAx), yAx)> yAx) 

y[(ah y'Aa)> y'Aa) 
y'í(ah y'í(ah y'í(a) 
yAx), y2(x), yAx) 

y[(a)9 y'Aa)> y'Aa) 
y'l(a), y:(a), yl(a) 
yAxh yAxh yAx) 
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I. 

U v a ž u j m e diferenciálnu rovnicu (a). O koericientoch A(x), b(x) předpoklá
dáj m e : 

1. N e c h A(x) ^> 0, b(x) >= 0, A'(x) sú spoj i té funkcie p r e xč( — y., x ) . Nech 
b(x) n ie je r o v n é nule v ž i a d n o m čias tocnom interva le z i n t e r v a l u ( — * , x ) . 

2. N e c h ^4(#) je t a k é , že i n t e g r á l y rovnice u" -f- | .4?L = o oscilujú. P l a t í 
tzv. i n t e g r á l n a i d e n t i t a pre i n t e g r á l y y(x) diferenciálně] rovnice (a) : 

yy"— ;yy
2 -r Mř J~ j by1 dx = konat . 

k d e a€(—y, x ) pevné číslo a xč(— x , x ) l'ubo volné. 

Veta 1 : .Ak ^/( '̂) ?6 V libovolný integrál difcrtnciáln/j rov nic t (a), potom spina 
najviac v jednom bode ač( — x , x ) podmienkn. 

y(a) = //(«.) -----: u (vx) 

a nemá nalavo od a ziaden nulový bod. 

Podobné integrál y(x) diferenciálně] rovnice (a) vlastnosti 

y(a) = y"(a) = o (v 2 ) 

T lubovolnom Čísle a € (' — - x , x ) , nemá nalavo od a ziaden nulový bod. 

Prvé t v rden i e nasej ve ty je známe [ i ] . Dókaz d ruhého t v rden i a vyplývá 

p r iamo z in tegrá lně] i d e n t i t } : 
N e c h y(x) je in tegrá l diťereneiá nej rovnice (a) v las tnost i (v 2). P o t o m inte

grá lna i d e n t i t a pre y(x) znie : 

yy" — - y'1 -f Ay'1 -+- I by'1 dx = A(a) . //-(/!/. 

Dajme t o m u , že y(x) m á nafavo od a n u l o v ý hod .)•,. To však z n a m e n á , že 
a 

~ .) y"2(xi) — \oy2i\x = A(a) . y*(ai. 

To však nie je m o ž n é . T ý m je t v r d e n i e dokázané . 
Veta 2 : Integrály diferenciálně] rovnice (a) vlastnosti (v.) alebo (v 2). alebo 

vlastnosti (v 3 ): y(a) = y"(a) = 0, sú závisle. 

D ó k a z : D o k a ž m e n a p ř í k l a d prvé t v r d e n i e . 
N e c h yl9 y2, y3 je f i m d a m e n t á l n v svs tém neseni diferenciálněj rovnice (a), 

t . j . 

( Ví l\ b', 
W = | y[ y'., :y:; :*-- o 

! Ž/i' ^ :V3 í 



p ř e k a ž d é x. U t v o ř m e si funkciu 

y(x) = 
yL(a), y2(a), y3(a) j 
y[(a), y'2(a), y'3(a) j . 
yг(x), yjx), yz(x) i 

J e zřejmé, že y(x) je i n t e g r á l diferenciálnej rovnice (a) v las tnos t i (v x). Uká
žeme, že k a ž d ý i n t e g r á l z(x) diferenciálnej rovnice (a) v l a s t n o s t i (vx) sa d á 
písať v t v a r e z(x) = cy(x). 

Nech z(x) = cLyL + c2y2 + c3y3 je l u b o v o i n ý i n t e g r á l diferenciálnej rovnice 
(a). Volme c., c.,, c.Á t a k , a b y p l a t i l o : 

Ciž/i(«) + c2y2(a) + c3y3(a) = 0, 
cLy[(a) + c2ij'2(a) + c3y'3(a) = 0, 
cLy"L(a) + c2yl(a) + c3y'3'(a) = (i =+ o. 

kde ji Tub o volné číslo, t . j . n e c h : 

P_ 
W(a) 

y2(a), y3(a) | 
y'2(a), y'3(a) | 

L. 
W(a) 

J_ 
W(a) 

УÁa), УÀa) Î 

Áa), У'Áa) І 

c„ = -І 
Уi(a), <J>) l 
y[(a), y2(a) \ 

však d o s a d í m e do z(x) = cxyL + c2y2 + czy3, dos taneme 

y(x). 

z[x) Ived ich 

Podobné b y sine ukázal i v d r u h o m aj v t r e ť o m p ř í p a d e , že k a ž d ý i n t e g r á l 
z(x) v l a s t n o s t i (v2) alebo (v3) sa dá písať v t v a r e : 

y[(a), y'2(a), y'z(a) j 

-(•*•) =--- ^' : Ž/IW. 2/2(«), yl(a) 1> r e s P - *(#) = < 

i Hx(^), í/2(a;), y3(ír) j 

Ak v rovnici (a) je b(x) -- 0, p o t o m rovnica 
y" + 2Ay' +A'y- 0 

Ž/i(ö)5 Ž / » , 2 k И 

ÿj(a) , УІ(a)ђгjl(a) 

yг(x), yjx), y,(x) 

(l> 
je samoadj ungovanou. 

Ak M-(:C) je in tegrá l diferenciálnej rovnice n/ + í ^í(«r)n. = 0, k t o r ý sp íňa po-
éiatocné p o d m i e n k y u(a) = 0, ^ ' (a) + 0, p o t o m y(x) = u2(x) p ř e d s t a v u j e i n t e 
grál diferenciálnej rovnice (1) s d v o j n á s o b n ý m n u l o v ý m b o d o m v a, [1+ 

G. Š a n s o n e [1] dokáza l t iež nás leduj úcu v e t u ( P o r o v n á v a c i a v e t a so s a m o -
a d j u n g o v a n o u ) : N e c h p l a t i a p ř e d p o k l a d y 1., 2. o koeficientoch diferenciálnej 
rovnice (a) a nech (a, b) C ( — 00. 00). N e c h y(x) je i n t e g r á l diferenciálnej rov
nice (a), k t o r ý sp lňa poč ia točné p o d m i e n k y : 

y(a) . y"(a) - y'\a) + A(a) . yҲa) í 0. (-> 
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Nech 
z" + 2A1(x)z + A[(x)z == O (V) 

je samoadjungovaná rovnica, v ktorej A[(x) je spojitá funkcia pre x € (a, b), 
nech ďalej A(x) ^ ^(a?) pře a S x ^ b a nech z(x) je integrál diferenciálnej 
rovnice samoadjungovanej (V), ktorý má dvojnásobné nulové body nasledu-
júce za sebou v číslach oc, />, kde a ^ oc <^ ji ^ b. Potom y(x) má najmenej 
jeden nulový bod v intervale (oc, /j). 

Veta 3 : Kazdy integrál y(x) diferenciálnej rovnice (a), o ktorom platí 

y(a) = 0, (3) 
alebo 

alebo 
y'(a) = 0, (4) 

y"(a) = 0, (5> 

dá sa písať v tvare: y(x) = c1ý1 -j- c2ý2, lede yx(x), y2(x) sú v případe (3): 

v případe (4): 

v případe (5): 

j Уг(a), У2(a), yz(a) 

= \ У[(a)> У2(
a), Уг(a) 

J УÁX), УÀX)> УÁX) 

| * / » , УÁa)> yz(a) 
= | ž/í(«), Ž/í(«), ž/ífø) 

| Ž/i(ж), 2/a(*)> Уz(x) 

Уi(a), У2(a), yz(a) 
УÏ(a), У2(a),У (a) 
yг(x), y2(x), yz(x) 

ìiг = 

Уi(a), У2(a), y3(a) 

Уl(a), УІ(a),УІ(a) 

Уi(x)> У*(x)> y3(x) 

У[(a), У2(a), y'3(a) 
У"i(a), yl(a), yl(a) 
yг(x), y2(x), y3(x) 

У[(a), У2(a), УÍ(a) . 

У"i(a), Уl(a), yl(a) 

УÁX)> УÁX)> УÁX) 

D o k a ž : Dokažme prvé tvrdenie. 
Nech y(x) je lubovolný integrál diferenciálnej rovnice (a), o ktorom platí 

y(a) = 0, y'(a) = oc, y"(a) = /?, kde <x,f} sú pevné čísla, t . j . uvažujme případ (3). 
Ukážeme, že v tvare y = c1y1 + c2ý2 možno c± a c2 volit tak, aby pociatocné 
podmienky boli splněné. 

Prvá podmienka y(a) = 0 je splněná identicky pre každé cv c2, pretože 
Ši(a) = Ma) = °-

y'(a) - c2y'2(a) = *. Z toho vyplývá, že c2 

wronskian fundamentálneho systému. 
-W(a) 

, pretože íj'2(a) je 

ß 
teda 

i"(a) -• ci)'í(a) = fi. Z toho vyplývá, že cx = =JJ-T- , pretože y[(a) = W(a), 
W (a) 

y(x) = ß 
Ўi(x) Ў2(X)-W(a) ; ' 1 V ~ ; W(a) 

Podobným spósobom by sme dokázali tvrdenie (4) a (5). 
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Veta \\ Kazdy integrál diferenciálně] rovnice (a), o ktorom platí (3), (4), 
alebo (5) z predchádzajúcej vety, vyhovuje určitej diferenciálně] rovnici druhého 
rádu. 

D ó k a z : Opáť dokážeme vetu pre prvý případ. V dalších dvoch prípadoch 
sú dókazy úplné podobné. 

.Podlá vety 3 integrál diferenciálnej rovnice (a) vlastnosti (3) má tvar 

y = cilyi + <V7a> 
y = cďi + c^2, 
y" = ciý'í +c*y'í-

Vy lučme z posledných troch rovnic cl9 c2. Po úpravě dostáváme: 

y(X • £ - ý[yl) + y'(Vi <yl - ý8 • í D = «> • ym* ( 6 ) 

kdeco = | * V ^ | . 
! .?i- £21 

Pretože / / j , i/2 sú riešenia diferenciálnej rovnice (a), je: 

y[ + 2Ay[ + (A' + b)yx = 0, 
y"; + 2Aý'2 + (A' + b) . y2 = 0. 

Násobme prvú rovnicu ý2 a druhů yx a odčítajme od pívej druhů, dostaneme: 

yl • $2 - Mi — 2 A o } = °-
Vieme, že: 

">' = ^i • ý? - */" • /y2? 

">" = ^ 2 + ^1^2 — £i" • #2 — §1 • £2 • 
Teda 

y'úil — $1 •$'* — <»" = ý'i -v* — yi> i/*, 
FÁ • y í - íil • ví = «>" + 2-4r/#. 

Dosaďme posledný vztah a vzťah pre o/ do rovnice (6). Po úpravě dostá
váme: 

ory" - o/y + [o/' + 2A<»] y = 0, (7) 

Tým je veta dokázaná. 
Veta 5 : V případe (3) predcházajúcej vety je <o(a) = o/(a) = 0 a pre x^>a 

je o)(x) + 0. V případe (4) je <o(a) = o)"(a) = 0 a <o(x) nemá nalavo od, a dvoj
násobný nulový bod. V případe (5) je o/(a) = 0. 

D ó k a z : Dokažme postupné všetky tri tvrdenia. 
1. Podlá známej vety (G. Š a n s o n e : Equazioni differenciali I, 96) je <D(X) 

riešením adjungovanej rovnice k rovnici (a), t . j . rovnice 

y"+2Ay' + (A' -b)y = i). (at) 
J e zřejmé, že 

yx{a), ý2(a) = | ?>). yf I = o, „/<«, = 
! 2/í(«)> VÁ°>) ÍӮľ(в), Ӯliџ) 

= 0. 
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Integráína identita pre rovnicu (a_) je: 

.v 

~ y'2 + Ay2 — / b . y2 dx = konšt. УУ 

Pre ÍO(#) je: 

Dajme tomu, že pre .*_ ^> a je <o(a_) = 0. Potom z integrálnej identity vy
plývá: 

l , r 
•— rt> 2 (#_) = / bo)2 dx, 

co je spor. 
2. Je zřejmé, že 

, = i Ua) £(a) I _ f( _ j y y _ _ 
i ,ví(«)» </á(«) | j y"' y* i 

< ( ) . ( ! B ) _ | Í V Í , yí I _ . j y i , y,\ 
H> \U,) _ _ ! , _ „ , _ 

j 1/ir _/2 | | / / l , y 2 | 

Keď do (»"(x) za .r dosadíme číslo a, prvý člen je nula. 
Ukažme, že tiež 

! šAa), yÁa) I _ 0 
i - ' " / \ - / \ • 
I yAa), y-M) \ 

y[ = — 2_4;yJ — (A' + b)?/_. ^ ( a ) = 0, pretože y[(a) = //_(a) = 0. To vsak 
znamená, že prvý stípec v determinante je nulový, teda 

i !/i(a), yAa) \ ___ Q 

I _/_"(a), y'l(a) | 

Integráína identita pre to(x) je: 

ÍГ> . (o" — - Oi'2 + Ao)2 

X 

fb.(»2dx = - T"/2(a). 

Dajme tomu, že pre x = .r_< a je (o(xL) = c/f^) = 0. Z integrálnej identity 
však vyplývá, že 

I b . (o2 dx = — O/2(a), 

čo je spor. 
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3. J e zřejmé, že a'(a-) = o. 

P o z n á m k a l: P r e t o ž e v p ř í p a d e (3) v e t y 4 je <o(x) 4=0 pre x^>a, rovnica 
(7) ])o převedení na s a m o a d j u n g o v a n ý t v a r p r e x ^> a pře jde do t v a r u : 

1 , ] ' \<»"(x) . 2A(x)\ A .. . 

Vela (i: yšetky integrály diferenciálně} rovnice (a) ktoré splňafú podmienku (3) 
alebo (4), alebo (5) vo vete 3, sú oscilátorické pre x ^> a. 

D ó k a z : a) Xech y(x) je in tegrá l diferenciálnej rovnice (a), o k t o r o m platí 
v l a s t n o s t (3) v e t y 3. y(x) t ý m však spíňa v čísle a p o č i a t o č n ú p o d m i e n k u (2) 
porovnávace j ve ty : 

y(a) . y"(a) - -- y'2(a) + A (a) . y2(a) ^ 0. 

P o r o v n á v a j m e rovnieu (a) so s a m o a d j u n g o v a n o u r o v n i c o u : 

z ' - 2Azř - A'z = 0. 

rOxistuje integrál t e j t o rovnice , k t o r ý m á s a m é dvo jnásobné nulové body 
a k t o r ý osciluje v {a. xi), pre tože stačí vziať l i b o v o l n ý in tegrá l rovnice 
u" -\- \Au = o. ktorej i n t e g r á l y oscilujú a z = u2(x) je i n t e g r á l rovnice samo-
ad jungovane j a má s a m é d v o j n á s o b n é nulové body. Medzi k a ž d ý m i d v o m a 
n u l o v ý m i b o d m i r iesenia z = ur(x) leží a s p o ň j e d e n n u l o v ý bod r iešenia y(x) 
diferenciálnej rovnice (a), p ř i t o m y(x) sp íňa v čísle a v l a s t n o s t (3) v e t y 3. 

b) Xech y(x) je integrá l diferenciálnej rovnice (a), v l a s t n o s t i (4) alebo (5) 
vety 3. Potom v obidvoeh p r í p a d o c h sa d á písať v t v a r e y = c ^ + c2v/2. 
Všetky integrály tol i to d r u h u v y h o v u j ú přís lušnéj di ferenciálnej rovnici dru
hého r á d u (7). Preto stačí u k á z a t , že a s p o ň jeden integrál v l a s t n o s t i (4), 
resp. (5) osciluje. 

Xech b > a € (— x . x ). Volme cx a c2 t ak , a b y cYyY(b) + V/2CO — 0. T ý m 

je však sp lněná pociatocná p o d m i e n k a (2) porovnávace j v e t y v čísle b, t e d a 
riešenie podlá p r e d e h á d z a j ú c e h o osciluje. 

Vela 7 : Xech a • b€(—x. x ) . Necit y(x) a z(x) sú dva integrály diferenciál

nej rovnice (a), o ktorých platí: 

y(a) = y(b) = O, z(a) = z(b) = 0, (S) 
alebo 

y'(a) = y(b) = 0, z (a) = z(b) = 0, (9) 

alebo 

y"(a) = y(b) = 0, z"(a) = z(b) = 0. (10) 

Potom y(x) a z(x) sú dva integrály závislé. 
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D ó k a z : Dókaz prvého tvrdenia je známy [1]. 
Našou úlohou bude dokázať druhé a tretie tvrdenie 
Utvořme si integrál 

y'x(a), y/;(a), y's(a) 
y(x) = yx(b), y2(b), yz(b) 

yx(x), y3(x), yz(x) 

x ktorom aspoň jeden z determinantov matice 

/ y'Aa), y'Aa)> y'Aa) \ 
\ yAb), yAb), yAb) I 

je rózny od nuly. 
Dajme tomu, že to neplatí. Potom však je: 

y'Aa)yAb) ~ yAb). yAa) = °* 
y'Aa)yAb) - yAb). yAa) = (), 
y'Aa). yAb) - y'Aa) - yAb) = o, 

t, j . y'3(a) = kxy[(a), y^(a) = k3 . #;(«), 
yAb) = kxyx(b), y.Á(b) = k3yx(b). 

Pocítajme wronskian fundamentálneho systému v čísle a. 

W(a) = 
УAa), УÅa), УЛa) 
У'Aa), KУ'Aa), KyAa) 
УІ(a), УШ УІ(a) 

Volme přitom yx tak, aby y[(a) = 0. Potom však W(a) = <>, čo je spor. 
Je zřejmé, že platí y(a) = y(b) = 0, t. j . v čísle a a h je splněná pod-

mienka (8). 
Ukážeme, že každý integrál z(x) diferenciálněj rovnice (a), o ktorom platí 

z (a) = z(b) = 0, dá sa písať v tvare z(x) = cy(x). 
Podlá predchádzajúcej vety 

y'Aa), y'Aa), y'Aa) 1 
y(x) = yx(b), y3(b), yAb) 

yAx), yAx)> yAx) \ 

má aj dalšie nulové body. Nech teda y(c) = O a z(c) = [i -*= n, kde c£ (6, x ) 
a /? pevné číslo. 2(0;) je integrál tvaru 

2 = ci2/i = c3;y3 -i- c,:y,, 

kde c l ? c.,, c3 třeba voliť tak, aby 

ciy'Aa) + cďAa) i- c3ž/í(a) = O. 
Ci^(6) +c 2 Ž/ 2(6) + c ^ , ( 6 ) - 0 
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Vypoéítajme cl9 c2, c3 z posledných dvoch rovnic, přitom pre jednoduchosf 
predpokladajme, že 

y'Aa)> y'Aa) 
2/1(6), yt{b) 

ф O . 

c, = 

\ iґiifl), УÍ(a) 
c31 УÅb), УĄЪ) 

, íУÍ(a), Ž/Í(«) ; 
í Уi(b), y2(b) 1 

c, = 

I Í(в), yí(a) 
Cҙ I ÿ.(6), У,(&) 

| Уí(в), #(<*) ! 

I Уг(6), УÅb) ì 

c.t = c.t 

Dosaďme takto vypočítané cí, c3, c3 do rovnice 

s(c) = ciŽ/i(c) + c,yí(c) + c,y,(c) = jí 4= 0. 

Po úpravě máme: 

i #(«), ťM) r \ u (r\ I У'Áa)> У'^ӣ) j - u ir\ \ У'l(a)> У'з{a) 

Л\"Á)-\УÁЬ),У3(Ь)\ î ( Ф УÁb) ,У,(b) 
УÁc) 

Уi(b), У,Ф) 

-- ß I У[(a), У'Áa) í 
I УÅb), УÁb) I 

Aby ro\ nosť bola splněná, musí byť /? == 0, pretože na 1'avej straně v zátvorke 
je y(c), éo je ])odl'a předpokladu rovné nule. To však je spor s predpokladom, 
že (} 4= 0. 

Podobné by smě dokázali aj tretie tvrdenie nasej vety. 
Veta tt: Nulové body integrálov diferenciálně) rovnice (a), o ktorých platí (3) 

vety o, odděluj ú sa v intervale (a, 00). Ak y(x) je integrál rovnice (a), o ktorom 
platí (3) vety ?> a ak x1 je prvý nulový bod integrálu yx(x) po a, potom 
medzi a a x± leží právě jeden nulový bod integrálu y(x). 

D ó k a z : Prvé tvrdenie je zřejmé, pretože sa jedná o integrály rovnice dru
hého rádu. Stačí dokázat, že v (a, x±) leží aspoň jeden nulový bod integrálu 
y(x) a pretože nulové body ý±(x) a y(x) sa oddelujú, tak t a m leží právě jeden. 
Dajme tomu, že to nie je pravda . Potom platí: 

m ЇÍУ - ӮxУ' 
У2 

Integrujme tuto rovnost v intervale (a, xx) a dostaneme: 

íp). _ j i m M&. = lim fMj=_M dx. 
y(X±) x->a+ y(x) x^a+J y1 

X 

Je zřejmé, že lává strana je rovná nule. Nevlastný integrál na právej straně 
existuje, pretože funkcia pod integrálom je spojitá v (a, xx). 
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V bode a má konečnú limiu, pretože: 

.. \ҺУ —Уг У , . m \ҺУ - ÌҺУ ,. ÌҺУ + ÌҺУ — УiУ — \ҺУ lnn ^ = um — , = lim -,-—-- —„ 
•+«+ У- *->*+ 2УУ .'•-«+ -// + '2УУ 

- cЖ2 (', 

2W2 2 ' 

Pretože ý[y — yxy je riešením rovnice (ax) a má v a dvojnásobný nulový bod, 
nemá napravo od a nulové body, a preto nevlastný integrál na právej straně 
od nuly je rózny, čo je spor, pretože na 1'avej straně je nula. 

I I . 

G. Š a n s o n e [I] dokázal tá to tzv. oscilacím vetu (prvá osci lačná veta): 
Nech A(x) je spojitá spolu s A'(x) v intervale (a, b). Nech A(x) > 0 pre x € (a, b) 
a b(x, X) 2> 0 pre a < x < b a / _̂ X0. Potom každý integrál y(x. X) rovnice 

y" + 2XAy + (XA' + b) y= 0, 

ktorý spina ])očiatočné podmienky: 

y(a, X) . y"(a, X) - — y'2(a, X) + A(a) . if(a, X) -;: o, 

nadobúda v (a, b) nulové body, ktorých počet rastie do nekonečna s rastúcim /. 
do nekonečna, medzitým čo vzdialenosť medzi dvoma nulovými bodmi kon-
verguje k nule. 

P o z n á m k a 2: Veta platí aj pre diferenciáhiu rovnicu (a) pre rubovolný 
interval (a, b) C ( — co, co), kde A = A(x, X) je spojitá spolu so svojou derivá-
ciou A'(x, X) pre #€ ( — <x, oo) a Xč(Av A2) za předpokladu, že je A(x, X) +• o 
pre x € (— x, co) a X € (Al9 A2) a lim A(x, X) = -p co, přitom pre XX<1 /.> € (zJ1; J.>) 

; . - > i , 

je A(x,h)<C A(x, X2). 

\ e*a 9 : (Krajový problém III. rádu.) Majnie diferenciáhiu rovnicu 

y" + 2A(x, X)y' + [A'(x, X) + b(jt\ X)]y = o (a) 

kde A(x, X) +> 0, Ař(x, X), b(x, X) sú spojité funkcie premennej xč( — x , x ) 
a X^(A1,A9). Nech dalej A(x, Xj) <^ A(x, /.>) pre Xx<^ / 2 € (Av A9) a nech litn 

; . - > i . 

A(x, X) = +• x pre každé x€ ( — co, x) a 6(.r, /) > 0 pre xč ( — x, x) a / € (J1? A2) 
a nech b(x, X) nie je rovné nule v ziadnom ciastocnom intervale v ( — x , x). Nech 
dalej a<C b <+ c€ ( — co, oc). Potom existuje nekonečné mnoho hodnot parametra 
X : Xn, Aw:i, . . ., /„ ^, . . ., konverguj úcicli k A2, ku ktorým patří postupnost 
junkcií: 

yn> qJn [ I ? • • • J ÍJn ;-/>> • • • 

?c laM, ze platí y(a, Xn,rp) = y(b, kn+p) = H(c, /.,,.,) = 0 a y(x, X,,p) = ynrp 

má v (b, o) právě n + p nulových bodov. 
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. D o k a ž : Uvažujme in tegrá l y(x, X) di ferenciálnej rovnice (a) t a k ý . že plat í 
y(a,/>) = 0 pre každé Xč(AvA2) . y(x, X) vyhovuje p ř e x^>a diferenciálnej 
rovnici d r u h é h o r á d u : 

1 

<o(xJ) V 
"(x, Я) , 2A(xч Â) 

-f 
(ІҐ Ңx, X) ' (»(x, л) 

У = 0 (b) 

a dá sa pisat v t v a r e y = c1yl + c2y.2, kde //1? //2 sú in tegrá ly diferenciálnej rov
nice (a) ako vo ve te 3, v p ř í p a d e (3). 

Volme c19 c 2 t a k , a b y y(b, X) = 0 p r e k a ž d é X € (Ax, A2). T ý m je však v čísle b 
sp lněná p o d n i i e n k a : 

y(b, X) . y"(b, X) - ~ y\b, X) + A(b, X) . y*(b, X) < o, 

teda podlá prvej osci lačné j v e t y s r a s t ú c i m X ra s t ie počet nulových bodov 
v (b, c) do n e k o n e č n a . 

Iv d o k o n č e n i u d ó k a z u použi jeme disperzie 1 , p o j m u zavedeného v práci [4] 
pre i n t e g r á l y diferenciálnej rovnice I I . r á d u t v a r u [0(x, X)y]' — Q(x, X)y = 0. 

Definícia disperzie p r e i n t e g r á l y diferenciálnej rovnice (b) znie : 
Nech xč(a, ^o) t a k é , že y(x, X) = 0. Dalš í nu lový bod i n t e g r á l u y, nás le

duj úci ])o x, o z n a č m e <px = <px(x, X) a n a z v i m e prvou c e n t r á l n o u disperziou 
prvého d r u h u . Všeobecné v-ty nulovým bod i n t e g r á l u y rovnice (b) o z n a č m e 
^ = <pr(x, ?,) a n a z v i m e r-ta c e n t r á l n o u disperz iou p r v é h o d r u h u . 

Hovnica (b) je t v a r u [@y]' — Qy = 0, t e d a n a základe [4] disperzia <pv(x, ?>) 
je spoj i tou a r a s t ú c o u funkciou x a spoj i tou funkciou ])arametra /.. 

Označme si <p,,(x, ?.) = (p(x, X) . qj(x, ?,) m á prvú der ivác iu podlá x d a n ú vzor-
coni: 

, _ <>)(x, X) (j2(q, A) 

(i)(<p, X) . <f(x, / ) ' 

t. j . vyhovuje diferenciálnej rovnic i p r v é h o r á d u , [4] . o = \ y\ — y1,. 
JNech pre X = ?* je v (b, c) p r á v ě n k o r e ň o v . P o t o m p la t í : 

0>„(M*) <c<:(pnVl(b,X*). 

Fretože počet nulových b o d o v v (b, c) ra s t i e s r a s t ú c i m /., existuje t a k é 
/**€(?*, A2), že 9>„fl(6, X**)<C c- %o spoj i tost i (pn:1(b, ?.) vyp lývá , že exis tuje 

také / , ,€( / .* , X**), kde <p)r]1(b, Xn) = c. Teda p la t í y(a, Xn) = y(b, Xtl) = 

~--//(c, Xn) = 0 a y(x, Xn) = yn m á v (b, c) p rávě n n u l o v ý c h bodov. 
Pre X = Xn je <pn+2(b, Xn) > c. P r e t o ž e počet n u l o v ý c h b o d o v v (b, c) r a s t i e 

s r a s t ú c i m X, exis tu je t a k é X€(Xn, A2), kde (pn+2,(b, X)<^c. Zo spoj i tos t i 
(r,i\Ab,?>) vyp lývá , že exis tuje t a k é Xn,..x 6 (Xn, X), že (fnx2(b, XnV1) = c a 

y(x, Xn]1) ----- ynV1 m á v (b, c) p r á v ě n + 1 n u l o v ý c h bodov . 

1 Pojem disperzie zaviedol O. B o r ů v k a [3] pre integrály diferenciálnej rovnice dru
hého rádu tvaru y" -j- Q(.v)y -- 0. 
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Postupujúc takto by sme našli postupnost hodnot parametra /.: 

"n - ^-n-,-1 J • • • 5 An + p . . . , 

ku ktorej patří postupnost funkcií: 

'!/n> Vn-b-li • • • J Vn+p - • • • 

o žiadaných vlastnostiach. 

P o z n á m k a 3: G. Š a n s o n e riešil podobný krajový problém v troch bo-
doch2, avšak uvažoval diferenciálnu rovnicu tvaru: 

y + A(x)y" + X(B(x)y' + c(x)y) = 0 

a jeho metoda dókazu bola úplné iná. 

Došlo 28. VI. 1954. 
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0 HEKOTOPbIX CBOftCTBAX PEIIIEHMfi JIIIHEÍrHOIO 

O^HOPOZIHOrO niIOOEPEHLÍHAJIBHOrO VPABHEHIIH 
TPETbETO TIOPHAKA 

MHXAjt r P E r y n i 

B 1,1 B o A i»l 

B :noií paooTc .'laiiHMaeMCB noKOTopi.iMii cnenna.iKHBiMn CBOMCTBaMii pěnícími. 
;iHHeiÍHoro TiHJ^epoiiTUia.iinioi o ypaBneiniH rpcTBero nopn/iKa ruma: 

y" + 2A(x)y' + [A'(x) + b(x)]y --. 0. (a) 

B nepiJOH n a č n i noKa.njBaeTCH, m o cymecTByioT rpn MiiO/KecTiia m n e i pa;ioB ypao-
HCHHH (a)T H:Í KOTopwx íiepBoe cocTaBJíHiOT HiiTerpa.iBi y(x) y/ioBJíerBopaiouiTie y(a) ---
-- 0, BTopwM HB.THIOTCH BCC HHTerpajiBi y(x) vjíoBJíeTBopaioiiiiie y'(a) = 0, a TpeTiniM 
HHTerpajii.i y(x) y/iOBJíeTBopHiouiHe y"(a) = 0, a € (—oo, co), l í p u TOM KaíKjioe MHO 
HÍCCTBO iipeTCTHB.meT uce iiiiTcrpa:n»i onpcflojiemioro jrH<fr<í>opoHn,iia-Ti»Horo ypamieiiiiH 
HToporo iiopa;iKa. Cnouiia.Tbiio ne c:ie;iyiOTCH cBOHCTBa iiHTerpa;ion nepBoro MHO 
>KCCTBa. 

2 II teoréma ď oscillazione per le eqnazioni differenziali ordinarie del terzo ordine. 
lineari omogenee a coefficienti costanti, Rend. R. Ist. Lombardo Se. e Let. (2), 62 (1920) 
683—692. 
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В другой части решается помощью дисперсий определенный краевым проблем 
третьего порядка. Доказана следующая теорема: 

Пусть в уравнении (а) Л = А(х, /) > 0, А'(х, /), Ь = Ь(х, ?) являются 
непрерывными функциями от х€(—оо, оо) и Я 6 ( Л 1 , Л 2 ) . Пусть А(х, ?г) <' Л(х, ?2) 
при ?± •< ?2 € (Л1 ? Л2) и пусть Н т А(х, /) = + оо для каждого х € (--оо, со) 

л —* Л2 

и Ъ(х,?) ^ 0 ДЛЯ Х € (— со, оо) и /6 (Лг,А2). Пусть Ь(х, ?) неравное нулю ни в одном час
тичном интервале из (—оо, оо). Пусть а<^Ь<^с €(—оо, оо). Тогда существует бес
конечное множество значений параметра / : ?п, Ая+1, . . . /„+/м • • • , име
ющих предел Л 2, которым соответствуют решения уравнения (а): у„, у„т1, . . . уп+р, • • • 
удовлетворяющие условиям: 

.'/(«, ?п+Р) = У(Ь, ?п+р) = У(«, '-п+р) = ° 

и интеграл у(х, ?,^р) — У,+р имеет в (Ь, с) точно п -\-р нулей. 
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