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Matematicky Easopis 22 (1972), No. 3

UBER EINEN SATZ VON KHINTCHINE
LADISLAV MISIK

A. Khintchine hat im [1], S. 243 folgenden Satz bewiesen:

Eine approximative Ableitung f;p auf dem Intervall J ist dann und nur dann
die Ableitung einer Funktion, wenn eine Ableitung g’ so existiert, daf f,, = g’ ist.

Der Beweis dieses Satzes wird mittels folgender zwei Lemmaten durch-
gefiihrt:

Lemma 1. Wenn f eine nichifallende Funktion ist und wenn die approximative
Ableitung f,,(x) im Punkte x existiert, dann hat die Funktion f im Punkte x
etne Ableitung und es gilt f'(x) = f;p (x).

Lemma 2. Wenn f, (x) = 0 fir alle x aus dem Intervall J gilt, dann ist f eine
nichtfallende Funktion auf J.

Wir bemerken, dal A. Khintchine fur die Werte approximativer Ableitun-
gen nur endliche Werte betrachtet hat, aber sein Resultat ist auch fiir approxi-
mative Ableitungen giiltig, die auch oo und —oo annehmen kénnen ([2]),
wenn f,, und ¢’ in keinem Punkt denselben unendlichen Wert annehmen.

Das Ziel dieses Artikels ist den Zusammenhang dieser Behauptungen mit
einigen sehr einfachen Séatzen iiber Grenzfunktionen der Funktionen von
zwei Variablen zu zeigen.

Es sei H eine offene Halbebene die durch eine Gerade P begrenzt ist. Es sei
x € P, dann sei &, ein nichtleeres System von Teilmengen von H, die den
Punkt z als Haufungspunkt haben. Fir 4 € #, bezeichnen wir mit 4, die
Menge aller Punkte aus 4, die die Entfernung von P kleiner als & haben.
Es sei jetzt ¢ eine reelle Funktion, die auf H definiert ist. Dann definieren wir:

lim supz_g(u, v) = lim inf {sup {g(u, v) : (v, v) € A} : A € F 4}
b0+
und

lim infz_g(u, v) = lim sup {inf {g(u, v) : (v, v) € Ap} : A € F,} .
B0+

Wenn lim supz_g(u, v) = lim inf;_g(%, v) ist, dann werden wir sagen, dal3
der Grenzwert der Funktion g(u, v) im Punkte x beziiglich des Systems %,
existiert und dieser Grenzwert f;_ () = lim supz_g(u, v)(*) ist.

(1) f#, (x) kann auch oo oder — = sein.
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Satz 1. (Die Verallgemeinerung des Satzes von Khinichine) Es seien FD
und F D zwei solche nichtleere Systeme von Teilmengen von H, die den Punkt x
aus P als Haufungspunkt haben. Es set g eine reelle Funktion, die auf H definiert
ist. Dann folgt aus der Existenz von fz o die Existenz von fz o und die Gleich-
heit fz o) = fz.0(x) dann und nur dann, wenn die folgende Bedingung er-
Jalit ist:

es gilt fur alle a:

lim supz e g(%, v) 2 a = lim supz_ o, g(u, v) = a
und (1)

lim infz o g(u, v) £ a = lim inf, 4, g(u, v) £ a.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dall (1) eine notwendige Bedingung ist.
Aus (1) bekommt man lim infy o, g(%, v) < lim inf; ., g(u, v) und lim sup 4 og(%,
v) £ lim sup z_o g(u, v). Daraus folgt leicht, dafl (1) auch eine hinreichende
Bedingung ist.

Jetzt werden wir zeigen wie aus dem Satz 1. Lemma 1. abgeleitet werden
kann. Wir nehmen fiir H die Halbebene {(u,v):v > u}. Wir nehmen fir
das System F#? das System {L; U P}, welches nur von einer Menge gebildet
ist, wobei Ly = {(y, ) : y < 2} und Py = {(z, y) : y > z} ist. Fir # nehmen
wir das System aller Teilmengen von L; U P, die den Punkt (z, z) als Dichtig-
keitspunkt beziiglich L, wie auch beziglich P, haben. Fir die Funktion

. . fw) — f(v)
g(u, v) nehmen wir die Funktion —————— auf der Menge H.
u—v

Jetzt werden wir zeigen, daBl (1) erfullt ist, falls f eine nichtfallende Funktion
f(w) — fv)

U —v

darstellt. Es sei a eine solche Zahl, dafl lim sup z e,

. fw) — flo) - D
> lim sup z,, ——— gilt. Dann existieren zwei positive Zahlen «; und
U — v

. . fu) — f(v) . fw) — flv) |
az, fir welche lim sup; o — < a1 < a2 < lim sup 4, o ———gilt.
u—v U — v

Wir kénnen also eine positive Zahl d; so wahlen, da@ fir jedes ', 0 < ' <

flu) — f(v)
U — v

flu) — fv)

(u,v) € AW} ist. Es sei 0 < b’ = 2h < ;. Dann gilt ————— < a; fir
w— v

< 61, eine Menge A® e FP so existiert, daB a; > sup

h
jedes (u,v) e AZP. Es existiert weiter eine positive Zahl 0 kleiner als —

-
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1 a; 1 1
so, daB — [A@P N {(u, @) :x — n < u < 2}| > max [—,—|und— [4EH A
i as 2 Ul

1
—) fiir jedes 7 € (0,49) gilt.
az

ﬁ{(x,u):x<u<x-{—77}]>max(ﬂ,z

: . J() — f(v)
Aus der Ungleichung a; < lim sup ., ————— geht hervor, da8 entwe-
U — v

der ein Punkt (y,x)e(LyVU P;)s oder ein Punkt (x, y) € (Lz U Pg)s

— f(z)
existiert, fir welchen i(y)Lf(— > as ist.
Yy —x

Wir nehmen zuerst den ersten Fall in Betracht. Dann ist das Intervall

. Sfw) — f(x) ) .
(¥, x) in{w : ———— > a1} enthalten. Es ist leicht zu sehen, daf} {(w,
u—z

x)ry <w<zxjn A £ ist, weil die Ungleichung

A N {(y, z) 1y < u < 2} ap 1 .
> max RS > 0 gilt.

z—Yy az
u) — f(v
Aus {(u,2) 1y <u <<z}N ACH £ ¢ folgt jetzt, daBl sup {M:(u,v)e
U —v

c A(gz;,h)} > ay ist. Das ist aber ein Widerspruch.

Im zweiten Fall ist z <y <z + 6 ]/5 und « — min(x o+ @ (y — ),
ay

2y —x| 2w+ 20 VE <+ 49, also ist das Intervall (y, «) in der Menge

Jw) — flx) R ) )
w:———— >ay) enthalten, weil fiir te(y, «) die Ungleichung

mw—x
a

J&) —flx) _ fly) —fl@) y —= a; 2
= > 02— = @y gilt. Wenn « = 2 +— (y—=x)
ay

t—x = y—x t—ux as

Yy — ay —x 1
ist, dann ist =-——, wenn o = 2y — z ist, dann ist =—. Da
«—x az «a—x 2
[Aen N {(xr,u)x < u < a} a1
= max | —,— | ist, existiert ein Punkt (z, u) e
o —x Qs 2

€ ACP, fir welchen « > u > x ist. Es ist (2, 4) e AZP, weil & < @ + 26]/5 ist.
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Y

f) — f() . .
Darum muB sup{—— : (v, v) € A"} > a; sein, was ein Widerspruch
U — v

ist.

Ahnlich kénnen wir auch den zweiten Teil von (1) beweisen.

Einen anderen Beweis des Lemmas 1. von Khintchine konnen wir mittels
unseres Satzes 1. durch eine Methode geben, die L. E. Snyder in [4] gibt.
In diesem Falle nehmen wir im Satz 1. fir A die Menge {(z, y):y > 0}.
In der zitierten Arbeit hat L. E. Snyder im Beweise des Satzes 3. folgendes

r r
bewiesen: Es sei S, der Winkel [(x, r) i ag — . <x <<z + e >0

und By, eine Teilmenge von (— o0, o), die den Punkt zy als Dichtigkeitspunkt

r r
hat. Dann hat die Menge £, = {(x r):(x,7)E H x— und « + - sind

aus B} den Punkt (a9, 0) als Dichtigkeitspunkt beziiglich der Menge S,,.

Fir F(l) nehmen wir das System {&,,} mit einer einzigen Menge E,, und fir
FP nehmen wir das System {S;} mit einer einzigen Menge S,.(2) Es gilt
folgender

Satz 2. Es ses f: (— o0, c0) — (— 00, o) etne monotone Funktion und @ (u, v) =

_fu+ ©2) — f — (v/2)

. Dann sind die Implikationen in (1) erfillt.

Beweis. Wir werden annehmen, dafl f eine nichtfallende Funktion ist.
Fir eine nichtsteigende Funktion ist der Beweis éhnlich.

Jetzt nehmen wir an, daB die erste Implikation von (1) nicht gilt. Dann
existiert eine Zahl a so, dafl lim sup 7> @(u,v) = a > lim sup ) D(u, v)
ist. Dann existieren zwei Zahlen a; und az so, daBl 0 < az < a; < 2a> und
lim sup 7® D(u,v) > a; > a2 > lim sup F) D(w,v) gilt. Es sei 7 eine
solche positive Zahl, fiir welche sup {D(u,v): (4, v) € (Ez)r} < as und

1 az\*  [(Ez)w| . . .
l1——|1——) <———— fir jedes 0 <h' <ny gilt. Es sei 0 <h <
2 o |(Sz,)]

(?) L. E. Snyder definiert die Mengen Z, und S, so, daB er in seinen Definitionen

r o . r " on
anstatt von zo — — < x < 2o + — die Ungleichung 20 — — < 2 < 20 + — nimmt.
2 2 2

b4 -

Die Mengen E,, nach unserer und Snyderscher Definition sind dieselben.
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1 ,
< ek Dann existiert ein solcher Punkt (x, 7)€ (Sz)w», d. h. xo — T<z<

r
<x0+gund0<r<h,<p(90,7‘)>a1i5t-

t 7
Es sel x £ x¢. Setzen wir 4 :{(u, y:x 2usw +;_;, r <t 2 h=

’
= r}. Dann gilt fir jedes (u,t)e 4: d(u,t) = D(=, T)h— > a2, weil x 4
1
r : : 14|
<x——und ¢t < by ist. Es gilt weiter ———— =
2 ( Io)hxl

_hf-l’

2

r
Wenn z¢ < z ist, dann gilt fir jedes (u,t)ed = {(u,t): 2 — _o_+;

IIA

D(z, 1)~
X, r)— >
hy

IIA

*

1A
&

<

IIA
IIA
I

a
hy — il r} die folgende Ungleichung D(u, t)
az

t
>ay, weilx +— 2w+ —, u —
9 9

|4] 1 as\?

= |1 ——] > 0. Jetzt bekommen wir in jedem von diesen zwei
|(Szo)n,| 2 a

Fillen, dall A N (Bz,)n, 7~ 0 ist. Es muB also sup {@(u, v) : (4, v) € (Ez)n,} > a2
sein. Das ist aber ein Widerspruch.

Wenn die zweite Implikation von (1) nicht gilt, dann existiert eine solche
Zahl a, daBl lim inf 7> ®(u, v) £ a < lim inf 7O P(u, v) ist. Dann existieren
zwei positive Zahlen a; und az so, dal lim inf F® D (u,v) < az < ar<lim inf
FOD(u, v) und a; < 2a2 gilt. Dann existiert ein § > 0 derart, da |(Ez)al >

<

< x— und ¢ £ kb ist. Es gilt weiter

o | =

4
2

1 2
>(1— E (1 — ?) ) [(Sz.)nl, a1 < inf {D(u, v) : (u, v) € (Bz)n}, | Bz, N {¥o —
1

2azh
— h, )| > = und [Bz, N &0, x0 + k)| > - fiir jedes A, 0 <
a; + az ar + az
< h £, gilt. Wir werden jetzt beweisen, daB as < inf {@(u,v): (u,v) €

€ (Sz)a} ist. Daraus wird folgen, daf lim inf 7> @(u, v) 2 az ist und das ist
ein Widerspruch.
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.(u+§)—f(u_f2_)

Die Funktion @(u,v) = hat die folgende Eigen-

v
schaft: Wenn ®@(ug, vo) < as ist, dann ist D(u, v) £ ay fir jedes (u, v), welches
Vo v Vo v asy
die Ungleichung wo — —+— 2w £ up+ ——— und —vosv = wvoerfirllt
2 2 2 2 a
Vo Vo

Es gilt namlich @(u, v) < P(up, vo) — < a2— = a; fur jedes (u, v), welches
v v

’00+
o — 2

]

V9 v 2 ..
up + ——— und — vy £ v £ v erfiillt.
2 2 a

Es sei @(ug, v0) < a; fur (uo, v0) € (Sz,)s. Dann ist 0 << vy < 6 und D(u, v) <

v
— =S u
9 =

IIA

A

v v
< a1 und deshalb (u, v) € Ez, fiir jedes (u, v) fiir welches wy — EO + " <

v9 v as ] .
S u = w + ;—; und —vp £ v £ v gilt. Wenn wup £ xp ist, dann
p ay

konnen zwei Moglichkeiten bestehen: entweder ist die Lénge des Durch-
t Vo
schnitts der Halbgerade xo — 5 fiir t > 0 mit der Menge {(u, v) : up — ?—f—

v Vo v Qe . 1 as
+—=u=ZLu+———,—wv = v £ v} mindestens —|1 — —| vy oder
p 4 ay

sie ist kleiner.

1 v
Im ersten Fall ist jede Menge T, = {( — — (v — ), v) T U — = +
=

IIA
IN

v @2 : v )
—l—: u,— v X v < vo} fiir vo — — < x < wuo eine Teilmenge von S, —

a

&

R 1 1
2. Darum mufl entweder x -+ E vo ¢ By, oder x 4 S v v ¢ By, sein.
. 1 Vo 1 . .
Weil {z -+ > Lo Tp — > £ x £ ugp=|{wo, up + ;vo> ist und weil xy ein

1
Dichtigkeitspunkt von B,, ist, existiert eine Zahl z e (xo, uo + —vo) N By,.
2

a2
Fiir diese Zahl x mul} x + " vo — v ¢ By, fur jedes v sein, fur welches— vy <
= a; .

1 s . . 1 as
v £—(1+4 —)w gilt. Nehmen wir den Intervall { z — —— vy, 29 ) -
2 ay 2 a
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. a3 1 as
Es ist <x ——wv,x +—v9 — —w ) N By, = . Darum gilt:

2a; 2 ai
laz 1 az
x — ——wp, %0 ) N By, X0 — X — — Vo + — o
2m 2 a 2a,
- = <
1 ay 1 as a1+a2
o —x +——1vo X0 —x +——v

2(11 2&1

Aber es gilt auch

laz Yo lag 1 asz
Xo—ax 4+ ——vo<—t——wvo=—(14—|vo<w <.
2a1 2 2&1 2 ay

Darum mul} auch die Ungleichung

1 as
x— —wo,% ) N By,
2&1

gelten. Das ist aber ein Widerspruch.
Im zweiten Fall gilt folgendes:

2@2 laz
> — xo—x-f-;-vo

ay + a o M

/Sz,, N {(u, V) ug —

und

pl

vo v vo v
Szo O { (1, v) 1 g — 7—}—5 < u =< u + 7~5 NE, =¢.
Daraus folgt jetzt, da3

1, 1 as\?

—vp ——[1— v

(Bl < 2 4 ay 1 1 ?E 2 ¢
(Senl 1 =

g
Yo

Das ist aber ein Widerspruch, weil vy << ¢ ist.

Folgerung. Es set f: (—o0, 00) - (— 00, c0) eine monotone Funktion, die
im Punlkte xo die approximative Ableitunyg besitzt. Dann hat f die Ableitung in X0

und es gilt f'(x0) = f,,(xo).
249



Beweis. Da die Funktion f im Punkte xy die approximative Ableitung
besitzt, muB eine Teilmenge Bz, = (— 00, o0) so existieren, dafl x ihr Dichtig-

x) — f(@o)
keitspunkt ist und lim f(—)—i—
xr — X0
nehmen wir eine Folge {(zn, )}, von Punkten aus E,,, die gegen den

Punkt (29, 0) konvergiert. Dann ist

= fup(@o) fiir > 2 und = € By, gilt. Jetzt

Tn Tn Tn 7n
x7l+——a xﬂ—‘__EBZn:xo_‘§<xn <9:0+—
2 2 2 2
und
Tn Tn r
flen +— “fxn—? Tn +— — wo flen + —|—f(x0)
lim = lim - +
>0 n >0 Tn Tn
Tn - — X0

Daraus folgt, dall @rl) (x) = f;p(xg) ist.

Aus dem Satz 2. geht hervor, dall @F® (xo) existiert und es ist Pr2 (x0) =
= fip(®0). Es sei jetzt {x,}; ; eine Folge von Zahlen, die gegen a9 konvergiert.

Zn) — fla
Wir werden zeigen, daB lim Slem) — flaa) = QF2)(xo) ist.
N> Xp — X0
Zn) — f(x
Zuerst beweisen wir, daBl lim sup M)— < DF® () ist. Nehmen
Nn->0 XLy — X9
J(@n) — f(zo)

wir an, daB lim sup ————— > a > OF® (x) ist. Dann existiert eine

N->0 Ty — X0
Yn) — fl@
Teilfolge {ya}; , der Folge {xy}; , derart, dafBl M > q fur n =

Yn — X
1 (yn) — fl@o)
= 1,2,3, ... ist. Wiahlen wir 0 < 7, < — so,daBl a < f‘/n—f——
n Yn — X0 + Tn
.. . . . 1 On
fuirn =1, 2, 3, ...ist. Wenn y, << ¢ ist, dann setzen wir y, — o T = Un — 5

250



Tn On . . Tn
und xo + N = Uy + ?; wenn xg < ¥/, ist, dann setzen wir y, - ;= +

-

On Tn 4 . 4 4 ..
+? und 29 — — = u, —f. Dann ist x¢ — -)i < Up < o + Tn far

jedes n. Also bekommen wir: lim (u,, 0,) = (%0, 0), (%n, 0n) € Sz, und

N->0

4 On
> a fiir jedes ». Es muf} also lim supr® @(u, v) =

2
0

On
= a sein, was unmoglich ist.
Zn) — flx
Wir zeigen noch die Giltigkeit von lim inf J@n) ——f( o = OFD (o) fiir
N->00 Xp — X0

jede Folge {x,}, , die gegen =z, konvergiert. Wenn fiir eine Folge {y.)r i,
Jyn) — f(@o)

die gegen zo9 konvergiert, die Ungleichung lim —————— = a < @r3(x)
1->00 Yn — X0

gilt, dann ist entweder y, << z¢ oder ¥, > z;. Im ersten Falle wihlen

. Tn Tn . . . .
wir ¢, = 20 — — und z, = %o + ) ; im zweiten Falle wihlen wir y, =

n Tn A
=20+ — und 2z, =29 ——. Dann ist (2, 7,) €Sz fur jedes = und
2

f(xo—i—%n) —f(xo—;—n) ) f(xo-{-%)——f(xo)

lim sup — = lim sup— +
N->00 Tn 2N->00 & Tn
2
Tn
f(@‘t))—f(l“o—?) .
+ < N (@ + PF®(x0)) < PF(w), was unmdglich ist.
T 2
2

Es ist jetzt evident, dal f'(xo) existiert und gleich @r)(x) ist.

Lemma 3. Es sei g etne reelle Funktion auf H = {(x, y) : y > x}, die folgende
Bedingung
(2) min (g(az, b1), g(b1, ¢1)) = glas, ¢1) far alle ar < by < ¢;
erfullt. Es ses Fy = {L; U Py}. Es sei « = g(a, b). Dann existiert in (a, b)
mindestens ein Punkt & so, daf lim inf ;_g(u, v) < « ist.
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. . a+b a+b \\
Beweis. Aus min{g¢|a, . ] ; , b ) < o folgt die Existenz eines

4

—a

b
Punktes (&P, &) derart, daB g(&?, &) < « und &P — &V — gilt .

Wir konnen mit dieser Methode die Existenz einer solchen Folge {(&", &M)}® |

a
von Punkten beweisen, daBl g(£™, &") < « und &M — &V = B gilt.

Es sei £ das Limes lim &". Weil min (g(£, £), g(&, £7)) < g(&, €M) < «

fur alle n gilt, muB fir jedes n eintweder g(&™, &) < « oder g(&, &) < «
gelten. Darum muB lim infz g(u, v) < « sein.

Lemma 4. Es sei g eine reelle Funktion auf H = {(z, y) : y > z}, die die Be-
dingung (2) erfullt. Es sei F 5 = {Ly U Py}. Es sei oo < p und fz (x) = 0 fir alle
z € (a, ). Dann gilt g(a, b) = 0 fiur alle a und b, welche die Ungleichung o <
< a <b < p erfillen.

Beweis. Das Lemma folgt unmittelbar aus dem Lemma 3.

Satz 2. (Die Verallgemeinerung von Lemma 2) Es sei FV das System aller
Teilmengen von Ly U Py, die den Punkt (x, z) als Dichtigkeitspunkt beziiglich L,
wie auch beziiglich Py haben und F 2 sei {L, U Pg}. Es sei g eine reelle Funktion
auf H = {(x, y) : y > x}, die die Bedingungen (1) und (2) erfiillt. Wennhfg:(zn (z)
Jiir jedes x existiert und wenn fg:g)(x) > 0 far alle x ist, dann ist g(z,y) = 0
auf der Menge H.

Beweis. Dieser Satz geht aus dem Satz 1. und dem Lemma 4. hervor.
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