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Mat. Cas. 24, 1974, No. 4, 315—324 

О НЕКОТОРЫХ ИОДГГЛИОККЛХ 31ЕДИЛЛКН0И КВЛЗИ1ТУПНЫ 

ЯН ДМ1ДЛК ^ЛХ Б Ш ^ Л К ) 

Подстановка ц множества ^ называется средней регулярной подста­
новкой квазигруппы ^(.), если существует такая подстановка г/* что 
/ . у .г . (/*у для любых .т, у е ^. Подстановка г/* называется сопря­
ж е т ои подстановке г/. Пусть ^-группа порожденная всеми трансля­
циям! ^,^: ^->^, х -^ а . х: Па: ^ >^, х > г . а квазигрлпны ^(.). 
Грлшы // называется группой ассоциированной с квазигруппой ^(.). 
I* I (стр. 24) доказывается, что все средние регулярные подстановки 
любой квазигруппы ^(.) образуют группу (которую будел1 обозначать Ф), 
аичппзолюрфпую группе Ф* со1 ряженных подстановок ц * для всех <у Ф. 
Такж ^ доказывается, что Ф Я1 ляется подгруппой группы <$. Здесь мы 
покажем свойства группы, ассоциированной с любой медиальной квазп-
I рунпой, при помощи группы средних регулярных подстановок отой 

К" В I ИI ГруПИЫ. 

( пмволол! ^(.) будем обозначать людиальную квазигруппу, т е. квази-
I руииу с тождеством а у . тг хи . уь\ 

Лемма I. Пусть 

М {ВхВ„1:л,цеЯ), X { 7 ? : % : : Л е # } . 

1о()иФ М X. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Тождество их . у~ - иу . хг с помощью трансляций 

мо>1 но переписать в следующем виде 

Вли . 1;и-: Пуи . ^^-, 

опл да 

(!) «,/?> -г и . / . , Ь > , 

В7ПХП*11 П,^:Н, 

Г2) ВгВхВу

1 Л м / г , 

ПЛП1 П. П/,лг^1 , 



следовательно, М а N. Обратно, пусть В 1В{ любой элемент из Лт 

Если XЕ^ любой элемент и если с у . 1^ЛЬ, т. е. ~ Т^^л\, тогда 
из (2) получим 

ВгВхВ}/ = 1^г.х1.,/1^1^ч 1ч, 

откуда ВХВЦ

Х И^Вь, следовательно Л" с: М. Т а к т ! образом Л" I/ 
Из тождества (1) следует, что ВХВ

 л — средняя регулярная подстаногл а. 
следовательно. М а ф. Обратно, пусть г/ е Ф. Тогда ц х .у х . г/: /. 
Пто равенство можно переписать с помощью трансляций в виде В д > 

В0,их, т. е. Вцц /?<гч/, откуда </ - В~лВ9*у, следовательно. 7 Л 
М, итак, фа д/. Таким образом, Ф - М X. 

Следствие 1. Для любых а, Ь, с е ^ существует с1 е ^ /пак, что 

11/В1Е* В'а, 

где д - ^ 1 . 

Действительно, согласно лемме 1, существуют е, /, у, 1ь е ^ так. чго 

Ва Въ^с ВеВ{ Вг ВеВчВи 

и ввиду (2) находим ВеВяВь

Л Ва-

Следствие 2. Пусть с фиксированный элемент из ^. Тогда 

(3) Ф { В Д . 1 : х е ^} {ВГВ; : х е О). 

Символом Оц ((7/,) будем обозначать I одгруппу группы У, порожденную 
всеми правыми (левыми) трансляциями квазигруппы ^(.). 

-Лемма 2. Пусть N-множество всех натуральных чисел и пусть 

Р {В^ . . . В*,п : д ^ 1, п е X, аи . . ., а„ е ^}. 

тогда О к = Р и Ф. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

В = {Д* : а е 0, д - ± 1}, 

т. е. В — базис группы Оц. Инклюзия Р и Ф а Ок является очевидной. 
Если гр (любой элемент из Оп) является произведением п подстанов ж 
базиса В, то число п называется длиной элемента гр. Инклюзию 

(4) ОкаРиФ 

будем доказывать индуктивно, ведя индукцию по длине элементов из (*/,. 
Утверждение (3) очевидно для п = 1, п = 2. Пусть гр из Оц имеет длину 
/г-1- 1, п>2. Тогда выполняется по крайней мере одно пз равенств 



у, ЯЛ',,1, у, /.В а, V В а?., у=В1л?., 

1'де ?. является элементом длины /*, п по индуктивному предположению 
Я е(,'ц о (Р и Ф). Пусть 

у = Л/? в , ?.= К„\ ...Я„]. 

Согласно лемме 1 существуют такие элементы Ъ\, Ь?1 Ъ%, Ъ± е ^. что 

R«lRa = Rbfîb] IV Л lV-lV • 
Cл eдoвaтeлыю, 

)Ma — R(J . . . R)ы RalRc . = IV •••IV-ЛIV 

K • • • я«n ßьЉX -- IV • • • IV2(IVIv,Л 
oткyдa ввпдy (2) пoлyчпм 

)Ma - R((L • • • Iv л\ 
г. е. гр Р и Ф. Аналогично показывается, что у е Р и Ф, если ?/; 

Л/г",,1 пли у) I?,,1/-, или т/> = У?а/. Таким образом, (7д <= У3 и Ф. Лемма 
доказана. 

Лемма 3. Пусть 11 — {У?а : а е: (?]. Тогда, для любой медиальной квази­
группы аыполпястся одно и только одно из рааспста 

В п Ф -= О, В = Ф. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть В Г\ Ф ф 0. Тогда существуют а, 6, с е ф 
гак, что В(1

1ВЬ Вс, откуда У?, = ВаВс, т. е. 1 = ВаВсВь\ Ввиду (2) 
имеем 1 Вр(т.ь

1<п следовательно, ЕсЕь

1а = с — правая единица квази­
группы (?(.). Пусть У?*/?-1 е Ф — любой элемент. В »аплу (3), существует 
/,• е У так, что ВгВ;1 — Уи-Ут,,1 — У4, следовательно В{В

 1 б У?, итак, Ф <= В. 
Обратно, У?(/ — ВаВ,1 е Ф, откуда У? <= ф . Таким образом В — Ф. 

Следствие. Медиальная каазигруппа обладает прааои единицей тогда 
и только тогда, когда В Ф. 

Условимся обозначать символом М группу, порожденную мпожее-
I пом Л/. 

Теорема 1. Ф яаляется нормальной подгруппой группы О р. Если ^(.) 
не обладает прааои единицей, тогда ф) актор-группа Ор/Ф изоморфна 
группе Ва . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала (окажем, что Ф является нормальной 
подгруппой группы О р. Для этого достаточно показать, что для любых 
В,гс(*р п <у е Ф. А',,*//?Д является элементом группы Ф. Действительно, 
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плл'гъ <1 /^'/^у любой элемент из Ф. Тогда для любого аь^ ь рны 
равенства 

КдП,? (ПгПА

л)(11уПп

л) Г / 1 У 2 Ч 

где (У1 ВаВг\ (/2 КуКа

л являются элементами из Ф . Так как Ф льлн 
ется группой, го ВауВ(

леФщ следовательно, Ф является нормальном 
подргуппой группы (грх. Теперь покажем вторую часть теоремы. М\еи 
г, Ь, а\щ . . ., ап, Ь\, . . ., Ьп е ^ любые элементы и п у н ь д 1. Те I к 

существуют такие с->, . . . , си Е (^ что 

п,*Кпп1 7ч> • -> К К ]Г К , 
о п у д а 

т> () р > /> а р > />> />> /> 

п^в'х (к:вжк; в:в/. 
Следовательно пересечение смежных классов В^ . . . ВПФ, В^ . . . /г° Ф 
не пусто. Таким образом, эти смежные классы совпадают. Оче ш и ). 
все смежные классы группы (//; по подгруппе Ф следующие: 

. . . , л„"Ф, . . . , Л ^ Ф , Ф, Л Я Ф, . . . , У»;;Ф, . . . 

где а любой фиксированный .момент из ^. Легко убедиться, что от юра 
/Ь'енпе ^: 

(!ЕФ > Па ,КаФ ^//;; 

является изоморфизмом групп Оп/Ф, Во)-

Лемма 4. Пусть 

М* {/^,/ : Л у е ^}, К* {Т,ли : г, I (}}. 

тогда Ф* М* У*. 

Д ь к а з а т е л ъ е т в о . Из равенства (1) очевидно вытекает М* <= ф -
Обратно, пусть <р* — подстановка сопряженная подстановке ВаВь

х. 1. о 
ВаВь

1х . у = х . ц*у. Пусть Вь

лх (, В^г - ущ тогда 

Ва1 . Т^ Вь1 . <1 *ХЬ2, (а . Ъг И) . ч>*Т^~, 

откуда ввиду медиальности имеем 

(Ъ . аг — (Ь . у*Ъг, 

и после сокращения аг — <}*Ъ~Щ т. е. 

^аг — ^*^ь-, 1^ь

г — <р*^ъ^
лу, ^а^/)

]у ц*у, 



следовательно, «у* ЕаЕь

х и ц* е М*. Таким образом, . 1 / * — Ф*. До­
казательство соотношения Л/" — Лт* аналогично доказательству соотио 
шения Л/ N из леммы 1. 

Наполнит, что также верпы утверждения, которые получим из пре­

дыдущих лемм и теоремы 1, если заменим правьте трансляции левыми 

трансляциями, правый элемент левым единичным элементом, группу Ф 

группой Ф* и наоборот. Итак, очевидно, верна следующая теорелт: 

Теорема 2. Если в медиальной квазигруппе ^{.)^) которая не обладает 
прсной (левой) единицей, верно равенство На - 1 (Еа — I) для некоторого 
а ^ , тогда ]нн,енство 11". - 1 (Е[. 1) верно для каждого xе^. 

Следствие. Если в любой транзитивной дистрибутивноII квазигрути 

и 1)1ч равенство На 1 для н(которого а, тогда верно равенство В'[ 1. 

д (я каждого х. 

Лемма 5. ф ф*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теорелш Тойода ([1], стр. 33) изотоп 

( -) (.)(«„М.М) 

Г . I » . 

(Г)) х г у Яа

]х . Еь

лу, 

квазигруппы ^(.) является а5елевой группой (с единицей Ьа) которая 
обладает колшутпруютцими автоморфизмами ч, Ч> т а к ? ч т о операция (.) 
имеет вид 

(0) г . у — цх -\ уу + 1с, 

где к определенный элемент множества ^. Пусть по определению 

1*х — с + х, К*х х + с, 

для некоторого с е ^. Тогда ввиду (5) 

Е*х = с + х — Вас . Е,лх - ^па\^^ь

лx, 

Г*х - х + с -= Ках . Ьь

лс =- Кг-\Я(

лх, 

откуда 

Очевидно, что 

L* = LRjcLb\ R* - RWRU\ 

{L* : c 6 Q} = {LRu e Lb

l : c e Q} = 0*, 

{R* :ceQ}-- {RT^e Ra

l : c e Q} - O. 
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Учитывая, что группа ^(^^) — абелева, имеем Ц' Н]: для каждого 
с е ^1 следовательно, Ф — Ф*. 

Следствие. Группы ф( + ), Ф изоморфны. Отображение ^^Ф, г — 1/;: 

является их изоморфизмом. 

Лемма 0. Пусть е — единица группы ф( + ), определенной тож<)ес)ш ом 

(5), и пусть с, с! — правая и соответственно левая локальные (динииы 

элемента е в квазигруппе ^(.). Тогда равенство (6) молено пе\нписать 

в следующем виде: 

(7) х . у = Всх -| Ь(1у -4- (е . с). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть отображение I : ^ -^ ^ такое, что п 1х 

е. Очевидно, что /-автоморфизм группы ^(^^). Из (6) имеем 

х . у> 11(е . е) = (рх + ^[гр^Це . е)] + (е . е) 

= ерх + 1(е . е) + (е . е) — ух, 

следовательно, Игр 11(е . е) = у. Аналогично находим равенство 1;ц 1] . 
. (е . е) = гр. Пусть гр~11(е . с) = с, т. е. 1(е . е) — грс. Тогда е . с с/с 
-г- ус -\- (е . с) = \ре + (с . с) = 1(е . е) + (с . е) е. следовательно, с 
правая единица элемента е в квазигруппе ^(.). Аналогично показыва­
ется, что у~11(е . е) = о1 — левая единица элемента е в квазигруппе ^(.). 
Лемма доказана. 

Из леммы 6 следуют интересные евьйства медиальных квазигрупп, 
которые сформулируем в следующих теоремах. 

Учитывая, что угр = тру- имеем Н^а = ГаКс, следовательно, в ^(.) 
существуют но крайней мере два элемента с, й так, что для любого .г е ^ 
выполняется ассоциативный закон с!х . с = а1 . хс. 

Если р^^ — эластичный элемент (т. е. для любою XЕ^ верно ра­
венство рх . р - р . хр) тогда правая и левая локальные единицы э. ю-
мента р совпадают. Действительно, пусть ер - правая локальная еди­
ница элемента р. Тогда р . р — рер . р = р . ерр. следовательно, р 
— ерр, итак, ер — левая единица элемента р. Верно и обратное утвер­
ждение. Пусть е — правая и левая локальная единица элемента р. Тогдч 
е, р -— эластичные элементы. Действительно, в силу леммы 0 имеем 

.г . у --- Еех - 1;еу г (е . с), 

следовательно, Ве1^е 1^е1*е откуда еа . е - с . хе. т. е. е эластичный 
элемент. Очевидно, что из ре — ер р следует ра . р ра . ер /н . 
. ар — р . ар для любого ае^, итак, р — эластичный э л е м е т . Таким 
образом мы пришли к следующей теореме: 
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Теорема 3. В медиальной квазигруппе выполняется эластичный закон, 
и. с. верно толсдество ху . х — х . ус тогда и только тогда, когда пра-

< ач и лсоая локальные единицы любого элемента из ^ совпадают. 

Теорезт-4. Если медиальная квазигруппа ^(.) эластична т. е. с ^(.) 
(П1 олняется эластичный закон, тогда любой ее централизатор является 
нормальной коммутативной под квазигруппой этой квазигруппы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Напомним, ч г о совокупность всех элементов квази­
группы, коммутирующих с да! ным элементом 1ь, называется централи­
затором элемента 1ъ и обозначается через %}Ь. Приступим теперь к дока­
зательству теоремы, предполагая, что 0 — бинарное отношение на мно­
жестве ^1 определенное следую ним образом 

аОЪ <~> аЪ -- Ъа. 

В силу (6) аОЪ, если ц(Ъ — а) — у(Ъ — а) и обратно. Пусть аОЪ, ЪОс, тогда 

ср(с — а) = ц(с — Ъ \- Ъ — а) — с/(с — Ъ) , 

1 9 Ф — а) = У(с — Ь) - у(Ъ — а) — гр(с — Ъ -|- Ъ - - а) =--

=- у (с — а), 

следовательно, аОс. Таким образом, 0 является эквивалентностью. Пусть 
аОЪ, тогда ввиду медиалыюсти ^(.), из равенства ее . аЪ - се . Ъа, сле­
дует са . сЪ — сЪ . са, следовательно, саОсЪ. Очевидно, верно и обратное 
лчверждение. Аналогично доказывается, что из аОЪ следует асОЪс и об­
ратно. Таким образом, отношение 0 является нормальной конгруэнцией. 
Пусть II/, — класс конгруэнции элемента 1ь. В силу леммы 4,1 из [1], 
стр. 57, Кп — подквазигруппа квазигруппы ^(.) и, используя следствие I 
леммы 4,1 [1], класс КЛ — нормальная подквазигруппа квазигруппы 

Следствие. Любая идемпотентиая медиальная квазигруппа (т. с. лю-
б(г> транзитивная дистрибутивная квазигруппа — см. теорему 8.3 [1], 
стр. 139^ является фактор - квазигруппой некоторой эластичной ме­
диальной квазигруппы по ее нормальной коммутативной пос)квазигруппе. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что фактор-квазигруппа ^(.)Ък, где 
7^] — некоторый централизатор квазигруппы ^(.), является идемпотент-
ной квазигруппой. Обратно, пусть в идемпотентньй медиальной квази­
группе аОЪ, если а — Ъ. Очевидно, 0 нормальная конгруэнция и ее 
км асе Л'Л {/*} нормальная коммутативная подквазигруппа. Следо­
вательно, ^(.)|^x^г ^ ^(.). 
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Теорема 5. Ф — нормальная подгруппа группы У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Сю • • • С2С1Ф — любой левый смежный класс* 
группы ^ но подгруппе Ф, где '~г е В ^ Е для всех ь 1, 2, . . ., и. 
Учитывая, что смежный класс может быть представлен .побым своим 
элементом, можем предполагать, что ^ е {Вс, Е^} для всех г — 1, 2, . . . . п 
Очевидно, что из ВсЕа ~ Е^аВс и теорем 1,2 следует 

; й . . . СгФ Фи . . . : ь 

Таким образом, Ф — нормальная подгруппа группы &. 
Из предыдущих утверждений непосредственно вытекает следующая 

Теорема 0. Ег„ш медиальная квазигруппа 
а) обладает правой и не обладает левой единицей, тогда & Ф ^ Е, 

для любого а е ^, 

б) обладает левой и не обладает правой единицей, тогда & Ф ^ В„ 
для любе го а е ^. 

в) обладает левой и правой единицей, тогда & — Ф и ^(.) абс иоа 
группа, 

г) не обладает левой ни правой единицей, тогда г3 Ф ~ Е^а, Ва ()ля 

любого а е ^. 

П р и м е р 1. Пустк ^(.) медиальная квазигруппа определенная следу­

ющей таблицей Коли: 

0 1 2 3 4 
0" 0 2 4 1 3 
1 4 1 3 0 2 
2 3 0 2 4 1 
3 2 4 1 3 0 
4 1 3 0 2 4 

В этой квазигруппе Е\ = 1, Щ = 1 для каждого г — 0, 1,2, 3, 4, сле­

довательно, Ов/Ф ~ -22( + ), Оь)ф ~ 2А( + ). Итак, 

0 7 г = ^оФ и Ф , бх = Ф и Ь 0Ф и ^ Ф и Ь%Ф. 

Очевидно, что Ф ^ ^ 5 ( + ) , следовательно, 6т ,̂ 6^ имеет ранг 10, соот­
ветственно 20. Так как Ъь(-) не имеет правой ни левой единицы, О Ф — 

± ^4 ^ 72( + ) X Я 2 ( + ) . 

П р и м е р 2. Пусть ^(.) — медиальная квазигруппа, спределенная 

следующей таблицей Коли: 
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0 1 2 3 4 
0 0 2 4 1 3 
1 i 3 0 2 4 
2 2 4 1 3 0 
3 3 0 2 4 1 
4 4 1 3 0 2 

Видим, что 0 правая единица этой квазигруппы и что левой единицы 

)га квазигруппа не имеет. Следовательно, Од = Ф ~ 7-(-\~). Так как 

Ц 1, аь Ф г Н + ) = 5?/Ф, 0 = ЬаФ и /^Ф и ^ Ф . 

П р и м е р 3. Пусть ^1ъ(-) — эластичная медиальная квазигруппа опре­

деленная следующей таблицей Кэлн: 

. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 а Ъ с (I е 

0 5 7 9 6 8 0 2 4 1 3 а с / 6 а " 
1 9 6 8 5 7 4 1 3 0 2 е Ь й а с 
2 8 5 7 9 6 3 0 2 4 1 с1 а с е Ь 

3 7 9 6 8 5 2 4 1 3 0 с е И в 
4 6 8 5 7 9 1 3 0 2 4 б й а с е 
5 , 0 2 4 1 3 а с е Ь а " 5 7 9 6 8 
6 4 1 3 0 2 е Ь (I а с 9 6 8 5 7 
7 3 0 2 4 1а" а с е 6 8 5 7 9 6 
8 2 4 1 3 0 г е Ь й а 7 9 6 8 9 

9 1 3 0 2 4 Ь Ласе 6 8 5 7 5 
а асе Ьй 5 7 9 6 8 0 2 4 1 3 
Ь е Ь й а с 9 6 8 5 7 4 1 3 0 2 
с Й а с е 6 8 5 7 9 6 3 0 2 4 1 
<1 с е 6 с ! а 7 9 6 8 5 2 4 1 3 0 

с Ь й а с е 6 8 5 7 9 1 3 0 2 4 

Пусть 2о централизатор элемента 0. Очевидно, что все централизаторы 

квазигруппы ^(.) следующие: 

20 = {0, 5, а}, 7л = {6, 1, Ъ}, 22 = {2, 7, с}, 

2 3 = {3, 8, а}, 2* = ,4, 9, е}. 

Фактор квазигруппа 7л-\7^(-) задана следующей таблицей 
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ZQ Z\ Z'2 Z3 Z\ 

ZQ ZQ ZZ Z± Z\ Z3 

Z\ Z/± Z\ Z% ZQ ZZ 

Z'2 Z3 ZQ Z O Z\ Z I 

Z3 Zz Z/\ Z\ Z% ZQ 

Z4 Z] Z% ZQ ZZ Z\ 

яв шется иделшотентной медиальной квазигруппой. 
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