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Mat. Cas. 24, 1974, N o 4, 325-342 

ЧАСТИЧНЫЕ ПЛОСКОСТИ II ПАРНЫЕ СИСТЕМЫ 

ВЕРА ЗАТ-эКОВЛ (У1ЕКА ЯАТКОУА) 

Введение 

В . гоп статье частичной плоскостью разумеется всякая тропка (-^, 
-У, /), где ^, Л* являются лшожествами и / — бинарное отношение в 
^ и -./*, удовлетворяющее следующим требованиям: 

(I) Л1а Л-^, а-& (или / с # х Л) 

(1) Ь / ^ V &, /V 1,2-^ Л1 Л 2 «1 «2. 

Олелюнгп лшожества ^ называются точками, элементы множества сУ 
прялшлш частично!! плоскости -/ и отношение 7 — ипциденцией. 

З ш и е ь \1а читают: ,,точка Л инцидентна прямой а " . Мы будел1 поль-
^ьагься также следующими синонимами этого бинарного отношения* 

,,точка 1 лежит на прямой сС\ ,,точка А принадлежит прямой а 1 ' , ,,пря
мя (/ содержит точку Л " , ,,пгялгая а проходит через точку Л " . 

Ча< гпчная плоскость ^\ — (-А, ^ 1 , 1\) называется надилоскостыо час
тичной плоскости .$ ъ — (-^2, ^ 2 , Ь>) и ^2 ноднлоскостыо частичной плос
кое ги У1 тогда, если ^^^ Я -'Л, У?г _= У?\ и 1г -== II-

Если в частичной плоскости ^ (-У*, ^ , I) заменить множества ^, У' 
междл собой и бинарное отношение / заменить отношением / г (х1~1Т : 
<̂> Г/.г), то получаем частичную плоскость ( ^ , ^, I х ) , которую будем 
называть двойственной частичной плоскости ^ и обозначать её -./*. 

Пзолюрфпзлюм частичной плоскости У± — (-^1, Т\, 1\) на частичную 
плоскость ^2^ — (-^2, «5̂ 2, /2) называется пара (</?, /.) биективных отобра
жений г/ : .„Д -> -У2, Я : =5̂ 1 -> ^ 2 , удовлетворяющих условию 

(3) V Л 6-3*1 У Й Р ^ 1 Л / 1 а < > Л ^ 2 а А . 

Легко люжно убедиться, что верна следующая. 

Теорема 1. Пусть ^ (.^, _5?, /) частичная плоскость, ^\ 3?' 
\ию11С(ст<л1, для которых справедливо: сап! -^' - саге! .^, саге! <-§*' 

саге! ^ 7 а : .^ ' -> ,У*, /3 : У -> ^ — биективные отображения и Г 

3 25 



бинарное отношение о У и У\ которое определено следующим образ >м 

(4) У Л е / У а е Г АГа : о АЧа*. 

Тогда @(У, а, (I) : -= (У, У, Г) является частичной плоскостью и. (-
морфнои плюс кости У. 

Изоморфизм частичной плоскости У на себя называется коллинеацшш 
частичной плоскости У. Двойственностью частичной: плоскости ./ разу
меется изоморфизм У на У*. Частичную плоскость, для которой суще
ствует по крайней мере одна двойственность, называют авто двойствен
ной. Очевидно, что у автодвойственной частичной: плоскости (У. У I) 
должно быть саге! У — саге! У'. 

Частичная плоскость называется замкнутой, если она удовлетвори ч 
следующим условиям: 

(5) У ас У саге! {Л с .У А1а} > 3, 

(6) V А 6 У саге! { Й Е У А 1а} - 3. 

Плоскостью называется частичная плоскость, которая обладает сле
дующими двумя свойствами: 

(7) V {А, В} с 0 3 1 еУ Л, ВП 1) 

(Следовательно, через каждые две различные точки плоскости прохо цп 

одна и только одна прямая.) 

(8) V {а, Ъ} с У 3 РеУ Р1а,Ъ 

(Следовательно, каждые две различные прямые плоскости имею, о п\ 
II ТОЛЬКО ОДНу о б щ у ю ТОЧКу.) 

Замкнутая плоскость (У, У, I) с непустой: иицпденцпеп I называем л 
проективной плоскостью. Легко можно убедиться в том, что плоскост* 
(У, У, I) является проективной тогда и только тогда, если в ней: сущес
твуют четыре точки, никакие три из которых не лежат па одной прямой 

Пусть У — (У, ^ , I) — некоторая частичная плоскость. В определении 
частичной плоскости мы не требовали, чтобы множества У, У были ди
зъюнктными. Частичная плоскость, в которой это условие выполнено, 
т. е. в которой У П У — 0, называется обыкновенной. 

Пусть У (У, У, I) произвольная частичная плоскость. Из теоремы 1 
следует, что тройка у = (У, У\ I), где у У X {1], У У {2} 
и / — бинарное отношение в у и у\ определено свойством 

(9) ЧАеУЧаеУ (Л, 1) 7 (я, 2) : о Л/я, 

!) В этой работ ' предполагается, что {.п, л о, . ., ,сп} ./, ф ^ для / 
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является частичной плоскостью изоморфноГ частичной плоскости ^. 

Кроме того, очевидно, что частичная плоскост > ,/ обыкновенная. Поэтол1у 

можно сказать, что всякая частичная плоскость изоморфна некоторой 

обыкновенной частичной плоскости. Ото значит, что при исследовании 

частичных плоскостей вполне достаточно, если внимание обращается 

юлько на обыкновенные частичные плоскости. 

Если У\ — (0\, с5?1, /1), ^2. = (0*2, 3?2-) 1г) две обыкновенные частич

ные плоскости, то изоморфизм У\ на ^2 возможно понимать как биек

тивное отображение р : 0\ и У?\ -> 02 и -5?2, обладающее следующими 
СВОЙСТВаМИ 

(10) ^\ = ^ &Ч= %г 

( 1 1 ) V А е ^ V а е У>\ А1,а - АяЬщ* 

(12) V В е ^2 V Ь е= &* -«М -> / ^ Х Д ^ х . 

Частичная плоскость (^, ^ , I) называется частичной предплоскостыо. 
Определения подплоскости и изоморфизма двух частичных плоскостей 
введенные нами раньше, были бы для частичных предплоскостей несколько 
широки. Так как каждая частичная плоскость, следовательно, и всякая 
частичная предплоскость изоморфна некоторой обыкновенной частичной 
плоскости, было бы невозможно без изменения этих определений получить 
для частичных предплоскостей новую теор1 ю, такую, которая бы не 
содержалась в общей теории частичных плоскостей. Потому в качестве 
подплоскости частичной предплоскости ^ мы условимся принимать только 
ге подплоскости частичной плоскости ,/, которые сами являются пред-
плоскостямп. Аналогично изоморфизмом двух частичных предплоскостей 
принять понимать только те пары (с/, / ) , которые являются изоморфиз
мами, если наши предплоскости считаем частичными плоскостями и, 
бол*, о того, выполнено еще условие / </. Конечно, для изоморфизма 
частпчньй предплоскости на некоторую общую частичную плоскость 
будет иметь место первоначальное определение. На основании этих до
полнении можно частичную предплоскость (.>*, 0, 1) обозначить просто 
как пару (./*, I) и её изоморфизм (</, </) одной буквой (р. Следовательно, 
изоморфизмом частичной предплоскости (0\, 1\) на частичную предплос-
коегь (0-2, /г) разумеется всякое биективное отображение </ : ^\ > 0% 
удов, ютворяющее условию: 

(13) V Л, Ве^± АиВ о А*12В*. 

ОIметим, что если ,/ = (./, ^ , I) является обыкновенной частичной 
плоскостью присоединенной частичной пред шоскости ^ (0, I) так, 
как это было описано раньше (смотри отноше ше (9) и несколько строчек 
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перед ним), го отображение ос : (Л, I) > (Л, 2) между лшожесгвалш . 
и у является биективным т. е. лющвость лшожества прямых обыкновен
ной частичной плоскости .у равна лющиости лшожества её ТОЧРК. 

Обратное утверждение содержится в следующей теореме, которая я в ш 
ется следствием теорел1ы 1 для ^' У' — ^, а \с\ ^ \\ (у - ц . 

Теорези! 2. Пустъ ^ — (&, ^ , 1) — обыкновенная частичная плоское/ /ъ 
удовлетворяют ая условию: саге! ^ саг Л ^, ср : .^ -> У? биективное >ш-
оОрилсепие и 1Ф бинарное отношение в ^ определено следующей и обра- м 

(14) V Л, Ве# Лив : оЛ1В*. 

Тогда . / ( У , ц) : — (->\ 7^) — (<У, ̂ , 7^) шляется частичной пред и <с 
когщъп изоморфной частичной плоскости У. 

В работе [2] (РгорояШоп 1.а)) находится следую 1цее следствие теепе 
Л1Ы 1 . 

Теорема 3. Пустъ / — (^, -$?, I) — частичная плоскость для коп ор< 
стг<Л .у' — сага ^ . Если У множество, имеющее одну и ту Э1се мощноет 
как мпоэ!СРспгса У и У?, а : ^ - > ^ , р : ^ > У сутъ биективные от /ра 
Э!сепия и 1Л>3 бинарное отношение определено с виде: 

(15) V Л, Я е У Л1^В : <=> Л* ЧВ* \ 

то -У~(-Х, а, /з) : (У, 1Л,$) является частичной пр ед плоско с тъю. 
В этих теоремах даны две конструкции частичных предплоскос >п 

Следующая теорема утверждает, что эти конструкции в определена м 
направлении являются эквивалентными. 

Теорема \. Пустъ ^ (^, ^, I) — обыкновенная частичная плоское 

удо< летворяюшая условию саге! У? — саге! 2? и ^ миожеспьо, имс / ( 

одну и ту лее мощность как множества У? и ±Т. Тогда 

а) для всякой пары биективных отображений х : ^ > -У7, р : У — ^ 
существует биективное отобралсепие ср : ^ -> У? такое, что части I >( ( 
прес)плоскосшъ .^^/,ц) изоморфна частичной предплоскости &'(.9, у, >) 

б) д гя свякого биективного отображения ср : .^ -> & существуют бш-
тшпыв отображения х : ^ -> У*, /:> : & -> У такие, что частичная п}н< 
плоскость ^~(-У, а, /3) изоморфна, частичной предплоскости ^"(-У, ц). 

Ото утверждение очевидно, иотолгу что для ср а/-? 1 справедливо 

(16) Л1ЧВ <-> Л1В* ^> (Л*у Ч(В^ - о ЛЧЛ^В*. 

Двойственность о (ср, ?,) обыкновенной частичной плоскости -/ 
= (.У*, У, /) называется её полярностью тогда, если 1 ср х. Если дв ш 
ствешюсть о понимают как отображение мньжества ^ \Л У па сеГ>я 
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г]лн кьгорого с/ является суже шем ]1а множество У и Я сужениел1 на мно
жество 3, то о является полярностью югда и только тогда, когда о2 [в.. 

Пусть ^ (._/, У*, /) — обыкнове! пая частичная плоскость и ср : У -> 
У шкоторое биективное отображение. Легко можно убедиться в том, 

чго пара (с/, о -1) или же отображение д : У и 3 ^> У и У, для 
которого о У — ср и о\У — с/ 1 является полярностью частичной плос
кости ? тогда и лишь тогда, когда </ удовлетворяет следующему усльвию: 

(17) V Л, В е У Л1В<Р о В1Л<?. 

Обыкновенную частичную плоскость называет автополярной, если 

уществует, по крайней мере, одна ее полярность. 

Теперь обратим внимание на такие частичные плоскости У — (У, У, /) 

м я которых -У* У т. е. 

(18) У У I ] / . 

г)тп частичные плоскости называют силшегричиыми. Значит, симметрич

ные частичные плоскости ото гакие частичные предплоскости, у которых 

шщиденцпя является отношением силшетрпчным. Ташгм образом силг 

Л1ет])пчную плоскость мояшо просто записывать как пару (У, /) и две 

сплшетричные частичные плоскости (У\, 1\), (У 2, /г) считать изоморфными, 

если существует такое биективное отображение (р : У\ -> У-1, которое 

лдовлетворяет условию (13). 

Следующие теоремы мояшо по существу найти в работе [1]. Но для 
гого, чтобы лучше увидеть аналогии между частичными плоскостялш 
п парнылш системалш, привод глг их с доказательствами. 

Теорема 5. Частичная плоскость У (У, У*, 1) является симметричной 

тогда и только тогда, когда она допускает, по крайней мере, одну колли-

нсаиию, которая является одновременно дьоштвепностыо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . То, что в симметричной частичной плоскости всякая 
коллпнеация является двойственностью, непосредственно вытекает из 
равенства У — У*. Пусть теперь У {У, У', /) — любая частичная 
плоскость п ((р, ?.) ее коллпнеация, которая является тояге двойственностью. 
Тогда 

а) У У* - У 

б) Л * Ча>- г о Л1а 

ц) Л* Ча>- ] о Л1 Чь. 

Из этих отношений очевидно, что условия (18) удовлетворены т. е. что 

частичная плоскость У симметрична. 
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Теорема 6. Пусть У — (У\ У"', /) обыкновенная частичная плоскость, 
для котярой саге! У саго! У и с/ : У -> У — биективное отображшш . 
Тогда частичная пред плоскость & (У, у) является симметричной частич
ной плоскостью тогда и только тогда, когда ^ = (</, </ х) полярность 
частичной плоскости У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть ^ — полярность частичной плоскости У. 

Тогда: 

V А, В еУ А1ЧВ о А1В<г о В1А« о В1уА <- Л 1(

 гВ 

т. е. 1(р — 1(

1. Утверждение, что У(У, </) является симметричной частич
ной плоскостью следует из этого равенства и факта, что У (У, </) час
тичная предплоскость. 

б) Пусть У(У, ([) — симметричная частичная плоскость. Тогда 1Ч 

симметричное бинарное отношение в множестве У т. е. 

V А, В е У А1<рВ о В1ЧА или же А1В* <=> 111 А*. 

Так как мы этим способом показали выполнение условия (17) биектив

ным отображением <р, является $ полярностью частичной плоскости / 

Следовательно, правило У присоединяет к всякой обыкновенной авто

полярной частичной плоскости У и ее полярности ^ — (</, г/ 1) симмет

ричную частичную плоскость У (У, </). Обратное утверждение вытекает 

из следующей теоремы. 

Теорема 7. Пусть / — (У, 1) — симметричная частичная плоскость; 
У, У два дизбюнктные множества, для которых сагс[ У саге! У ' 

сагсГ У и а : У -> У, /? : У -^ У некоторые биективные отображ(нил. 
Тогда о — (</, г/ 1), где </ =- ос(1 1 является полярностью обыкно ентт 
частичной плоскости Г$(У , а, /5) — (У\ У, Г) и симметричная части I-
нач плоскость У(^(^', а, /5), </) — (-У, /'</) — изоморфна / . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 11 отожму что 

V Л, / ? е ^ ' Л Г В* о АиВ^ о А«1В* о ВЧА^ -> ВГ V, 

является () полярностью обыкновенной частичной плоскости #(;Г, а, />) 
и, следовательно, У(<3(/, а, /5), </) в силу теоремы 6 является симметрич
ной частичной плоскостью. Кроме того из отношений 

V А, В с У А1'ЧВ <^ АГВ* о А«1В^ 

очевидно, что отображение а является изоморфизмом симметричной час
тичной плоскостиУ(^(^, а, /з), <̂ ) на плоскость / . 

Другими словами, для всякой симметричной частичной плоскости / 
существует обыкновенная автополярная частичная плоскость У и ее 
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полярность (<т, ^ г) такая, что симметричные частичные пльскости </*, 

->"(/,</) изоморфны. 

1. Парные системы 

Четверку Р (-У, У1 ., П), где ^ , ^ — некоторые множества и ., П 
частичные операции: 

. : О. с ^ > ^\<11а§ ( ^ X -Я -> «5? 

П: Оп я & ,< ^\(Над (У > У) -> & 

называют парной системой, если удовлетво^ яет следуютцилт условиям: 

1\Ч 1: (Л, В), (С, О) еО. А . В -- С . 1) В -±= С --> 

(Я, С) с (9. А . В ^ В . С 

РН 2: (Л, Л), (Л, Г) е О. Л . /У Ф Л . Г --> (Л . В,А .С)е Оп 

(А . В) П (Л . 6') = Л. 

Из о того определения непосредственно вытекают следующие свойства 
парных систем: 

1) если (Л, В) е<9., то А ф 2? 

12) если (а, Ь) е Оп, то а ф 6 

:*) если (Л, /*) е 6>., то (В, А) е О. В . А =- Л . I?. 

Парную систему Р (^,У\ ., П) называют обыкновенной, если 
•У п 2> 0. 

Изоморфизмом парной системы Рх (.^х, ^?\, • ь Пх) на парную сис
тему Р> (.У2, Уъ, .2, По) подразумевают любую пару (с/, /) биектив
ных отображений <у : ^ -> ^ 2 , А : У\ -> <^2, которая обладает следу-
ющнлш свойствами: 

(1) (Л, В) е Ол о (А*, В*) е 0,> (АлВу = Л<г,2В« 

(и) (а, Ъ) <- Опг о (а*; Ы) е Оп-> (а пг Ъ)<* а1 П 2 Ы. 

Легко можно убедиться в том, что отношение, определенное таким 
образом, является рефлексивным, симметричным и транзитивным. 

Теорема 8. Для всякой парной системы Р — (Л\ У, ., П) существует 
об| Мгновенная парная система Р — (^, у\ —, п ) , которая изомо!)фна Р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что множества ^ — ^) X {1}, У = 
У X {2] дизъюнктны. Если определить частичные опегтцип —, п 

с. 1едующпм образом: 
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([.1,1], [В,[]) с О ->(А,В)еО. [А, 1] . [В,\] [А. В, 2] 

(1!)) ([а, 2], [Ъ, 2]) 6 Оп -=> (а, Ъ) е Оп [а, 2] п [Ъ, 2] [а п й, 1] 

получим четверку Р = (.у, ^ , —, п ) , которая, как видно из следуют* ю 

удовлетворяет требованиям Р8 I, Р8 2 и вследствие того она является 

парной системой. 

Р * 1 : Е с л п ( [ Л , I], [В, Ц),([С, 1], [Д, 1 ] ) б 0 . [Л, 1] . [Я, 1] [Г. . 
.-[Д, 1] [В, 1] Ф [6\ 1], то (.1, В), (С, Б) е О. [А . В, 2] [С . I). 

2] В ф С -> (Л, С) е 6». Л . Л - В . С -> ([В, 1], [С, \\) О 
[Л . В, 2] [Я . С, 2] - ([5, 1], [С, 1]) .6» [Л, 1] . [2?. 1 

[7?, 1 К [ 6 \ 1]. 

Р.-'2: Пусть ([Л, \\,[Ь\[]),([Л, 1], [Г, 1]) с О [ 1 , \].[В. I] Ф [Л, 1 

• [С, 1]. 

Тогда (Л, В), (Л, С) 6 О. [Л . 5 , 2] Ф [Л . С, 2] (А . В, А . С) 

е Оп , (А . В) о (Л . С) А > ([Л . В, 2], [-1 . С, 2]) Е О П [(.1 . В) 

гл(А . С ) , 1 1 - [Л,1] - ([Л . Я, 2], [Л . С, 2]) б <9П [Л . Л, 2] п [ 1 .Г. 

2] [Л,11 ^ ([А,1ЫВЛ], [А,\\.[С,[])еОп ([Л, I] . [/?. 1 ) 

П ( [ Л , 1 ] ^ [ Г , Г]) - [ Л , Л. 

Пусть далее 

7 : ^ > -^ Л -> [Л, 11; X : & > у а -> [а, 21 т. е. 

Л« [Л, 1], ах [я, 2]. Покажем, что (г/, 2) является изоморфизмом 
парной системы Р (Л*, У*, ., П) па парную систему Р (.у. л/\ . . п ) . 

1) (Л, В) еО. о ([Л, 1], [Я, 1]) е О о(Л<г,В<г)еО . Кролю к го 

(Л . ВУ = [Л . I?, 2] [Л, 1]---[Д, 1] - А«^В*. 

2) (а, Ь) еОп<*([а, 2], [й, 2]) б О п о (ал, Ь * ) е 0 п . Кроме того: (я п Ь)/ 
_ [а п Ь, 1] — [а, 2] п [Ь, 2] ая п /А 

Из этой теоремы следует, что при исследовании парных систем дои а 
точно ограничиться обыкновенными парными системами. Если Р\ 
— (.^1, <5?1, .1, Пт.) и Рг (-^2, ^ 2 , -2, П2) — две обыкновенные пар
ные системы, то изоморфизм Р± на Р 2 можно понимать как биективное 
отображение о : ^ 1 и ^ 1 -> 2Р*г и ^ 2 . удовлетворяющее условию (10) 
и сохраняющее частичные операции. 

Парную систему (^, ^ , ., П) = : (2Р, ., п ) будем называть парной 
предснстемой. Изоморфизмом парной предсистемы (.Ух, . 1, г\\) на пар
ную иредсистему ((?г, .2, П2) будем называть всякое биективное отобра
жение <у : -^х -> --̂ 2, удовлетворяющее следующим двум условиям: 
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(Г) (Л, В) еО.г о (Л<г, В") еО,, (ЛлВ)<г —. А<г.2В<г 

(и') (Л, В) е Опг о (Л<г, В<г) е Оп2 л (Ап1В)* - Ап,В<^. 

Естественно, что для изоморфизма парной щ едсистемы на общую пар

ную систему будет иметь место первоначальное определение. 

'Ь'орема 0. Пусть Р — (.У, 3', ., П) — обыкновенная парная система, 
удоь.итворяюищя условию саге! й 2 — саге! 3', ее : ^ -* У биективное от-
обралеспие и ?, Д — частичные операции в .У определенные следующим 
образом: 

V Л, ВеЛ> (Л, В) е О? <> (\,В)е О. Л ." В = (Л . Ву 1 

(20) V Л, В е & (Л, В) е Оп о (Л<*, В*) е Оп Л Д В = Л" П В". 

Тогда тройка Ра : — (.У, *, Д) является парной предспстсмои изоморфной 

парной системе Р. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего покажем, что условия Р8 1 и Р8 2 

удовлетворены. 

Р8 1: (Л, В), (С,В)еО: / А ." В - С * В / В + С => (А, В), (С. Я) е 
О. (А . Ву 1 - (С . ВУ 1 В 4= С => (А, В), (С, В) е О. Л. В 
С . Т) В + С ->(В,С)е О. А .В - В . С => (В. С) е О. (А.Ву 1 
(В .С)аХ^ (В, С)еО* / А . В = В .а С. 

РН 2: (Л, В), (А,С)еО, А * В -V А . С => (А, В), (А, С) е О. (А . 
. Ву 1 Ф (Л . СУ 1 =>' (А, В), (Л, С)еО. А . В * А . С - (Л . В, 
Л . С) б <9П (Л . Я) п (А . 6') =- Л => ((А . В)*-1, (Л . СУ 1) е <9д / 

(Л . Д)« 1 Д (Л . С) а * -4 * М " В, А Г Г) е Од / (Л •. 7?) Д (Л Г 
. С) л. 

Теперь докажем, что парная система Р изьморфпа предсистеме Р*. Рас
смотрим следующую пару отображении: ср : 0 -> 0*- А н> Л ; / : ^ -> ,У, 
</ ь> <^ V Значит: V Л е ^ Л* = А; V а е & а7• =-• аЛ 1. Достаточно по
казать, что (ср, ?,) удовлетворяет условиям (1), (И). 

(1): (Л, В) е О. о (Л, I?) с Ох о (Л^, /><?) е ОУ. Кроме того имеет место: 

(л . ву (Л . В)-* 1 А : В А* у. В*. 

(11): (а. Ъ) е Оп о (а^ -, Ъа х) с (?д о («;-, Ъ?) е <9д. Кроме того имеет 

место: (а п Ь)<г а п Ъ = а^ 1

 п ЪЛ 1 а1 * й*. 

Замечание. Если р : ^ -*- 3? — другое биективное отображение, то 

парные предсистемы Р \ Р'3 изоморфны в силу определения изомор

физма двух парных систем, но они не являются изоморфными в силу 

определения изоморфизма Двух парных предс1 стем. 
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Теорема 10. Пусть Р (^Р,У?, ., П) парная система, для копицюи 
саге! ^ = саге! 3?. Если ЗР — любое множество, имеющее одну и ту ж< 
моитостъ как множества -ЗР, ^^?; а \6Р ^»^Р, х \ 3* У •— бпеитивньи 
отображения и а:Т, п

т частичные бинарны операции в 6Р определенней 
отношениями: 

(Л, В) е Оо:т : о (Л", Ва) 6 О. А а:т В : (Аа . Ва)т -

(21) (Л, 7?) Е О** \ о (Ат, Вт) Е Оп А%ТВ \ (Ат п 77')* -

/яо тройка Ра>Т \ — (сУ7, а;т, п

т) является парной предсистемой изоморфпти 
системе Р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 

Р8 1: (Л, 7?), (С,П)ЕОП:Т А °:Т В СП:Т1) В ф Г - (Л°, /Г). 

(Г", 7)*) е О. (Л* . Я*) 7 1 =~ (Са . Я")*" 1 л Ва Ф О -> (/>, Г*) О. 

Л* . В* = 77* . С* =-> (7?, С) е 0 а:т ^ Л ":т 77 7? гт:т С 

Р8 2: (Л, 7?), (А,С)еО°.т А°.тВ*Аа:тС -> (Л*, 7?*), (Л*, С ) 
е О. (Аа . Ва)т-! * (Л* . 6^)* х => (А6 - -В", Л* . С°) е Оп (Аа . 1Р) п 
п (Аа . Са) = Аа => ((А °:т В)т, (А а:т С)т) Е Оп (А °:т В)т п (Л П:т С)т 

- Аа => (Л ":т 7?, Л а;т 6Т) Е О а

п

т [(Л ":т I?) "п

т (Л Г Г)]* Л -
(Л '7:т Б , Л У С) Е <ТП

Т (Л 0:т В)°п

т (А °:т С) А. 

Таким образом доказано, что Ра>т — парная предспстема. Остальная 

часть утверждения очевидна, потому что из (21) непосредственно следует, 

что пара (а, х) является изоморфизмом парной системы Ра>т на пар сую 

систему Р. 
В этих теоремах даиы две конструкции парных предсистем. Из следу

ющей теоремы вытекает, что эти конструкции являются эквивалентными. 

Теорема 11. Пусть Р — (ЗР, ̂ , ., П) — обыкновенная парная система. 
обладающая свойством саге! ЗР = саге! ^Р, ЗР некоторое множество* им<-
югцее одну и ту же мощность как множества ЗР, ЗР? и а \ ЗР -> ,1Р, т : ЗР ч-
-> ЗР?, ос \ ЗР -> ЗР* биективные отображения, удовлетворяющие условии* 
х — асе. Тогда парные пред системы Ра и Ра>Т изоморфны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть т = асе. Докажем, что отображение а явля
ется изоморфизмом парной предсистемы Ра>т — (ЗР, °:т, п

т ) па парную 
предсистему Р = (ЗР, 7: , Д). 

(V) (Л, В) Е О °:т о (Л<\ В°) Е О. о (Л", В*) Е 0\ и 
(Л °:т В)а = (Аа . Ва)т~1а = (Аа . В^-1 - Аа * Ва 

(И') (Л, В) Е О °п

т о (Ат, Вт) еОпО (Л™"1, Вга-1) 6 6Г ^ (Л^, />) О 

и (Л ^ т Б)* = Ат п Вт = Л™"1 ^ В™ 1 = Аа Д 77*. 
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Из отой теоремы следует, что всякая парная предсистема Ра>т изоморфна 
парной предспстеме Р Л , где а : — а 1т и обратно, что всякая парная 
иредсистелга Р* изоморфна парной предсистеме Р°>г, где биективное от
ображение а : 5? -> ЗР произвольно и т : = аос. 

Парную систему Р = (ЗР,У, ., П) будела называть нормальной, если 

она обладает следующими двумя свойствами: 

Р8Х 1: Если (а, 6), (с, Л) Е Оп а П 6 с п (I \ Ъ Ф с, то (6, с) Е Оп 

а п Ъ Ъ п с 

Р8Х 2: Если (а, 6), (а, с ) е с 9 п а П 6 Ф а П с, тс (а П 6, а П с) Е О. 
((/ п 6) . (а п с) = а. 

Следовательно, парная система Р= (<^Р, У, ., П) является нормально!! 

тогда и только тогда, когда четверка Р* = (-5?, ^ , П, .) является тоже 

парной системой. Эту парную систему будем называть двойтсвенной 

к парной системе Р. 

Теорема 12. Пусть Р = (^, ^ , ., П) — нормальная парная система. 
Тогда всякая парная система Р — (^, ^ , _ - , п ) , которая изоморфна 
парной систелте Р тоже является нормальной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (<р,Х) изоморфизм парной систел1ы Р на 

парную систему Р. Достаточно показать, что Р удовлетворяет условиям 

Р8хЧ и Р8Х 2. 

Р8Х 1: (а, 6), (с, с1) е Оп л а п 6 - с п с/ 6 Ф с => (ая, 6я), (сл

7 йА) е 6>п 

(ая п 6я) «Р-1 = (ся П №)<Р
 1 . 6я ф ся -^ (6я, ся) е О п ая П 6я 6я П 

п ся => (6я, ся) е О п л (ая п 6я)? 1 _ (6я П ся)? 1 => (6, С) Е <9П а п 6 
6 п с 

Р8Х 2: (а, 6), (а, с) е # п л а п 6 Ф а п с => (ая, 6я), (ая, ся) Е <9П / (а1 П 
П 6я)? 1 Ф (ая п ся)«5-1 -> (ая п 6я, ая П ся) Е О. л (ая П 6я) .. (ая П ся) 

ал => ((ая П 6я)?-1, (аА П с*)?-1) Е О . \ [(ал П 6 я;?" 1 — (ая П с я )?- г ] я 

«А -> (а п 6, а п с) Е (9* \ [(а п 6)'(а о с)]я = ая => (а п 6Г а п с) е 
Е О* (а п 6) ' (а п с) -=-• а. 

С л е д с т в и е . Пусть Р — (^, ^ , ., П) обыкновенная нормальная пар
ная система. Тогда парные предснстемы Р*, Ра*х также являются иор-
лтльнылш. 

Теорема 13. Всякая парная система Р = (^Р, &, ., П), для которой 
существует биективное отображение ос : ^Р -> 3? удовлетворяющее усло
вию: 
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(22) ( л , В) е О. о (Л« . В*) е Оп (А . Ву 1 А^ п В* 

является нормальной. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для упрощения записи положим у. 1 : //. Тогда 

отношение (22) можно написать в виде: 

(22') (а, Ъ) е Оп -> (г/0, 60) еО а пЪ (с/0 . Ъ»)*. 

Докажем, что в Р выполняются условия Р8Х 1 и РЯХ 2. 

РЯХ 1: (а, Ъ). (с,Л)еОп а пЪ - с п с! > Ъ + с =-> (//0, Ъ*У ( с \ г7-*) О. 
(а0 . №)1 - (с0 . с10)0 60 Ф с0 => (60, с0) е О. г/0 .60 Ъ> . с0 

•=> (60, с5) е О. (а$ . 60)0 = (60 . с0)0 --> (6, с) Е О П С/ П 6 6 П с 

РЯХ 2: (с/, 6), (с/, с) е О п а п 6 Ф а П с _> (с/0, 60), (г/0, с0) О. а . 6? =-= 
=-= а0 . с'5 - (а0 . 60, а'3 . с0) е <9П (с!0 . 60) п (с/0 . с0) с/ ((а* . 
. 60)0, (с/0 . 60)0) е О. [(с/0 . 60)0 . (г/0 . с0)0]0 - с/0 (г/ П 6, а П с) 

О. (а п 6) . (а П с) — а. 

Нормальную парную систему Р — (2Р, У\ ., п ) . в которой выполня

ется условие Р * — Р т. е. ^ — & и . — П, будел1 называть геол1етрн-

ческим полугруппоидом. 

Всякий геол1етрический полугруппоид является норлтльной п а р н ш 
предсистемой. Обратное утверждение не должно быть верньш. 

Очевидно, что всякий геометрический полугруппоид можно понимать 

как пару (-_̂ \ . ) , где . является частичной операцией в Р удовлетворяющей 

условию РЯ 1 и условию 

Р8 2': (с/, 6), (с/, с) еО. а . 6 Ф а . с -> (а . 6, а . с) е О. (а . 6) . (а . с) 
= а. 

Изоморфизмом геометрического полугруппоида (-^л, .1) на геолиэтри-
ческий полугруппоид (^2, -2) будем называть всякое биективное отобра
жение у удовлетворяющее условию: 

(1п) (Л, В) 6 0.1 о (Л<г, В<г) еО.о (ЛЛВ)* -Аг.+В*. 

Естественно, что если будем говорить о изоморфизме люжду геометри

ческим полугруппоидол! и общей парной систелюй, будем считать верныл! 

раньше приведенное определение. 

Теорема 11. Пусть Р — (-^, &, . , п ) обыкновенная парная система 
и ос : &> > ^ биективное отображение удовлетворяющее усло\ ию (22). 
Тогда Рл является геометрическим полугруппоидом изоморфным Р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о ; На основании теоремы 9 Р* — (У, _/. \ п ) . где 

*., п определены отношением (20), является парной предспстелюй изо-
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морфпоп Р. Из (20) и (22) очевидно, что (Л, В) е 0« о (Л, В) Е Од. Кро
ме юго плюет место: А ^ В = Аа п В* = (А . В)*'1 = А а. В. Это по
казывает, что а. — Д т. е. что Рл является геометрический полугруппоид. 

Теорема 15, Для всякого геометрического полугруппоида («У, .) существу-

(ш такая (изоморфная) парная обыковенпая система Р = (.У, ^ . —, п) 

н отображение ос:^-^^', удовлетворяющее условию (22), *///?0 (-У, .) 

изоморфен Ра. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По тео})елю 8 (.У, .) - (^, ,У, ., П — .) изолюр-

фен обыкновенной парной спстелю Р = ( ^ х {1\, & X {2},— , п ) , где 

. , п определены соотношепиелт (19). Рассмотрил! отображение ос : ^ х 

\\] >^x{2}, [Л, 1]Н>[Л, 2]. Очевидно, что ([Л, 1], [В, 1]) е О. о 

( 1, В) е О. о (Л, В) е О п ^ ([Л, 2], [В, 2]) Е Оп о ([Л, 1]-, [/7, 1]-) е 

О г Кролю того: [Л, 1]« п [17, 1]^ = [Л, 2] п [ 5 , 2] = [Л П В, 1] 

[Л . 1?, 1] [Л . 5 , 2]*- 1 - ([Л, ] ] - [ - # , I])*- 1 г. е. имеет место (22). 

Итак к парной системе Р = (^ х {1}, ^ X {2],—, п) возможно по

строить геолютрический полугруппоид Ра изоморфный Р, значит и Р. 

Покажем, что геометрический полугруппоид Р изолюрфен полугруппоиду 

Р^ (X/ х {1}, ?) также определению (ш). Очевидно, что ([Л, 1], [I?, 1]) е 

О' <=> ([Л, 1], [1?, 1]) Е О. о (Л, /3) е О. Кроме того, для ц \&^^ 

{1], Л ь> [Л, 1] имеет место: (Л . Я)? = [Л . 1?, 1] = [А . Б , 2]* 1 

([ 1, 1]-[Я, 1])л 1 = (Л*?-^)* 1 = Лч>*В<г. 

Теорема 16. Пусть Р{, « = 1,2 обыкновенные парные системы и а, : ^ -> 
-> о^/, биективные отображения удовлетворяющие условию (22). Тогда 
геометрические полугруппоиды Р{1, 1>аг изоморфны тогда и только тогда, 
(ели существует изоморфизм (<р, Я) : 131 -^ Рг так, что а2 = ср 1а\Х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Рх = (.^-, ^ , .,, П г ), где г = 1, 2. В силу 

(22) плюет люсто: (Л, Б) е 0. г <> (Л*, В3*) 6 Оп?- и ( Л . г # ) а ' = Л*< Гц Ву. 

Если положить *.' — °г и Дг- = гмь-. то на осн )вашш отношений (20) по

лучим: (Л, В) е 0О1 о (Л, В) е <)., (Л , В) = (А ., В)«' * / а , = -,. 

1) Предположим, чть (ср, X) изоморфизм Р\ на Р2 удовлетворяющий 
условию (22). Тогда 

(Л, В) Е 0О1 о (Л, В) Е Ол о (А*, В<Р) Е 0.2 <> (Л«\ В<г) Е Ос . 

К*роме того: 

(Л 1 В)<* (А .1 В)"1 1* = (А* .2 Р*) я 1а1 ч = (А* °2 # Т 2 Я 1а ** 

(А<Г о 2 # Ф ) * Х ^ ; ; '*- V _= ^<Г о 2 В*я 
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Итак лил показали, что ц является пзолюрфпзлюм 1еол1етрпческо1 о по .\ 

группоида Р? (-^, 1) па Р** (.У2, 2 ) . 

2) Теперь предположим, что г/ изолюрфшш РУл на Р*?, г. е. что он яв.ы 
ется биективным отображением -У] >--У2 удовлетворяющим лсли.инг 
(Л, V/) Е 001 <=> (Л<!\ В<г) е О , и (Л х/^)^ Л* 2 /М Тогда Я : а / . у 
((И) (^1 1^ У\ \ -У 2 \ -У2) является бпектпвнъш отображеииел1 У\ на У-
1чроме того: 

а) ( . 1 , В ) е 0 . 1 ^ ( Л , / ] ) е 0 1 <̂> (Л<г,В<г)с02 (Л<г,В<г) О. и 

( [ .! Ву [(Л л В)У1 >«- [( 1 1 Я)*]*- (Л* 2 />>9Т Л<г .2 // 

б) (Л, В) Опг ( Л 7 1 1 , В У 1 > 0 . 1 .Л (Л 3 4 ' ' ' , / Г 1 4 ) 0.2 <- (Л у ' 
Ву ](У2) е 0 П , о (Л>щ В*) Е <9П1> и (Л Пг Я)<? [(Л* х ., В71 'У1 1 я 

о [Л71-1 ! Й 7 1 > .Г11" 2 В ' , ] " (Л71 1? ,2 В
21 , ? Г ' (Л' 1 '" п 

п 2 /Г1 г^) Л* п 2 Л
;. 

Нрил1ечанпе. Свойства частичной операции определенной в геол ч 
рнческол1 полугруппоиде болер подробно исследованиы в рабьте [2 
В этой работе указаны необходплше и достаточные условия для он» 
побы общий полугруппоид можно бь ло считать геол1ет])пческпл1. 

2. И])имеры парных систем 

П р и м е р V Рассмотрим множества: -У3 VI, В, С, /), Е}, У {.>. г 

., I), О. \(Л, В), (В, Л), (Л, Г), (С, Л), (Л, />), (/;, Л), (Я, С), (Г . //) 
(В, ^), ( Д Я), (С, V;), (V), С), (Л, Я), (Е, Л), (V?, Д), (/?, В)}, Оп {(.!. / . 
(//, г), (.г, ~), (~, .г), (?/, г), (г, у), (х, О, (V -г) и отображения: . : О. * ^ 
П : ()п > <У определенные следующим образом: 

. : Л . В В . Л т, Л . С 6' . Л х, Л . I) I) . Л г, Я . ( 
С В * , / ? . / ) V) . В х, С . 1) В .С г, Л . Е Е . 1 

г/, Б . Е Е . В 2 

П : х П // ,(/ П г .1ГсП: г П х — В, у Г\ г ~ п ?/ Е, V (Л I 

I Г\ х Л 

Нетрудно показать, что четверка .Р (,У, ^У, ., П) удовлетворяет л е ю 
впям Р8 I и Р8 2 т. е. является парной системой. Леню можно показ ш, 
что эта парная система удовлетворяет тоже условию Р8Х 2. Проверим, 
будет-лп условие Р8Х 1 выполнено для элементов (х,у), (I, г) : (л, у). 
(С х) <= ()п х П у — Л I П х у ф (. Так как (у, () ф Оп, уе.км не 
Р8Х 1 для этих элементов не выполняется и иапрая сиетелт Р (У 
еУ, ., П) не является нормальной. 
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Ппрпл1ер 2. Расслютрпм лшожества Р, У, О. указанные в примере» 1,. 
лик жеетво Оп' 6>п и {(у, (), (I, у)}: отображение . определенное в при-
лтере 1 и огображение п ' : <9П- - •/ определенное следующим образом: 

V ( |, г]) е 6>п Ь

& П' }] | п 1} и у П 7 — I П ' у Л. 

Четверка Р' (-/, &, . , П ' ) удовлетворяет условиям Р8 1, Р8 2 и, 
следовательно, она является норма. ыюй парной системьй. 

К1це прпведел1 пример парно!! систелш, которая не является нормальной, 
пш как она не удовлетворяет у ловпю Р8Х 2. 

П р и м е р 3. Рассмотрим снова множество Л* — {Л, В, С, В, Е), мпо-
кество а {х, у, , ] , О. - {(Л, В), (В, Л), (С, В), (В, С), (С, Е), (Е, С)}, 

О {(г, у), (у, х), (х, 2), (г, х), (у, г), (г, у)} и отображеш я . : О. > -2% 

П : Оп -> -У определенные следующим образом: 

: 1 . В В . Л - у, С .1) О . С - х, С . Е = Е . С - ~ 

п . , п ~ с п х С, у п 2 х п у — Л, х п у у п х Е. 

гГак как множество ^ (или О.) не содержит элементов удовлетворяющих 
предположениям Р8 1, то ото свойство выполнено тривиальным образом. 
Нетрудно проверить, что условиям Р8 2 удовлетворяют только элементы 
Г, О), (С, Е) О.. Проверим, удовлетворяют ли они также утверждению 

Р8 2. 

(( , О), (С, Е) О С . В V ± : С . Е (С . В, С . Е) (г, г) е 

Оп (С . О) П (С . Е) г П г С. 

11.5 п])едшествую1цего очевидно, что Р (</\ У, ., П) является парной 
сне к мой. Остается еще проверить выполнение свойств Р8Х 1, Р8Х 2. 
Очевидно, что предположениям Р8Х 1 не удовлетворяет пи одна пара 
цементов множества ^ (более точно О.) и условиям Р8Х 2 удовлетворяют 
только .ыементы (х, у), (х, г). Проверилг, имеет ли для них место утвержде
ние РЯХ 2: 

О*, /у), (.г, 2) е Оп х П у — Е Ф С х П ~. Итак, на основании Р8Х 2 
было бы (х П у, х П с) е О. .г П ?/) . (.г П г) х. Последнее равенство 
неверно, так как имеет место: (х П у) . (х П г) = /? . 6' ?. Следова
тельно парная система не является нормальной. 

3. Некоторые отношения между частичными плоскостями и парными 
системами 

Пусть ./ (.У, ^ , /) частичная плоскость и .^, П у частичные 
операции определенные следующим образом: 
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(Л, В) Е0.У о А Ф В / 3 ХЕ^ А.В1х. То А.,В : .с 

(23) (ащЪ)еОп, оа + Ъ З Г е ^ Г/а, 6. То а п / Ь : У 

Так как ,У — (У\ &щ I) частичная плоскость, элементы х, У определяются 
однозначно. 

Теорема 17. Четверка р(У) : = (->*, <&, . у , п у ) является пор малы о<{ 
парной системой обладающей следующим свойством: 

(24) р(У*) = [р(У)Г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В работе [4] доказано, что р(У) является парной 
системой. Покажем, что парная система р(-У) является порлталыюи 

Р8Х 1: Пусть (а, Ъ), (с, с1) е С7П^ а п у Ъ = с Г\у о7 Ъ =-= с. То!Дч 
аГл^Ыа, Ъ с П у с!1с, с1 Ъ ф с -> а П^ Ь/6, с 6 Ф с -^ (/>, с) Оп/ 

а С\у Ъ = Ъ Г\у с. 

Р8N 2: Пусть (а, 6), (а, с) е 6>пУ а п б Ф а Сл с. Тогда а С\ ? Ъ1а. Ъ 
а П^ с/а, с => а П^ Ъ, а П у с/а / а П у 6 Ф а П^ с (а П у />. а С\ ? 

с) е <9.̂  (а П^ 6) .^ (а П у с) = а. 

Остается показать выполнение равенства (24). Очевидно, что: р(У*) 

[р(.У)]*. 

а) (а, Ь) е О.,, о а ф Ь 3 я е ^ а, 6/ -X => а ф Ъ 3 N - У А7а, Ь <^ 

о (а, 6) Е 0 П / . Кроме того: а, Ъ1~1Х => X = а . у * 6 и Л7а. 6 -- N 

— а П^ 6. Итак а .^* Ъ = а П^ 6. Таким образом мы показали, что .^* 

П , . 

б) (Л, 5) е <9пУ* <=> .4 Ф В / 3 х Е & х! М , Д о Л Ф Д 3 ., У 
Л, ^ ^ о (Л, /?) е 0._,. Кроме того: х1 М , I? - Л П^* /У — .т и Л, /3/* -

^ Л .^ I? = х. Итак Л П у * /? = А .^ В. Таким образол1 показали, что 
С\^ = . , . 

Теорема 18, Если частичная плоскость ,/ = («У, ^ , I) является сим

метричной, то р(У) является геометрическим полугруппоидом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия тсорелш следует, что У (.Ущ ^, I) 
(^, &>, I-1) = ,/* - р(1) = р(У*). Но по теореме 17 /;(-/*) [р( / ) *. 

Следовательно, у>(-Л — 1>(-Я]* т е- (--Л ^ -.^ п ^ ) (^\ -А п ^ •./)« 
пли же У = «У . у П с / . 

Теорема 19. Ес.г^ (^. /) изоморфизм частичной плоскости У (.*\ 
^ 1 , II) /ш частичную плавкость У-> (.̂ -_-, У а- I*). м0 (̂  , /) .« (яета 
тоже изоморфизмом парней системы р(У\) на парпун ечт м/ р /•_) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . р(^±) = (&и &и . ^ , П У 1 ) , р(У2) = ( ^ 2 , ^ 2 . . / з , 

пу,). 

а) Л , 2? Е 0. . 7 1 о Л Ф В \ 3 2 е ^ Л , 2?21Х <> А<Р Ф Б<Р \ Л<*>, В<Р12Х
}- О 

~ ( К , В<г) 0 . У о . Кроме того: Л , В1^х \ А<Р, В<Р12Х'<- => А<Р .^ В<Р = х}* — 
(Л , / х 2?)я. 

б) (а, Ъ) Е ( ? п < / 1 о а ф Ь З Г е ^ У21а, 6 о а я Ф Ы \ У<р12а\ Ы о 
о- (а я , 6я) Е 0 о У о . Кроме того: Т1\а, Ъ л Г ^ 2 2 а я , 6Я=> а я П / ? 6 я = У<г 

(аП/гЪ)<р. 

Пусть теперь Р = (ЗР, 3?, ., П) — парная система и 1Р отношение 
в ^ и У определенное следующим образом: 

(2~>) Л / р а о З В е . ^ ( Л , .В) е О. Л . 7? = а. 

В работе [4] (стр. 5—6) д о к а з а н о , что т р о й к а /(Р) = (ЗР, У?, 1Р) я в л я 
ется частичной плоскостью и что имеют место следующие р а в е н с т в а : 

•,(/') • п/(/>) ^ п -

Теорема 20. Если (г/), Я) является изоморфизмом парной системы Р± 
(,А, ^ 1 , .1, Пх) на парную систему Р2 = ( ^ 2 , 5^2, -2, П 2 ) , /?го (</, Я) 

л ,лястся тоже изоморфизмом частичной плоскости /(Р\) = ( ^ 1 , <^1, 2/>х) 
7/г частичную плоскость ^(Р-3) — (-^2, -5?2, 2/>2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) А1Руа > 3 В е ^^ (Л, 2?) е 0.1 \ Л .1 2? = а => 
(Л<г, 2?<0 Е 0.2 \ (Л.1 2?)я = . 1 ^ .2 -В* т. е. Л<? .2 В<Р = а я => А<г1Рга*. 

2) А<г!Рга
}- -> 3 2?<? Е ^ 2 (Л<?, 5<?) Е 0 . 2 и Л<? .2 В<Р = а* => ( Л , 5 ) Е 0.1 

и (Л .! 7?)я а* ^ ( Л , 2?) Е 0.1 А л В = а => А1Рга. 

Из предшествующих теорем очевидно следующее отношение между 
автополярными частичными плоскостями и геометрическими полугруппои
дами: 

Пусть ./ = (ЗР, &, I) — обыкновенная автополярная частичная плос
кость и о = (г/), с[ -) ее полярность. В силу теоремы 6 .5Г(,/, <р) = (ЗР, 2Ф) 
является снмметричньй частичной плоскостью и следовательно на осно
вании теоремы 18 ^ ( ^ , <р) : =р\ЗР^, ср)] является геометрическим полу
группоидом. Очевидно, что ^ ( ^ , у) (ЗР, °), где ° = -^^^ т. е. ° 
является бинарной частичной операцией в множестве ЗР определенной 
следующим образом: 

(26) (Л, В) е 0о о А ^ В \ 3 х е ЗР Х1А<Р, В<Р и А ° В : = X. 

Итак правило У сопоставляет всякой обыкновенной автополярной час
тичной плоскости ./ = (.У, ^ , 2) и ее полярности (<р, 99"1) геометрический 
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полугруппоид, где частичная операции определена отношением 2(>) 
Прямой вывод взаимного отношения между геометрическими полугруппой 
дамп и автополярными плоскостями можно папти в раПото [Г»|. 
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