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BEMERKUNGEN ZU EINEM SATZ
VON L. A. SKORNJAKOV UBER PROJEKTIVE
ABBILDUNG VON MODULN

FRANTISEK MACHALA

Im Artikel [3] veralleemeinerte L. A. Skornjakoy den von R. Baer
in |1 zefithrten Beweis des sogenannten Fundamentalsatzes der projektiven
Goemetrie. Bevor wir an die Formulierung des von L. A. Nkornjakov
azielten Irgebnisses herantreten, fuhren wir einige nntwendige Beeoritfe cin,
wobel die in [3] angewandte Bezeichnungsweise beachtet wird.

<0 F ein assoziativer Ring mit Einselement. Der linke unitire £-Modul A
wird kurz mit (F, (1) bezeichnet Jedes Element « € A generiert einen mono-
cenen Untermodul Fa. Ein Annullator ~/(J) eine: Untermenge ./ som
Mo tul (F..14) ist die Menge der Elemente o € F, fiir die «J o pilt. Wenn
(v o gilt, so ist v das freie Element im Modul 4. Die Menge der Unter-
moduln vom Modul A ist teilweise geordnet heziiglich der Inklusion. die
wir mit dem Symbol = bezecichnen. Wenn auf dieser Menge in iiblicher Weise
die Operationen N, 4 des Dizchschnittes und der Vereinigung cinecfithrt
werden, so erhalten wir einen Verband, den wit mit .4 bezeichnen.

Der Modul (F, A) heisst zulassig, wenn folgende zwei Forderungen erfillt
sind:

M 1 Wenn beliebige Elemente “x, y, z ¢ . cewithlt werden. so besteht e
freies Element we A derart. dass (For Fy - 172) N Fuw = o.

M 2. Neien @, y,u €A freie Elemente und ¢ ein beliebiges Element von A
so, dass FenNnlFy + o. Funltt+ 0. Dann existiert ein freiex Element
w A derart, dass Funilt - FunFy=FuenkFr —-FuenFu —o
Es seien Moduln (F. ). (¢! B) gegeben. Ein Isomorphismus x von Ver-

binden A, B heisst projektive Abbildung von Moduln A. B, wenn fol-

cende Bedingungen gelten:

P 1. Zu jedem Element m € A existiert ein n € B derart. dass (Fm)>*  Gn
ist.

P 2. Zu jedem Element n € B existiert ein m e .4 derart. dass (Fm)*  (a
ist.

P 3. Es existicren freie Elemente we A. v ¢ B derart. dass (Fu)>  Go il
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Eine halblinecare Abbildung von Moduln (F, d), ((/. B) ist cin P
(1, 1), wo u' ein Isomorphismus der Ringe F, ¢ und g ein Isomorphismus
der additiven Gruppen von Moduln A, B ist Dabei <ilt (o) > o0
fur alle Elemente xc F, 1 € A.

In der Arbeit [3] wurde das nachstehende Theorem bewiesen :

Theorem 1. Sei ' ein assoziativer Ring niit Einsclement Linit folgcnder finy
schaft (P):Qlilt op 1 fir Elemente o, 3 € I', so besteht ein Element v € F derarl
dass yo 1 isl.

Jede projektive Abbildung eines zuliissigen Moduls (F, dY auf den Hodul
(({, B) ist durch eine halblineare Abbildung von Moduln (F.d), ((. B) indu
ziert.

Im folgenden werden wir uns mit einigcen Verschirfuneen des Theorems 1
befassen:

1. L. A. Skornjakov stellte im Abschluss der Arbeit [3] in Frage, ob dice
Voraussetzung (P) im Theorem 1 notwendig ist. Weiter unten wird gezeict.
dass Theorem 1 ohne die Voraussetzung (P) gilt.

2. Es wird eine Modifikation des Theorems 1 fiir einen allgemeineren 1l
der sogenannten relativ zulissigen Moduln vollzogen. (Theorem 2)

zu 1) Die Voraussetzung (P) wurde nur im Teil a) im Beweis des Theorems
in [3] verwendet:

Q) Ks sei = etne projektive Abbildung von Modwln (F, 4), ((/, B) Wahlcn
wir ein fretes Elemcnt v € d und ein beliebiges Element y .1, fir dic £ N
N Fy — o gilt. Sei weiter vorausyesetzt, dass (F'a)* G, wo 2" € B ein ficios
Elcment in B ist. Dann existiert ein einziges Element y'  h(v, ', y) D fu
wclches (Fiy)*  Gy', [Fle —y))* G — ). Falls y ein freies Elcmonl
an A ist, ist y' ein solches in B.

Beweisen wir eine in gewisser Richtung allgemeinere Behauptung:

a’y Es seien Elemonte v, yc A derart gegeben, dass Fo O Fy o, /(¢
< A(y) gilt, wo </ (x), A (y) die Annullatoren von Elementen v,y sind wnd
set (Fa)*  Ga' gesetzt. Es existierl ein einziges Element y' k(v a'.y) D
derail, dass (Fy)* ', e — ) G ). Hierbei gilt o/ (47) <
< Ay

Beweis. Es sei meFy N F(er — y). Dann existicren «, p € F derart, dass
m  ay — plr — y). Hieraus erhalten wir pr — (x -+ p)y o, denn es »t
FenFy o, Es gilt somit e.o/(r) und nach Voraussetzung des SNatzes
auch ff € .</(y), also fr By — o. Daraus ergibt sich m o und es gilt

(1) FynF@ y) o.

>

Da x eine projektive Abbildung ist, existieren nach P 1 die Elemente z.t I3
derart, dass (I'y)* — Gz, [F(x y)* Gt. Zufolge F(r  y) = Fa+Fy
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ist auch [FQo p)]* = (Fo)* (Fy)* und hicraus folgt Gt < G’ 4 (=
Iis existieren also Elemente ¢ € G/, d € Gz derart, dass ¢ — ¢ 4 d ist. Aus (1)
crhalten wir (Fy)* N [F(e — y)I* o, folglich Gz N Gt o und es ¢ilt des-
halb auch (d Gt o. Wihlen wir ein belicbiges Element x ¢ ./(¢). Dann
gilt o 2t 2d 0, also af — ad. Dies bedeutet, dass ad o und es gilt
daber o .«/(d). Wir ecrhalten cie Beziehung

(2) A(e) < ./ (d).

Sei hun angenommen, dass (fe < G’ ist. Wenn §* — (e gilt, so ist S < I
und mithin .« ¢ 5. Wegen Gt < (e 4 (/d gilt Fo  y) =S+ Fy und cs
bestehen daher Elemente se S, A€ derart, dass @ — y =s  2y. Hiervon
ergibt sich .« s (A +lyelFvenFy o. Folglich ist + —s und xefs,
was jedoch ein Widerspruch ist. Es gilt somit Gl — Gla’. Auf analogem Wege
wird gezeigt, dass (/d — Gz. Es besteht also ein Element « € ¢, fiir welches
v e cilt und zugleich ein Element g e ¢ derart, dass ¢ pa’. Hicraus
folet «  pac und 3 pae.o/(c). Nach (2) gilt dann I — faxe.2/(d) und d
pad. Setzen wir y° =  ad. Dann ist & —pBy" und aus beiden letzten
Gleichungen folgt schliesslich Gy Gd (= — (Fy)*. Es gilt offensichtlich
({(xt) < Git. Zufolge ¢ pac, d - pod erhalten wir t — ¢ - d  pafc + d)
plad) und daher G(af)  Gt. Hiernach gilt G y)  Gze | ad)
Gad)  GHo [ F e y)]*
lis set 7 B ein beliebiges Element, fur das (Fy)*  Gy", [F y)|¥
Gy ilt, wobei stets (Fa)* (" ist. Danach erhilt man (y" = Gd.
Gty Gt Gle Bd) und Ga’ — Ge. Es existieren folglich Elemente
& et derart, dass y” — &, 2’ — yc. Aus der Beziehung » — y" € G(¢c + d)
folgt, dass in (¢ ein Element y derart existiert, dass die Gleichung ne — &d
y¢ | erfullt ist. Hieraus erhalt man (y — y)c — (§ + 7)d — o, denn
aus der Beziehung Fae N Fy o folgt Ge N Gd = o. Bs gilt somit »" = %c
ye,y” & — yd. Wenn g € /(') ist, so gilt o’ — pyc = o und daher
py €.</(¢). Nach (2) ist gy €.9/(d) und es gilt daher —opd = oy” o, also
oc.o/(y"). Hiernach erhalten wir die Beziehung

(3) A £ Ay

FFir das Element y” gilt ferner Gy’ - Gy”, G’ — y") =— G(+" — ') und es
existieren Elemente o, § e ¢ fiir die

(4) (]// a?///’ .L'I - !// — ﬁ(tl" . ?//r)

¢ilt. Hiervon erhilt man, wegen Gx’ N Gy” — o, die Gleichungen (f — 1)a”
py" (B — 2)y” = o. Deswegen ist f — 1 €.57(x') und nach (3) ist
auch g 1e/(y"), also o' — pv', y" = fy”. Die zweite Beziehung in (4)
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erhiillt somit die Form " — " o' %" und daraus folet " 4. Nl (3)
eilt .«/(¥') = ~/{y’). Somit ist der Beweis beendet.

Verallgemeinern wir nun noch cinigermassen die Behauptune b a i~

by Es seten Elemente v, y € A gegeben, fir die Fo N Fy o, /() /(.
Dann gilt y' = h(x, 2", y) gencu dann. wenn " h(y,y'. 1) st

Beweis. Da .o/(x)  /(y) gilt, ist nach a’) Element 5" k(..o <7 -
deutiz bestimmt. wo (Fu)* [ F e —1F GO ) st Analoe
wird das Element " — k(y. ', ©) bestimmt, so dass (Fw)™  Ga" (v,
[Fiy )1 [Flr—wy))* Gy —2") G y)gilt. Nach a) bedeutct
dies allerdings. dass »” 2" und es gilt mithin " A(y. y'. v). Audog be
weist man die Giltigkeit unserer Behauptung in umegekehrter Richtunc

Aus '), b)) ergibt sich schon unschwer die Behauptung a). Da ftur Tas
freie Element v e A o/(a) o gilt, ist dann .2/(2) < o/(y) fur jedes Elemont
y 1. Der erste Teil der Behauptung a) ist daher eine Spezialisierune von :
Wenn .o/(¢)  .o/(y) ist, dann geht aus den Sétzen a’), b’) die Gleichun. . /(a

</(y") hervor. Sind &, y € A freie Elemente und ist @' I auch eia fr ies
Element, dann gilt o/(x)  &/(y) o und zugleich /(") /()
d. h. y e D ist ein ficies Element. Dic Behauptung a) wude ~omi olie
Benutzung der Eigenschaft (P) bewiesen. Theorem 1 ¢ilt demnach fur (1l
assoziativen Ringe / mit Kinselement.

zu 2) Kin Element @ € (7, A) wird relativ frei genanint eenau dann, wem
/() £ A (y) fur alle Elemente y 4 gilt. Offensichtlich cilt dann -/

/(d), worin ./(d) ein Annullator des Moduls A ist. Nach [2 ist /(4
cin zweiseitiges Ideal im Ringe #. Ein Modul (F, 4), der den Be lincun.ct
M 1, M 2 geniigt, wo freie Elemente durch die relativ freien ersetzt werden
wird cin relativ zuldssiger Modul genannt. Jedes freie Element i<t zuzleicl
relativ freie und jeder zuldssige Modul ist relativ zuldssie.

Betrachten wir einen Restklassenring F;  F.o/{d) und setzen wir 3

z A, «eF. Fiar Elemente o, el gilt o  Ja fur jei-~
ve.d genau dann. wenn ¥ f. Auf der additiven Gruppe vom Modul (£. .1
lasst sich eine Struktur vom /4 — Modul durch die Vorschrift 1 20 ein
fihren. Betrachten wir die Abbildung x:cr > vom Modul (£..4) auf
den Modul (F . d). Es gilt dabei (Fr)*  Fi e und 2 Le. Wenn ein Ele-
ment x € (I'. ) relativ frei ist, so gilt 7a* — 0 genau dann. wenn 7 o ist.
Dann ist das Element a* e (F 4, A) frei. Wenn der Modul (F. .1) relativ zu-
lissig ist, dann ist der Modul (F,.d) zulissic. Bezeichnen wir mit . |
Verbande der Untermoduln von Moduln (F, d), (£4..d). Die durch die Vor-
schrift 7 87 Sed definierte Abbildung # ist ein Isomorphismus von
diesen Verbdnden.

Wir wollen nun einen weiteren Modul (¢, B) betrachten und fur ihn cine
analoge Bezeichnungweise wie fiir den Modul (/. 4) verwenden: x hezeichnet
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di - entsprechende Abbildung vom Modul (¢, B) auf den Modul (Gg. B) und
y’ einen Isomorphismus von Verbanden B, B, wo U — U fur U e B.

Ein Isomorphismus von Verbianden 4, B, der den Bedingungen P1—P 3
veniiet, wo freie Elemente in P 3 durch die relativ freien ersetzt sind, wird
cine relativ projektive Abbildung von Moduln (F, 4), (G, B) genannt.

Wenn & ¢ine relativ projektive Abbildung von Moduln (F, A1), (G, B) ist,
dann ist die durch die Vorschrift

(5) (Smyw (S&)', Sed

definierte Abbildung u cine projektive Abbildung von Moduln (#,4, 4),
((/y;, B): Da & ein Isomorphismus von Verbinden A, B ist, ist u offensichtlich
¢in Isomorphismus von Verbianden 4, 3. Es bleibt noch zu beweisen, dass u
den Bedingungen P 1—P 3 geniigt.
P> 1. Wahlen wir ein beliebiges Element @ € A. Da & eine relativ projektive
Abbildung von Moduln (£, 4), (¢, B) ist, besteht ein Element b € B derart,
dass (Fa)s  Gb. Es gilt weiter F'4a — (F'a)* = (Fa)1. Nach (5) ist (F4a)*
(Fa)ynr — (Gbyn" — (Gby*" = Ggb.
P 2. Wiahlen wir ein beliebiges Ilement b € B. Es existiert ein Element « € 4
derart, dass (Fa)¢ (b ist. Dann gilt (Faa)4 = Ggb.
P 3. Es bestehen relativ freie Elemente u € 4, v € B derait, dass (Fu)s5 = G gilt.
Dann sind die Elemente u*, v*' frei und es gilt (F u)# = ((Fu)n) — (Gv)yn’
({pv. Daraus ergibt sich (K u#)4 = Ggv*'.
Entsprechend gilt auch diec Umkehrung: Ist u eine projektive Abbildung
von Moduln (Fa. d), (Gg, B), dann ist die durch die Vorschrift

() (L —(Uay ', Ued

bestimmte Abbildung &, eine relativ projektive Abbildung von Moduln (#, 4).
(. B).

Jede halblineare Abbildung ¢ von Moduln (F4, d), (Gg, B) induziert eine
projektive Abbildung u dieser Moduln durch die Vorschrift: U = Ue, ["e A
(vel. [3]). Nach (6) ist die Abbildung &: (U"")s — (U#)" ' eine relativ pro-
jektive Abbildung von Moduln (F, 4), (¢, B). In diesem Fall werden wir
behaupten, dass auch & durch die halblineare Abbildung o von Moduln (#4, 4),
((/, B) induziert ist. Sei nun (/, A1) ein relativ zulissiger Modul und & eine
relativ projektive Abbildung von Moduln (F, d), (¢, B). Betrachten wir
die nach (5) und durch £ erklarte projektive Abbildung x von Moduln (F 4, 4),
(/. B). Da der Modul (F 4, 4) zuldssig ist, ist nach Theorem 1 die Abbildung u
durch cine halblineare Abbildung ¢ von Moduln (#4, 4), (Gg, B) induziert,
al~o gilt (S1)s  (S%)7", S e A. Wird Sn U gesetzt, so erhalt man (Us)" "

(L") und die Abbildung & ist dann durch die halblineare Abbildung o
induziert. Hieraus ergibt sich
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Theorem 2. Sei F ein assoziativer Ring mit Einselcwent. Jede rclativ projeklor
Abbildung von ewnem ielativ zilissigen Modul (F, d) auf eincn I odul ((+ 3
wird durch eine halblineare Abbildung von Moduln (F4, d), (G, B) induzicri

Al Anwendungsbeispiel betrachten wir einen vollstandig reduziblen Mo lul
L« gebe ein maximales Linksideal .7 im Ringe /" mit Idinselement, das zu_lcich
cin 7weiseitiges Ideal ist. Sei nun im R'nge I’ in natiirlicher Weise die Struk
tur des Linksmoduls F, eingefithrt. Dann ist der Faktormodul F, # einfach
Nei weiter vorausgesetzt, dass der Modul (F, d) eine direkte Summe von
Moduln ist, die alle mit dem Modul /', # isomorph sind. Dann ist .o/(a /
fiir jedes Element @ & o e (F, d) und es @ilt daher .«/(d)  #. Jedes Elon ent
o0 (F, d) ist relativ frei. Der Modul (I, .d) ist ein Vektorraum. dcnn
nach {2] ist der Ring /4 ein Korper. Besitzt der Modul (F,.1) vier unabl m
cige monogence Teilmoduln, dann ist er relativ zuldssie. Jede relativ projektive
Abbildung vom Modul (F, 4) auf einen Vektorraum 17 ist dann durch cin
halblineare Abbildung der Vektorraume (F4, .1), 17 induziert.
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