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BEMERKUNGEN ZU EINEM SATZ 
VON L. A. SKORNJAKOV ÜBER PROJEKTIVE 

ABBILDUNG VON MODULN 

FRANTIÖEK MACHALA 

Im Artikel [3] verallgemeinerte L. A. S k o m j a k o A den von R. B a e r 
in [1 geführten Beweis des sogenannten Fundamentalsatzes der projektiven 
( iumctr ie . Bevor wir an die Formulierung des von L. A. S k o r n j a k o v 
u zielten Ergebnisses herantreten, führen wir einige notwendige Begriffe ein, 
wobei die in [3] angewandte Bezeichnungsweise beachtet ivird. 

E s u F ein assoziativer Ring mit Einselement. Der linke unitäre F-Modul A 
wird kurz mit (F, A) bezeichnet Jedes Element aeA generiert einen mono-
uencn Untermodul Fa. Ein Annullator s/(3I) eine1 Untermenge M \ om 
Mo lul (F.^i) ist die Menge der Elemente occFn für die ccM o gilt. Wenn 
f/(r o gilt, so ist x das freie Element im Modul A. Die Menge der Unter-
moduln vom Modul A ist teilweise geordnet bezüglich der Inklusion, die 
w ir mit dem Symbol ^ bezeichnen. Wenn auf dieser Menge in übliche] Weise 
die Operationen n , -j des Duichschnittes und der Vereinigung eingeführt 
weiden, so erhalten wir einen Verband, den wh mit A bezeichnen. 

Der Modul (F, A) heisst z u l ä s s i g , wenn folgende zwei Forderungen erfüllt 
sind : 
M 1 Wenn beliebige Elemente \r,y,zeA Gewählt werden, so besteht ein 

freies Element w e A derart, dass (Fx Fy --- Fz) n Ftv = o. 
M -. Seien x,y,veA freie Elemente und t ein beliebiges Element von A 

so, dass Fx nFy =%= o. Fu n Ft =j= o. Dann existiert ein freies Element 
ic A derart , dass F^c n Fl - Fw n Fy — Fu- n Fx — Fw n Fu - o 
Fs seien Moduln (F. J ) , (G B) gegeben. Ein Isomorphismus * \on Ver

bänden A, B heisst p r o j e k t i v e A b b i l d u n g von Moduln A. B, wenn fol
gende Bedingungen gelten: 
P 1. Zu jedem Element w e A existiert ein n e B derart, dass (Fw)1-' Gn 

ist. 
V 2. Zu jedem Element n e B existiert ein meA derart, dass (Fmy Gn 

ist. 
P 3. Es existieren freie Elemente VEA. veB derart, dass (Fu)" Gv gilt 
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Eine h a l b l i n e a r e A b b i l d u n g von Moduln (F,A), (cV, B) ist ein I h n 

(fi',jii), wo / / ein I somorph i smus der Ringe F,G und H ein Isomorphismus, 

der add i t iven Gruppen von Moduln A,B ist Dabei gilt (a,i)// y' v / ' / 

für alle E l e m e n t e a e F, *t G ̂  . 

I n der Arbei t [3] wurde das nachs tehende Theorem bewiesen: 

Theorem 1. Sei F ein assoziativer Bing mit Einsdement Y mit folgotth r Bing 

schaft (Vy.Gitt xß 1 für Elemente a, ß e F, so besteht ein Element y c F doatl 

dass yoc 1 ist. 

Jede projektive Abbildung eines zulässigen Moduls (F', A) auf den Modul 

(G,B) ist durch eilte halblineare Abbildung von Moduln (F.A), (G,B) ittdu 

ziert. 

I m folgenden werden wir uns mit einigen \Vrsehärfunaen des Theorems 1 

befassen: 

1. L. A. Skornjakov stell te im Abschluss der Arbei t [3] in Frage, ob die 

Vorausse tzung (P) im Theorem 1 notwendig ist. Wei te r un ten wird uezfiiA . 

(Fiss Theorem 1 ohne die Voraussetzung (P) gilt. 

2. E s wird eine Modifikation des Theorems 1 für einen allgemeine] eu F d l 

der sogenannten re la t iv zulässigen Moduln vollzogen . (Theorem 2) 

zu I) Die Vorausse tzung (P) wurde nur im Teil a) im Beweis des Theoieras 

in [3] v e r w e n d e t : 

a) Es sei * eine projektive Abbildung von Moduln (F,A), (G, B) W ahU n 

wir ein freies Elemoit xeA und ein beliebiges Element y A, für die F> n 

OK / / — o gilt. Sei weiter vorausgesetzt, dass (Fx)* Gx', wo x' e B ein jidts 

Element in B ist. Dann existiert ein einziges Element / / h(x,x',y) B. j'n 

welches (Fy)* Gy', \F(x — / / )]* G(x' — / / ) . Falls y ein freies Element 

in A ist, ist / / ein solches in B. 

Beweisen wir eine in gewisser R i c h t u n g allgemeinere B e h a u p t u n g : 

a') Es seien Elemente x, ycA derart gegeben, dass Fx n Fy o. s/(v 

= -"/{])) yitt? wo <?/(*), -^(y) die Annullatoren von Elementen x, y sind und 

sei (Fx)* Gx' gesetzt. Es existiert ein einziges Element y' h(x. x'. //) B 

deratf, dass (Fy)* Gy', \F(x — / / )]* G(x' y'). Hierbei gilt -o/(x') < 

B e w e i s . E s sei meFy nF(x — //). Dann exist ieren oc, ßeF de ra r t , dass 

m yjj — ß(x — y). Hieraus e rha l t en wir ßx — (oc + ß)y o, denn es st 

Fx n Fy o. E s gilt somit ß e s/(x) u n d nach Vorausse tzung des Satzes 

auch ß e -c/(y), also ßx ßy - o. Daraus ergibt sich /// o und es gilt 

(1) FynF(x y) o. 

D a * eine projekt ive Abbi ldung ist, existieren nach P 1 die E lemente ~. / B 

dera r t , dass (Fy)* - Gz, \F(x y)]* Gt. Zufolge F(x //) g Fx ~f- Fy 
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ist auch [F(A y)]* ^ (Fx)* (Fy)* und hieraus folgt Gt ^ Gx' -f Gz. 
Es existieren also Elemente c c Gx\ d c Gz clerarl, dass t — c -j- d ist. Aus (I) 
erhalten wir (Fy)* n [F(x — /j)]:l o, folglich Gz n Gt o und es gilt des
halb auch Gd n Gt o. Wählen wir ein beliebiges Element ycs/(c). Dann 
gilt yc yt yd o, also yt — yd. Dies bedeutet, dass yd o und es gilt 
daher y -r/(d). Wir erhalten c ie Beziehung 

(->) V ( r ) < -o/(r/). 

Sei nun angenommen, dass Gc < Gx' ist. Wenn S* — Gc gilt, so ist S <. Fi 
und mithin .* ^ *S\ Wegen 6t ^ cVr -f (7d gilt F(x y) ^ S-j-Fy und es 
bestehen daher Elemente seS. XcF derart, dass x — y = s hj. Hiervon 
ergibt sich x s (/ -f 1)// G Fr n F?/ O. Folglich ist .r — 5 und xeS, 
was jedoch ein Widerspruch ist. Es gilt somit 6/r — G.r'. Auf analogem Wege 
A\ird gezeigt, dass Gd — Gz. Es besteht also ein Element ycG, für welches 
v' yc oilt und zugleich ein Element ß c G derart, dass c ßx'. Hieraus 
folgt ( ßyc u n d ] ßycs/(c). Nach (2) gilt dann 1 — ßyc-r/(d) und d 

ßyd. Setzen wir // = yd. Dann ist d —ßy' und aus beiden letzten 
Gleichungen folgt schliesslich Gy Gd Gz — (Fy)*. Es gilt offensichtlich 
G(xt) < Gt. Zufolge c ßyc, d - ßyd erhalten wir t — c + d ßy(c -f d) 

ß(yf) und daher G(yt) Gt. Hiernach gilt G(x' //) G(yc \ yd) 
G(yJ) Gt \F(x y)]*. 

Es sei y" B ein beliebiges Element, für das (Fy)* Gy", [F(x y)\* 
G(x' y") gilt, wobei stets (Fx)* Gx' ist. Danach erhält man Gy" = Gd. 

('(-v' !j") (*t ^(c \~ d) u n ( l ^x' ~ ^c- ^ s existieren folglich Elemente 
$, )j c G derart, dass y" — fr/, x' - tjc. Aus der Beziehung x' — y" c G(c + d) 
folgt, dass in G ein Element y derart existiert, dass die Gleichung rjc — £r1 

yc \- yd erfüllt ist. Hieraus erhält man (?y — y)c -— (ij -f- y)d — O, denn 
aus der Beziehung Fx n Fy o iolgt Gc n Gd = o. Es gilt somit x' — rjc 

yc, y" £d — yd. Wenn q cs/(x') ist, so gilt qx' — qyc = o und daher 
qycx/(c). Nach (2) ist qy c s/(d) und es gilt daher —gyd = oy" o, also 
o c s/(y"). Hiernach erhalten wir die Beziehung 

(3) V(.-') * */(y"). 

Für das Element y" gilt ferner Gy' - Gy", G(x' — y") = G(x' — y') und es 
existieren Elemente y, ß c G für die 

W >/' *y\ x'-y' = ß(x'-y") 

gilt. Hiervon erhält man, wegen Gx' n t?//" —- O, die Gleichungen (ß — \)x' 
ßy" / / (ß — a)#" ==" °- Deswegen ist ß — 1 e s/(x') und nach (3) ist 

auch/> \cs/(y"), also x'—ßx:', y" = ßy''. Die zweite Beziehung in (4) 
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erhält somit die Form . / — y' . / y" und daraus folgt y" y . Xicl (3) 
gilt s/(x') ;g s/(y')> Somit ist der Beweis beendet. 

Yerallgemeinern wir nun noch einigermassen die Behauptung b a î  •* • 
b') Es seien Elemente x, y c A gegeben, für die Fx n Fy o. .r/{.i) . /(i . 

Dann gilt y = h(x, x', y) genau dann, ivenn x' h(y,y'..\) ist. 
B e w e i s . Da s/(x) °/(y) gilt, ist nach a') Element y' h(x. . • . // *-' -

deutig bestimmt, wo (Fx)* Gx'. [F(x - y)Y G(\' y') ist. Anal >u 
A\ird das Element x" ~~ h(y. y', x) bestimmt, so dass (Fx)''' Gj' G> . 
[F(y x)]* [F(x - y)]* G(y' - x") G(c' y') gilt. Xach a ) bedeutet 
dies allerdings, dass x" x' und es gilt mithin . / h(y.y'.x). Analog b<> 
weist man die Gültigkeit unserer Behauptung in umgekehrter Richtung 

Aus a'), b') ergibt sich schon unsclrwer die Behauptung a). Da für las 
freie Element XEA s/(x) o gilt, ist dann s/(x) ^ <r/(y) für jedes Elem< nt 
// A. Der erste Teil der Behauptung a) ist daher eine Spezialisieruno von i 
Wenn s/(x) -r/(y) ist, dann geht aus den Sätzen a'), b') die Gleichung • /(•> 

•f/())') hervor. Sind x,yeA freie Elemente und ist . / B auch ein fr ies 
Element, dann gilt s/(x) <?/(?/) o und zugleich - r / ( / ) -"/(// 
d. h. y' E B ist ein fieies Element. Die Behauptung a) winde somi ol i c 
Benutzung der Eigenschaft (P) bewiesen. Theorem 1 gilt demnach füi < 11 
assoziativen Ringe F mit Einselement. 

zu 2) Ein Element x e (F, A) wird r e l a t i v frei genannt genau dann, v\< in 
s/(x) ^ ^/(y) für alle Elemente y A i>ilt. Offensichtlich gilt dann - / . 

•r/(A), worin s/(A) ein Annullator des Moduls A ist. Xach [2 ist r/(A 
ein zweiseitiges Ideal im Ringe F. Ein Modul (F,A), der den Be linguiuei 
M I, 112 genügt, wo freie Elemente durch die relativ freien ersetzt weiden 
wird ein r e l a t i v z u l ä s s i g e r Modul genannt. Jedes freie Element ist z iuh icl 
telativ freie und jeder zulässige Modul ist relativ zulässig. 

Betrachten wir einen Rcstklassenring FA F s/(A) und setzen vir \ 
x s/(A). XEF. Für Elemente et, ß e F gilt x>\ ß.) für je i s 

x t A genau dann, wenn x ß. Auf der additiven Gruppe vom Modul (F. .1 
lässt sich eine Struktur vom F\ — Modul durch die Vorschrift \,> x> ein 
führen. Betrachten wir die Abbildung x : xx >xx vom Modul (F.A) auf 
den Modul (FA. A). Es gilt dabei (Fx)* FAx und xy \x. Wenn ein Ele
ment x E (F. A) relativ frei ist, so gilt yxy — o genau dann, venu y o ist. 
Dann ist das Element x* E (Fj, A) frei. Wenn der Modul (F.A) relativ zu
lässig ist, dann ist der Modul (FA.A) zulässig. Bezeichnen wir mit A. [ 
Verbände der LTntermoduln von Moduln (F,A), (FA.A). Die durch die Yoi-
schrift S* Sy. S E A definierte Abbildung rj ist ein Isomorphismus von 
diesen Verbänden. 

Wir wollen nun einen weiteren Modid (6', B) betrachten und für ihn eine 
analoge Bezeichnungweise wie für den Modul (F. A) verwenden: x bezeichnet 
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di entsprechende Abbildung vom Modul (G, B) auf den Modul (GB. B) und 
>/ einen Isomorphismus von Verbänden ß, ß, wo U*' - Uy-' für F e 15. 

Ein Isomorphismus von Verbänden A,ß, der den Bedingungen P 1—P3 
ucnüi>t, wo freie Elemente in P 3 durch die relativ freien ersetzt sind, wird 
eine r e l a t i v p r o j e k t i v e A b b i l d u n g von Moduln (F,A), (G,B) genannt. 

Wenn £ eine relativ projektive Abbildung von Moduln (F,A), (67, B) ist, 
dann ist die durch die Vorschrift 

(5) (S*)» (SS)*', S e i 

definierte Abbildung /u eine projektive Abbildung von Moduln (FA,A), 
(GB, B): Da £ ein Isomorphismus von Verbänden A, B ist, ist ta offensichtlich 
ein Isomorphismus von Verbänden Ä, ~ß. Es bleibt noch zu beweisen, class /u 
den Bedingungen P 1—P 3 genügt. 
P ]. Wählen wir ein beliebiges Element aeA. Da £ eine relativ projektive 
Abbildung von Moduln (F,A), (G,B) ist, besteht ein Element beB derart, 
da.ss (Fay Gb. Es gilt weiter FAa - (Fay = (Fa)'K Nach (5) ist (FAay 

((Fayy (Gb)*' - (Gb)*' = GBb. 
P 2. Wählen wir ein beliebiges Element beB. Es existiert ein Element aeA 
derart, dass (Fay Gb ist. Dann gilt (FAa)-a = GBb. 
P 3. Es bestehen relativ freie Elemente u e A, v e B derait, dass (Fii)* = Gv gilt. 
Dann sind die Elemente v*, v*' frei und es gilt (FAuy = ((Fn)»)« — (Gv)*' 

GBv. Daraus ergibt sich (FAuyy = GBvy'. 
Entsprechend gilt auch die Umkehrung: Ist ju, eine projektive Abbildung 

AOII Moduln (FA.A), (GB,B), dann ist die durch die Vorschrift 

(«) (Uri 'y - (U»)* \ UeA 

bestimmte Abbildung £, eine relativ projektive Abbildung von Moduln (F, ^1), 
((,', B). 

Jede halblineare Abbildung a von Moduln (FA,A), (GB,B) induziert eine 
projektive Abbildung JU dieser Moduln durch die Vorschrift: U" = UG, UeA 
(vol. [3]). Nach (G) ist die Abbildung £: (W'y - (U^f' l eine relativ pro
jektive Abbildung von Moduln (F, A), (G, B). In diesem Fall werden wir 
behaupten, dass auch £ durch die halblineare Abbildung a von Moduln (FA, A), 
(Gn,B) induziert ist. Sei nun (F, A) ein relativ zulässiger Modul und £ eine 
relativ projektive Abbildung von Moduln (F, A), (G,B). Betrachten wir 
die nach (5) und durch £ erklärte projektive Abbildung tu von Moduln (FA, A), 
(Gu< B). Da der Modul (FA , A) zulässig ist, ist nach Theorem 1 die Abbildung JU 
durch eine halblineare Abbildung a von Moduln (FA,A), (GB,B) induziert, 
aKo gilt (8*)° (S?)*\ S e Ä. Wird S» U gesetzt, so erhält man (U°Y x 

(U*1 ly und die Abbildung £ ist dann durch die halblineare Abbildung a 
induziert. Hieraus ergibt sich 
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Theorem 2. Sei F ein assoziativer Ring mit Einseh ment. J ed( ulatir ptoje Uin 
Abbildung von einem relativ zulässigen Modul (F', A) auf einoi Mxlul (ff B 
wird durch eine halblineare Abbildung von Moduln (FA,A), (Gß,B) induzinf 

Ah Anwendungsbeispiel betrachten w ir einen vollständig reduziblen Mo lul 
Es gebe ein maximales Linksideal .'/f im Ringe F mit Einselement, das zu_h ich 
ein zweiseitiges Ideal ist. Sei nun im R'nge F in natürlicher Weise die s t ink 
tur des Linksmoduls Fe eingeführt. Dann ist der Faktormodul Fe '/f einfach 
Sei weiter vorausgesetzt, dass der Modul (F, A) eine direkte Summe \on 
Moduln ist, die alle mit dem Modul Fe # isomorph sind. Dann ist .<V(.\ / 
für jedes Element x =f= o e_ (F, A) und es gilt daher - r / (A) / . Jedes Ekn ent 
r =t 01 (E,A) ist relativ frei. Der Modul (FA,A) ist ein Vektorraum, denn 
nach [2] ist der Ring FA ein Körper. Besitzt der Modul (F, J ) vier unabi in 
gige monogene Teilmoduln, dann ist er relativ zulässig. Jede relativ p ro jek t iv 
Abbildung vom Modul (F,A) auf einen Vektorraum V ist dann durch eine 
halblineare Abbildung der Vektorräume (FA,A), V induziert. 
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