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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS 

Ročník III ': 1953 Číslo 3—4 
, ——777 

O DIREKTNOM SÚCINE POLOGRÚP 
JÁN IVAN, BRATISLAVA 

(Došlo dna 15. IX. 1953) 
Cie.Tom tohto článku je vyšetrovanie vlastností direktného súčinu polo-

grúp a rozkladu jednoduchých pologrúp na direktný súčin iných pologrúp. 
Najprv uvedieme niektoré základné deíinície a vety z teorie pologrúp 

( S c h w a r z [1]). 
Pologrupou nazýváme každú neprázdnu množinu elementov a, b, c, . . ., 

ktorá je uzavretá vzhFadom na nejakú jednoznačná asociatívnu operáciu 
(násobenie): (ab) c = a (bc). 

Neprázdnu podmnožinu L pologrupy S nazýváme Favým ideálom polo-
grupy S, ak je splněný vztah SL £ L , t. j . pre Tubovolné s 6 S, / 6 L platí 
si G L. Pravým ideálom nazýváme podmnožinu i?, ktorá splňuje podmienku 
fíS^S. Obojslranným ideálom nazýváme podmnožinu M, ktorá je sú-
časne Favým aj pravým ideálom pologrupy S, t. j . splňuje podmienky 
SM £ M, MS^M. 

Prenik (ak je neprázdný) aj súčet dvoch 1'avých (pravých, obojstran-
ných) ideálov je 1'avý (pravý, obojstranný) ideál. 

Pologrupa S móže (ale nemusí) obsahovat element z, ktorý má tuto 
vlastnost: z • a = a • z = z pře každé a 6 S. Takýto element nazýváme 
nulou pologrupy. Pologrupa móže obsahovat najviac jednu nulu. 

Eavý (pravý, obojstranný) ideál pologrupy S nazýváme minimálnym 
ideálom pologrupy S, ak neobsahuje v sebe ako vlastnú podmnožinu už 
žiadny iný Tavý (pravý, obojstranný) ideál pologrupy S. 

Pologrupa zrejme nemusí obsahovat minimálně 1'avé (pravé, obojstranné) 
ideály. 

Dva rózne lavé (pravé) minimálně ideály majú prázdny prenik. Polo
grupa móže mat najviac jeden minimálny obojstranný ideál. 

Nula (ak existuje) je pri nasej definícii minimality zrejme jediným 
existujúcim minimálnym Favým (pravým, obojstranným) ideálom. V pří
pade pologrúp s nulou budu teda niektoré vety, hovoriace o minimálnych 
ideáloch, triviálně. 

Pologrupu S, ktorá neobsahuje žiadny obojstranný ideál M =f=S, bu
deme nazývat jednoduchou pologrupou. 

Teraz dokážeme tri jednoduché vety o minimálnych ideáloch, ktoré 
budeme v dalšom potřebovat. 
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Veta 1: Eavý ideál L pologrupy S je minimálny viedy a len vledy} ak v ňom 
rovnica xa = b má riešenie pre každé a 6 L, b 6 L. 

D o k a z: Nech L je minimálny 1'avý ideál pologrupy S. Vezmime 1'ubo-
volný element a š L. Iste platí: 

La£L. 

Množina La je zrejme tiež 1'avým ideálom pologrupy S. Kedže podlá před
pokladu ideál L je minimálny, musí platit: 

La = L. 

To znamená: ku každému ačL, bčL existuje také x € L, že xa =b. 
Naopak, nech L je 1'avý ideál pologrupy S, v ktorom má rovnica 

xa = b riešenie x € L pre každé ač L,b € L. Potom je isté pre každé ač L 

La^L. 
Teda je -

L £ L a , S L 2 . 

Kedže je však vždy L2 £ L, je 

L £La£L, 
t . j . 

L a - L . 

Predpokladajme, že L nie je minimálny ideál. To znamená, že polo-
grupa S obsahuje ešte nějaký 1'avý ideál L' c L. Ak a! € L', potom 

Sa! £ U 

a tým skór 
La'£U. 

Ale kedže a' € L, je 
La' = L. 

Z toho vyplývá 
L £ L ' , 

co je spor s predpokladom, že L' c L. Teda L je minimálny 1'avý ideál. 

Právě tak sa dokáže: 
Veta la : Pravý ideál R pologrupy S je minimálny vledy a len vledy, ak 

v ňom rovnica ay = b má riešenie pre každé a € /?, b G R. 
Pre obojstranné ideály platí: 

Veta 1b: Obojslranný ideál M pologrupy S je minimálny vledy a len vledy, 
ak v ňom rovnica xay = b má riešenie pre každé a € M, b € M. 

D 6 k a z: Nech M je minimálny obojstranný ideál pologrupy S. Vezmi
me Tubovolný element ačM. Pretože M je obojstranný ideál, platí: 

Ma S M , aM £ M, 
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teda 

MaM C M . 

Množina M a M je zrejme tiež obojstranný ideál v S. Kedže podťa před
pokladu M je minimálny obojstranný ideál, musí platit: 

MaM = M. 

To znamená: ku každej dvojici a € M, b £ M existuji! také # £ M, y € M, 
že cca*/ -= b. 

Naopak, nech v obojstrannom ideáli M má rovnica xay = b riešenie 
pre každé a € M, b € M. To znamená, že pre každé a € M je 

M a M ^ A / . 

Teda dalej je 
M £ MaM £M* £M, 

preto je 
MaM = M. 

Predpokladajme, že ideál M nie je minimálny. Teda S obsahuje ešte 
nějaký obojstranný ideál M' c M. Vezmime rubovol'ný element a' € M'. 

Platí: 

Sa' c M', ďS £ M', 

teda aj 

SďS c M' 
a tým skór 

MďM C M ' . 

Ale pretože M' c M, je a' € M a teda 
MďM = M, 

čiže 
M£M'. 

To odporuje předpokladu, že M' c M. Teda M je minimálny obojstranný 
ideál pologrupy S. 

Dofmíeia: Nech Sx = { aa }, S2 = { bp }, kdo <%, /? prebichajú nějaké mno
žiny indexov, sú dve pologrupy. Direklnýtn súčinom týchto pologrúp budeme 
nazýval množinu S všetkých usporiadaných dvojíc (a«, bp), kde aa prebieha 
všetky prvky z Sx a bp všetky prvky z S2. Píšeme: S = S± X S2. 
V" Ze/7o množině definujeme násobenie takto: 

(aa, b^) • (ar, bó) = (aaa7, bftbč). 
Z tejto definície vyplývá hned: 

Veta 2 : Direktný súčin dvoch pologrúp je pologrupa. 
Naskýtá sa teraz otázka, ktoré vlastnosti pologrúp sa zachovávajú 
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pri tvoření direktných súčinov a dalej, aké vlastnosti direktného súčinu 
sa dajú odvodit z vlastností jednotlivých faktorov. Nasledujúce vety 
dávajú na niektoré takéto otázky odpoved. 

Veta 3 : Nech pre i = 1,2 je L; (i? ;, M,-) lávy (pravý, obojslranný) ideál 
pologrupy Si. Potom L = Lxx L2 (R = fíx x U2, M = Mx x M2) je l'avý 
(pravý, obojstranný) ideál pologrupy S = S± X S2. 

D ó k a z : Nech Mx, M 2 sú obojstranné ideály pologrúp S1^{aa}, 
S2 = {&/?}• Označme: 

M1 = {a{,}, M2 = {bv'}. 
ix, v tu prebiehajú isté podmnožiny množin indexov {oc}, {/?}. 
Pre 1'ubovolné (a a, bfi) 6 S a (a{,, bv) 6 M = M x x M 2 platí: 

(a„, 6/,) (a;, b;) - (a a a;, b^b;) 6 M, (1) 
pretože a^a^ 6 M 1 } bpbv 6 M 2 . 
Súčasne je 

(a ; , bv') (aa, bp) = (a,{ a a , b{ bp) G M , (2) 

pretože. a{Laa 6 M l 7 bv bp G M2. 
Vztahy (1), (2) hovoria, že množina M = M1 x M2 je súčasne 1'avým aj 
pravým ideálom, teda obojstranným ideálom pologrupy S = Sx x S2. 
Tým je veta pre případ obojstranných ideálov dokázaná. 

Pre 1'avé a pravé ideály dokážeme vetu úplné analogicky. 
Veta 4a : Nech Si (i = 1,2) sa dve pologrupy, z klorých každá má mini-

málny obojstranný ideál Mt-; polom 
1. aj direklný súčin S = S± X S2 má minimálny obojstranný ideál M, 
2. platí M = Mx X M 2 . 
D ó k a z : Direktný súčin M = Mx X M2 je podFa vety 3 obojstran

ným ideálom pologrupy S = Sx X S2. Třeba ešte dokázat, že je minimálny. 
Na základe vety lb stačí dokázat, že k libovolným (af[, bv) 6 M, (a{ , ba')€M 
existujú také (a{, b{) e M a (a,/, bj) € M, že 

K , ^ ) W A ' ) ( a ; ^ ) - W , ^ ) . (3) 
Ukážeme, že také prvky v M skutočne existujú. Podl'a předpokladu sú 
ideály Mx, M 2 minimálně. Teda podta vety lb k Tubovorným af[ 6 A/x, 
a{ € Mx existujú také a{ € Mx, a;?' € M1} že 

a/ a{L a'} = aQ 

a k libovolným b'včM2, bv£M2 existujú také b'^€M2, b?/' 6 M2 , že 

b{b'vb'n = b'a. 

Teda (a\, b[), (a'n , b^) sú z M a iste vyhovujú rovnici (3), č. h. t. d. 
Analogicky dokážeme (použitím vety 1): 
Veta íh: Nech S,- (i = 1,2) sú dve pologrupy, z klorých každá má aspoň 

jeden minimálny lavý ideál Lx. Polom 
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1. aj direktní) súčin S = Sx X S2 má aspoň jeden minimálny lauý ideál, 
2. ideál L = Lx X L2 je minimálny lauý ideál pologrupy S. 
Podobné znie veta pre minimálně pravé ideály. 
P o z n á m k a: Je známe ( S c h w a r z [2] ), že pologrupa S bez nuly, 

ktorá má aspoň jeden minimálny Favý (pravý) ideál, má aj (jediný) mini
málny obojstranný ideál M. Tento minimálny obojstranný ideál M je 
množinovým súčtom všetkých minimálnych Favých ideálov La danej 
pologrupy: M = 2 La. 

a 

Z toho na základe viet 4a, 4b vyplývá táto veta: 
Veta 4c: Nech sú splněné předpoklady uely 4b. Polom: 
1. Pologrupa S = Sx X S2 má minimálny obojslranný ideál M. 
2. Plalí M = 2 La X 2 Lp, kde L a, resp. L/? prebieha uselky minimálně 

a p 

ideály pologrupy Sx, resp. S2. 
Podobné znie vela aj pní minimálně pravé ideály. 
Veta 5a: Nech S je pologrupa, klorá sa dá písat ako direklný súčin duoch 

pologrúp, S = Sx X S2. Nech S má minimálny obojslranný ideál M. Polom 
1. aj obidue pologrupy Sx, S2 majú minimálny obojslranný ideál M1} 

resp. M2, 
2. platí M = Mx X M2. 
D ó k a z : Nech M je minimálny obojstranný ideál pologrupy S, 

M = {{ď„b'v)). 
Prvky al tvoria nejakú množinu M1czS1 a prvky b'v nejakú množinu 
Ma £ s2. 

Ak a^eMx â  6 Mj, potom M iste obsahuje dvojicu typu (a'K,b'x) a dvo-
jicu typu (a'Q, b0), kde b'x, b'a sú niektoré prvky z M2. Kcdže M je minimálny 
obojstranný ideál v S, existujú podFa vety lb také prvky (a'x, b'x) € M, 
(a'y, b'y) € M, že 

(a'x,b'x)(a'x,b'x)(a'y,b'y) = (a'Q,b'0), 
t . j . 

a'xaxa'y = a'Q, b'xb'xb'y = b'. (4) 

Prvý zo vzťahov (4) hovoří: Množina Mx splňuje předpoklad vety lb, 
t . j . ku každej dvojici a'K^M1, ďQ^M1 existujú také a'xeMx, a'yeM1, 
že a'x ď% a'y = ďQ. Právě tak dokážeme, že tuto vlastnost má aj množina M2. 

Teraz dokážeme, že M D M X X M2, t . j . že M obsahuje všetky možné 
dvojice (a^, b'v). 

Nech a/t je Tubovotný element z Mx a b'v Fubovolný element z M 2 . Potom 
M iste obsahuje aspoň jednu dvojicu typu (a^, b'x), kde b'x je niektorý ele
ment z M 2 . Podlá právě dokázaného ku a^M1 existujú také a\^Mx, 
a'n € MX) že 

a\ď^ďv = Qp 
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a ku b'x € Ma, b'v e M2 existujú také b'ke M2, bi, € Ma, že 

6' w = &;. 
Kedže « 6̂ ) € M, je: 

(« í^ í )K,^) (^ ,6 ; )eM 
Pretože ale súčin na Favej straně sa rovná (a\v, bf), je: 

[a'fl, bv) 6 M. 
Tým je dokázané, že M S M x X M 2 . 

Ostává ešte dokázat, že M x je minimálny obojstranný ideál pologrupy Sx 

a M 2 pologrupy S2. Tým bude zároveň dokázané (vzhFadom na vetu 4a), 
že je právě 

M=MX X M2. 
Najprv dokážeme, že sú to obojstranné ideály. Kedže M je obojstranný 

ideál, plati: 
SM £ M, MS c M. 

To znamená, že pře FubovoFné (aa, bp) € S a FubovoFné (a'fL, b'v) € M platí 

(««, fy) K , &í) = («««ín M i ) € M, (<£, 6;) (a«, bB) = (a;«a, 6^,) 6 M, 

t . j . 
aaa'fxeM1, a ; a t t 6M l f 

bpb'veM2, b'vbpZM2, 
čiže 

S ^ g M x, M ^ £ M x, 
S 2M 2 c M2, M 2 S 2 £ M 2. 

To však znamená, že M x je súčasne 1'avý aj pravý, teda obojstranný ideál 
pologrupy Sv Podobné M 2 je obojstranný ideál pologrupy S2. 

Tieto ideály sú zrejme minimálně, lebo ako sme dokázali, splňujú 
předpoklad vety l b . Tým je veta úplné dokázaná. 

Analogicky sa dokáže: 
Vela 5b: Nech S je pologrupa, klorá sa dá písal ako direklný súčin dvoch 

pologrúp, S = Sx X S2. Nech S má aspoň jeden minimálny lavý ideál L. 
Polom: 

í . obe pologrupy Sx, S2 majú tiež aspoň jeden minimálny lavý ideál Lx, 
resp. L2, 

2. každý minimálny lavý ideál L pologrupy S sa dá písal ako direklný 
súčin L = Lx X L2, kde Lx je islý minimálny lavý ideál z Sxa L2 islý mini
málny lavý ideál z S2. 

Podobné znie veta pre pravé ideály. 
P o z n á m k a : Vety 5a, 5b sú obrátením vety 4a a 4b. Na příklade 

sa dá dokázat, že veta 3 sa nedá všeobecné obrátit, t . j . předpoklad mini-
mality vo větách 5a, 5b je podstatný. 
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Pre konečné pologrupy vyplývá priamo z dokázaných viet: 
Veta 6: Nech Sx, S2 sú dve konečné pologrupy. Ak pologrupa St obsahuje n± 

a pologrupa S2 n2 minimátnych Favých (pravých) ideálov, potom ich direklný 
súčin S = Sx X S2 obsahuje n = nx • n2 minimátnych Favých (pravých) 
ideálov. 

Vela 7: Direklný súčin dvoch jednoduchých pologrúp je jednoduchá polo
grupa. 

D ů k a z : Nech S±, S2 sú jednoduché pologrupy. 
Dokážeme, že S = Sx X S2 je jednoduchá pologrupa. Předpokládá jme 

opak: nech S nie je jednoduchá pologrupa. Teda obsahuje aspoň jeden 
vlastný obojstranný ideál M c S: 

M = {(a'^,b'v)}. 

Elementy á^ tvoria nejakú množinu Mx £ S± a elementy b'v množinu M2 £ S 2 . 
V dókaze vety 5a sme ukázali, že množina M± je obojstranným ideálom 
pologrupy Sx a množina M2 pologrupy S2. Kedže je MoS, musí byť 
bud Mx c Sv alebo M2 c S2, alebo oboje súčasne. To je však spor s pred-
pokladom o jednoduchosti faktorov. Teda S = S± X S2 je jednoduchá 
pologrupa, č. b. t. d. 

Vela 0: Ak jednoduchá pologrupa S sa dá rozložil na direklný súčin dvoch 
pologrúp, polom Helo pologrupy sú nevyhnutné jednoduché. 

D o k a ž : Nech S je jednoduchá pologrupa a nech S = S± X S2. Doká
žeme, že aj pologrupy S±, S2 sú jednoduché. Dokážeme to zase nepriamo. 
Keby aspoň jedna z nich, napr. S± nebola jednoduchá, obsahovala by 
aspoň jeden vlastný obojstranný ideál Mt c Sv PodFa vety 3 direktný 
súčin M x X S2 by bol obojstranný ideál pologrupy S = Sx X S2. Zrejme 
by bolo Mx X Sx c Sx X S2 = S. To však odporuje předpokladu, že S 
je jednoduchá pologrupa. Teda obidve pologrupy S±1 S2 sú jednoduché, 
č. b. t. d. 

Lemma: Každá pologrupa S, ktorá nie je grupou, obsahuje aspoň jeden 
Favý alebo pravý ideál 4= S. 

D ó k a z: Nech S je pologrupa, avšak nie grupa (teda S obsahuje aspoň 
dva rózne elementy). KccI S nemá žiadny 1'avý ideál L 4= S, to značí, že 
pre každé a 6 S je lavý ideál Sa rovný S, teda Sa = S. To znamená, že 
v S má rovnica xa == b riešenie pre každé a € S, 6 € S. Podobné ak pólo-
grupa S nemá ani žiadny pravý ideál R 4= S, má v nej rovnica ay = b 
riešenie pre každé a € S, b € S. Pře množinu S teda okrem předpokladu 
asociativity platí aj možnost obojstranného dclenia. PodFa známých 
axióm teorie grup (pozři napr. K u r o š [1] ) je množina takýchto vlast
ností grupou. 

Veta 9: Ak grupa G sa dá rozložit na direklný súčin pologrúp, polom 
Helo pologrupy sú nevyhnutné grUpy. 
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D ó k a z : Nech G = Sx X S2. Keby aspoň jedna z pologrúp 5X, S2, 
napr. Sv nebola grupou, podl'a právě dokázanej pomocnej vety by obsa
hovala aspoň jeden vlastný ideál, napr. 1'avý Lxc Sv Podlá vety 3 direktný 
súčin Lx X S2 by bol vlastným Favým ideůlom grupy G. To však nie je 
možné, lebo grupa zrejme neobsahuje vlastný ideál. 

V dalšom sa budeme zaoberat jednoduchými pologrupami bez nuly, 
ktoré obsahujú aspoň jeden minimálny 1'avý a aspoň jeden minimálny 
pravý ideál. O takýchto pologrupách vieme ( S c h w a r z [2]), že sú 
množivým súčtom navzájom izomorfných disjunktných grup. Každá 
z týchto grup je prenikom niektorého minimálneho 1'avého s niektorým 
minimálnym pravým ideálom. Grupu, ktorá je s týmito grupami izo-
morfná, budeme volaf grupovým komponentom pologrupy S. 

Podlá vety 4b a vety 7 aj direktný súčin takýchto pologrúp je jednoduchá 
pologrupa bez nuly a obsahuje aspoň jeden minimálny 1'avý a aspoň jeden 
minimálny pravý ideál, teda je tiež množinovým súčtom izomorfných 
grup. Je otázne, či aj grupový komponent pologrupy S = Sx X S2 bude 
izomorfný direktnému súčinu grupových komponentov pologrúp Sv S2. 
Kladnu odpoved na tuto otázku dává táto veta: 

Veta 10: Nech Sv S2 sú jednoduché pologrupy bez nuly, z klorých každá 
má aspoň jeden minimálny lavý a aspoň jeden minimálny pravý ideál. 
Nech Gx je grupový komponent pologrupy Sx a G2 pologrupy S2. Potom ich 
direktný súčin G = Gx X G2 'je izomorfný grupovému komponentu polo
grupy S = S± X S2. 

D ó k a z : Nech Gx = L,' n i?/, G2 = L£ n R'} kde L / , R}' sú minimálně 
ideály v S± a Lk, Rf minimálně ideály v S2. Z vety 4b vieme, že L — 
= L/ X Lk je minimálny lavý a R = R}' X Rf minimálny pravý ideál 
v pologrupe S = Sx X S2. Stačí dokázat, že L n R = Gx X G2 = G. 

Nech (a, b) je 1'ubovol'ný element z G, (a, b) € G, teda a € Gx, b € G2, 
t . j . 

a € L / n Rj', b € L"k n Bf. 

Teda 

a 6 L , ' , bZL\ 

a € R^, b € B,". 
To však znamená, že: 

(a, b) Є L;' X L; = L 

a zároveň 
(a, b) € Rf x IV = I?. 

Teda (a, b) 6 L n I?. Tým sme dokázali, že: 

G S L n I Í . (5) 

64 



Naopak, nech (a, 6) je Tubovolný element z L n /?, (a, b) č L n Př. 
Potom je : 

(a, b) € L = L / x LJ , 
(a, 6) 6 i? - i ? / X i?; . 

Z toho vyplývá , že: 

a zároveň 
a € L/, b Є L£ 

a € B/, bЄ Щ. 

To však znamená, že: 

a 6 L, ' n i ? / = Gx, 6 6 L£ n i?? - G2. 
Teda (a, b) € G1 X G2 = G a teda plat í : 

L n i ? E G . (6) 
Zo vztahov (5), (6) vyp lývá : 

G = L n i?, č. b . t . d . 
P r i a m y m dósledkom tejto vety je: 
Vela 11: Nech S±1 S2 sá konečné jednoduché pologrupy bez nuly. Nech 

prvá z nich je množinovým súčlom g a druhá množinovým súčlom g2 grup. 
Potom ich direkiný súčin S = Sx X S2 je množinovým súčlom g = gxg2 

navzájom izomorfných) disjunklných grup. 
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О П Р Я М О М П Р О И З В Е Д Е Н И И ПОЛУГРУПП 

я . ИВАН 

выводы 

В настоящей статье исследуются некоторые свойства прямого произведения по
лугрупп, именно простых полугрупп без нуля. При этом полугруппа называется 
простой если она не имеет отличных от неё самой двусторонних идеалов. Между 
прочим доказываются например следующие теоремы: 

А: Пусть $/(/ = 1,2) две полугруппы, из которых каждая имеет по меньшей 
мере один минимальный левый идеал ^^. Потом 

1. прямое произведение 8 = 5Х X 5, имеет тоже по меньшей мере один мини
мальный левый идеал, 

2. идеал ^ = ^x X ^% является минимальным левым идеалом полугруппы 8. 
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Б: Пусть 8 полугруппа, которую можно писать как прямое произведение двух 
полугрупп 8 = 8г X 8%. Пусть 8 имеет по меньшей мерс один минимальный ле
вый идеал ^. Потом 

1. обе полугруппы 8Х, 8% имеют тоже по меньшей мерс один минимальный 
левый идеал ^1, или же ^^1 

2. каждый минимальный левый идеал ^ полугруппы 8 моз!сно писать как пря
мое произведение ^ = ^1 X ^%} где ^ минимальный левый идеал полугруппы 8Х 

а ^% минимальный левый идеал полугруппы 8%. 

В: Прямое произведение двух простых полугрупп является тоже простой по
лугруппой. 

Г: Если простая полугруппа 8 разложимая в прямое произведение двух полу
групп, то эти полугруппьь необходимо простые. 

Остальные теоремы имеют более специальный характер. 
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