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MATEMATTCKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, 12, 1, 1962 

O E M D E N O V E J - F O W L E R O V E J ROVNICI 
V P Ř Í P A D E n<\ 

PAVOL BRUNOVSKÝ. Bratislava 

Budeme vyšetřovat* asymptotické vlastnosti kladných riešení diferenciálnych rovnic 

d2u 
dt2 

d2u 

á7 

Ґu" = 0 (1) 

+ Ґiґ = 0. (2) 

kde n je „nepárne" racionálně číslo (t. j . n = /i/v, kde \x aj v sú nepárne čísla), spíňa-
júce nerovnost' 0 < n < 1. 

Případ n > 1 je vyšetřovaný vo viacerých prácach a knihách, napr. [1]. 
Na rovnice typu (1) a (2) sa dajú transformovat* rovnice 

ót \ át J ~ 

v případe Q 4= 1. Rovnice tohto typu sa nazývajú Emden- Fowlerovými rovnicami 
(pozři [1]). 

Ukazuje sa, že v případe 0 < n < 1 dostáváme obdobné asymptotické vyjadrenia. 
ale pre iné a, ako v případe n > 1. 

Uvedieme niektoré pomocné vety a označenia, ktoré budeme v ďalšom potřebovat'. 

Lemma 1. Ak f(t) je nezáporná funkcia, f (t) spojitá a nezáporná pre t = ř0, potom 
pre lubovolné e > 0 platí f (i) = f1+E(t) pri všetkých hodnotách t = t0 s výnimkou 
najviac množiny intervalov konečnej dlžky, závisiacej od e. (Pozři [1] str. 116.) 

Lemma 2. (H ardy h o veta.) Každé riešenie rovnice 

da QM,t) 
át Q2(u,t) ' ^ 

kde Q!, Q2 sú polynomy v u a t, spojité pre t ^ t 0 sa stane spolu so xsetkými sxojimi 
deriváciami monotónnym pre dosť velké t a vyhovuje jednému zo xzťahox 

u - ctdQP(t\ u - ctd(lnt)1/m, 

kde P(t) je polynom xzhladom na t a m je celé číslo. (Pozři [1], str. 121.) 
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Lemma 3. Nech f(t) je pre dosť velké t diferencovatelná funkcia. Ak Jf2(t) át < oo 
a f'(t) je ohraničená, potom platí 

Hm/(/) = 0 
r->oo 

(pozři [1], str. 185). 

Lemma 4. Nech f(t), g(t), h(t) sú spojité funkcie pre t = l0 a nech funkcia g(ť) má 
pre t = t0 spojitú deriváciu. Ak pre t = t 0 platí nerovnost' 

f(l)^g(t)+Jh(s)f(s)ds, 
to 

potom pre t = t0 platí nerovnost' 

/(/) S g(ío) exp (/ h(s) ás) + / g'(i) [exp( / h(s) ás)] dt. 
to ř o to 

Toto tvrdenie vyplývá z tvrdenia na str. 47 v [2] integrováním po častiach. 
Ak pre nějaké dve funkcie platí 

lim 44- = 0, 
budeme, ako je obvyklé, písať 

f(t) - o(g(t)). 

Vzťahom f(t) — 0(g(ť)) budeme rozumieť, že funkcia f(t)/g(t) je pre dosť velké t 
ohraničená. 

00 

Lemma 5. Nech f(ť) ^ 0 pre dosť velké t. Ak je j f(ť) át — oo, potom platí 

/ / ( T ) [ 1 + 0(1)] dt = [1 + 0(l)]/ j(T)dT. 
ti t! 

X. 

Ak je j f(t) át < oo, potom platí 

oo oo 

/ j( í ) [ l + o(l)]dí = [1 +o(l)]/ j(/)dí. 
ti ti 

Dókaz týchto tvrdení je zřejmý. 

Ak budeme v ďalšom písať nejakú rovnosť 

f(t) = F(t, o(g(t))), 

budeme tým rozumieť, že platí pre dosť velké t. 
Lemma 6. Nech f(t) ^ O pre dosť velké t, k je lubovolné reálné číslo. Vzťah 

f(t) _ tk + o(í) 

platí vtedy a len vtedy, ak pre každé e > O platí 

m = o(tk+°), 
tk~e = o(f(t)). 
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Do kaz. Vetu zrejme stačí dokázať pre k = 0. 
a) Nech f(t) = /0 ( 1 ). Potom existuje funkcia rj(t) taká, že ./(/) = t*" a //(/)->0 

pre /—>oc, takže pre dosť veíké t bude platit* 

- y < '/(') < y , 
z čoho vyplývá 

/"(-) <£/2 

lim -V ^ < lim = 0, 

fit) rE/2 

lim — > lim = co. 
. - e - - E 

t >-/ l t > x í 

b) Označme 

i"/(O ij(0 = log, /(f) = 
lnt ' 

Pre lubovolné e > 0 platí 
lim r / ( í ) = 0. 

í --* 00 

lim tff(t) = oo, 

a teda pre dosť veíké t platí 

rj(t) < 1, lnf(t) - « lnt < O, 

řEf(/) > 1, lnf(t) + eln t > O, 
z čoho vyplývá 

ln/(ř) 
lnt 

a teda 

, i m ,l(i) = ,im i-^-íí- = 0. 

Lemma 7. A/r /r > — 1, potom 

f T * + < , , , , d T = .*+,+0(,). 
ío 

Ak k < — 1, potom 

/Y + o ( 1 ) d T = / * + 1 + « ( 1 ) . 
f 

Dókaz. Ak je k > — 1, móžeme písať k = — 1 + t/, n > 0, t "*"" > l 
a teda 

/ T k + 0 ( 1 ) d T = 0 0 . 

Použitím ÍHospitalovho pravidla a lemmy 6 dostaneme hladaný vztah. 
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Ak je A- < — 1, je 

lim j v + 0 ( 1 ) d - = 0 
t-+ao t 

a hladaný vztah možeme opáť dostať použitím IHospitalovho pravidla a lemmy 6. 

Lemma 8. Nech f(t) > 0 pre dosť velké t. 
1. Nech existuje aspoň jedno kx také, že f(t) = o(tkl). 
2. Nech existuje aspoň jedno k2 také, ze tkl = o(f(ť)). 
3. Nech neexistuje ani jedno k také, že 

lim sup t~kf(t) = oo, 
t -*-cr. 

HminfrV(í) = 0. 
ř-»3o 

Potom existuje číslo K také, že platí 

m = iK+"n>. 
Dokaž. Označme Kt množinu tých k, pre ktoré platí f(t) = o(tk), K2 množinu 

tých k, pre ktoré platí tk = O(f(0)- Podía predpokladov 1,2 sú Kl9 K2 neprázdné 
a zrejme aj disjunktné množiny. 
Z k- G Kj, k _ k! vyplývá k e Kx. 
Z k2 e K2, k = k2 vyplývá k e K2. 
Z ki e Kj, k2 E K2 vyplývá kx > k2. 

Ukážeme, že existuje najviac jedno číslo k, nepatriace do žiadnej z množin K{, K2. 
Nech k e Kv, k e K2. Sú 3 možnosti: 

a) O < lim sup t~kJ{t) < oo, 
t—>~<X) 

O < lim inf rkf(t) < oo, 
f-»-oo 

b) lim sup ť~kf(t) = oo, 
Í->-QO 

O < lim inf t~kf(t) < oo, 

c) O < lim sup t~kf(t) < oo, 
t->no 

lim inf F"V(/) = 0. 
t~>CSj 

V případe a) spíňa funkcia t~kf(t) pre dosť velké t nerovnost' O < a ^ f(t) ^ b < co, 
z čoho vyplývá 

itarW-to,-»«(,-';(,»-{^ í í :r 
to znamená, že ak k > k, je ke Kl9 ak k < k, je k e K2. 
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V případe b) dostaneme pre k < k, obdobné ako v případe a) tk = O(f(l)), čo znamená 
k e K2. Ak k > k, potom k e K\ . Keby to nebolo pravda, existovalo by číslo k' > k, 
pre ktoré by neplatilo f(t) = o(tk). VzhTadom na předpoklad 3 by z toho vyplývalo 
0 < lim sup t~k f(t) < co. To však znamená, že pre k < k < k' by platilo 

t~>QO 

lim sup t~'f(t) = co, 
r->oo 

lim inf ťkf(t) = O, 
ř->oo 

čo je v spore s predpokladom 3. 
Případ c) sa vyšetří obdobné ako případ b). 
Z uvedených vlastností množin Kv, K2 vyplývá, že platí 

inf Kí = sup K2. 

Ak položíme K = inf K. = sup K2, lanko zistíme, že K má požadované vlastnosti. 
Ak platí o + 2 < O alebo a + n + 1 > O, má rovnica (1) partikulárně riešenie 

ы(t) = УlГ, 
kde 

(7 -ť 2 

í — n ľl = 
(d + 2)(o- + n + 1 ) > -1 

( l - ^ ) 2 J 
Ak platí (7 + n+ 1 < 0 < o - + 2, má rovnica (2) partikulárně riešenie 

«(0 = y2t
a, 

kde 
o- + 2 
І - n ľ2 = 

(o- + 2) ((7 + n + 1) 
( i - n ) 2 

V takýchto prípadoch možeme substitúciami 

u = 7xt v, 
z rovnice (1), resp. 

u = y2ťv, 

z rovnice (2) dostať rovnicu pre v: 

t = eŕ 

t = es 

d2v 
+ (2co - 1)-^-- + ю(w - l)(v - v") = 0. 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

Lemma 9. Pre kladné regulárně, pre dosť velké s monotónně riešenia rovnice (10) 
platí jeden zo vzťahov: 

1. lim v(s) = 1. 
s->oo 

2. v = exp [—cos(\ + O(l))], ak co < 0. 
3. v = exp [(-Oj + 1) s(\ + o(l))], ak Oj - 1 < 0. 
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(Rcgulárnym budeme nazývat' také riešenie, ktoré existuje pre dosť velké / a má 
pre dosť velké t spojité prvé dve derivácie.) 

Do kaz. Keďže v je od istého s monotónně, sú 4 možnosti: 

a) v-+c, c — cn + 0; b) v->l; c) v->oo; d) ?;->0. 

V případe a) platí 

Ú-y + (2a; - 1 ) A - = CiO + o(\))9 ct = -w(co - l)(c - c") + 0, 
ás ú s 

z čoho integrováním dostaneme 

^L. + (2o>-l)v = clS(l + o(l)). 

Keďže i>-»c, je w ohraničené; z toho vyplývá: 

— = c.s(l + O(J)), 

„ = ^ _ s - ( l + , > ( ! ) ) , 

teda v by muselo byť neohraničené, co je v spore s predpokladom. 
V případe b) dostáváme vzťah 1. 
V případe c) urobíme substitúciu áv/ás = p a dostáváme rovnicu: 

P ~ - + ap + b(v - v") - 0 , (11) 

kde a = 2co — 1, h = LÚ((D — 1) 

Nech n = ///v, kde /!, v sú prirodzené čísla. Subsíitúciou v = v\ dostaneme rovnicu 
typu (3), z čoho vyplývá., že p vyhovuje jednému zo vzťahov 

p ~ LL/J exp (P(o,)\ 

p~cv*{\nvx)
xlm, 

čo znamená 
/; ~ y^vk exp P({h), (12) 

/? - a2?/(ln?01 / w. (13) 

Z P -> - oo podía lemmy 2 vyplývá /; -> 0, áp/dv -> 0. Keďže však L' -> co. nemóže 
byť splněná rovnica (11). 

Pri P -> oo dostáváme spor s lemmou 1. P móže byť teda iba konstanta, p teda 
musí vyhovovat' vztahu 

p ~ ow*(ln D/, (14) 
kde buď r = 0, alebo r = l/m. 
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Z lemmy 1 vyplývá k rg 1. Pre k < 1 dostáváme dosadením do rovnice (11): 

V-"(lnt>)~ r , (15) 
dp b л_kí 

dv a 

z čoho vyplývá áp/áv -> co, čo pri k < 1 nie je možné. Ostává teda k = 1. Z (15) 
dostáváme pre r > 0 

j £ _ _ c [ l + 0 ( l ) ] ; p=-cv[\+o(l)l 

čo je v spore so (14). Pre r < 0 dostáváme z (15), 

d _ _ _ _ . ( „ , , ) - ' 

dv a y 

čo je v spore so (14), podlá ktorého by áp/áv málo byť ohraničené. Ostává teda 

p ~ ocv. (16) 

Dosadením (16) do (11) dostáváme pre a rovnicu 
a2 + (2co - 1) a + co(co - 1) = 0, 

z ktorej vyplývá 
alebo a = —OJ, alebo a = —co + 1 . (17) 

Zo (16) ďalej vyplývá 

v = exp [as(l + 0(1))]. 

Ak má byť v -> co, musí byť a > 0. Ak co < 0, dostáváme vyjadrenie 2. alebo 3. 
Ak co — 1 < 0, dostáváme vyjadrenie 3. 

V případe d) urobíme substitúciu x — l/v, y =dx/ds a dostaneme rovnicu 

y^~ - | - y 2 +ay- b(x -x2~r) = 0 (18) 

[a, b ako v rovnici (11)]. Z lemmy 2 opáť vyplývá, že x, y splňajú jeden zo vzťahov 

y-a^expP^x)), 

y~a2x
k(inx)1/m. 

Podobné ako v predchádzajúcom případe dostaneme P = konšt, k < 1, a teda musí 
byť splněný vztah 

y~ ax^lnxy, k < 1. (19) 

Dosadením (19) do (18) dostaneme 

— x2-n-fc(lnx)-r- + x ^ y " ~ 2 - » - * / _ _ . v\~r J_ v 2 - n - * + o(l ) 
dx 
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a teda 

Z (19) súčasne vyplývá 
y ~ ±x 

2>-n-k + o(l) 

sk + o(l) 
y ~ ±x 

Tieto dve vyjadrenia sú v spore, pretože pre k = 1 nemóže platiť 

3 — n — k = k. 

Dosledok. Z vyjádření V 2, 3 pre riešenia rovnice (10) dostáváme pri a + 2 < 0 
alebo o + n + 1 > Opre riešenia rovnice (1) vyjadrenia 

u ~ y , r , u = l0(1), u = í 1 + 0 ( i : 

Pri <7 + n+1<0<<7 + 2 dostáváme pre rovnicu (2) vyjadrenia 

M = y 2 r , u = ío ( 1 ), u = t 1 + o ( 1 ) . 

Teraz pristúpime k vyšetrovaniu riešení rovnice (1). 

Veta 1. Všetky kladné riešenia rovnic (\) a (2) sú regulárně. 

Do kaz. Kladné riešenia rovnic (1) musia byť pre dosť velké t monotónně, pretože 
ako extrémy móžu mať iba minima. Podobné kladné riešenia rovnice (2) musia byť 
pre dosť veiké t monotónně, pretože ako extrémy móžu mať iba maxima. Neregu-
lárnosť by mohla nastať teda iba tak, že by pre nějaké T < co platilo lim u(t) = co. 

t-+T-

Ukážeme, že to nie je možné. Ak u(t) je ohraničené, potom je tvrdenie zřejmé. Ak u(t) 
nie je ohraničené, potom je pre dosť vefké t rastúce a teda existuje také t 0 , že pre 
t = t0 je u(t) = 1, u'(t) *£ 0. Pre t ^ t0 platí 

u(í) = w(í0) + u'(t0)(t 

t 

(í -т)т f f и л (т)dт 

M(Í) lá w(.o) + « ' ( to)( t- to) + 

z co ho pod fa lem my 4 vyplývá 

(t - T) Tffu(T) dT 

u(t) ^ u(t0) exp 

t t t 

(t - s)sads + u'(t0) exp (t - s)sads U T . 

Keďže pravá strana nerovnosti je definovaná a spojitá pre každé t >, t0, nie je možné, 
aby platilo 

lim u(t) = co. 
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Veta 2. Ak o + 2 < O, potom každé kladné riesenie rovnice (1) vyhovuje jedné mu 
zo vzťahov 

\. u = y^0; 
2. u - ct; 

3. u = c + [1 +«(!)], (<x + 1)(ff + 2) 

kdť cD, yt sú darH; výrazmi (5) a c > 0. 

D o k a z . Keďže O + 2 < 0, móžeme použiť substitúciu (8) a dostaneme rovnicu 

d v áv . , „ч 

9 - 6/ — - + b(v - vn) = 0, 
d r d.v 

(20) 

kde a = -2co + 1 > 0, b = to(to - 1) > 0. 

Ak má byť u kladné, musí byť aj v kladné. Ukážeme, že v bude pre dosť \cíké s 
monotónně. 

Predpokladajmc opak. Potom by v muselo mať nekonečné vela minim aj maxim. 
Minima však móže mať iba pri 0 :g v rg V maxima pri v ^ 1. To znamená, že 
riesenie musí nekonečné vela ráz pretať priamku v = 1. Označme sk body. v ktorých 
»(sk) — i. Vynásobíme rovnicu (20) v\ integrujeme od sk do sk. , a dostaneme: 

vř2ús = 0, 

z co ho vyplývá 

[ p ' 2 ( . s V м ) - " ' 2 Ы ] - 2 t / v'1 ûs = 0. (21) 

v'\sk) - v'\Si) = Z {v'\Si) - f'2(.S',_,)) = 2« j r ' 2 ( , )d .s . (22) 

Ukážeme, že / v'2 ás = oo, z čoho vyplývá v'2(sfc) -> oo. Predpokladajmc opak. 

t. j . / v'2(s)ás < oo. Vynásobíme opáť rovnicu (20) v\ integrujeme od 0 po s a do
staneme 

í-'2ds + b 
2 n + i 

(23) 

68 



Nech s je bod, v ktorom v nadobúda maximum. Pre s nadobúda maximum aj výraz 

M f 2 - - ^ - 1 , Platí 

v"+l , 

м - г - 7 T н = - + « 
v'2âs. 

Keďže / v'~ ás je ohraničenou funkciou S, vyplývá z tohto vztahu, že maxima 
o 

funkcie bl —- —- I sú ohraničené. Z rovnice (23) vyplývá, že aj r musí byť 
V - /7 -h 1 y 

ohraničené a z rovnice (20), že v" je ohraničené. Podlá lemmy 3 z toho vyplývá 
r'(s) -* 0, čo je v spore s rovnicou (21), z ktorej vyplývá, že {V2(sfc)} je rastiica po
stupnost'. 

Keďže / v'2(s) ás = co, z rovnosti (22) vyplývá, | v'(sk) \ -> co. Existuje teda také k, 
že /,r(sfc) < (b/tf) min (v — v") < 0. Z rovnice (20) ale vyplývá v"(sk) < 0, čo znamená, 

že r' je klesajúca, takže pre nějaké s > sk bude platit' v"(s) = 0 a D"(S) < 0 prc 
sk ^ v < s. Pre najbližšie s, pre ktoré v(s) = 0, musí piatiť 

v'(s) < vf(sk) < — min (v — v"), 

pretože v'(s) je pre sk £ s < s klesajúce. Ak do tejto rovnice dosadíme z rovnice (20) 
za r'(;v), dostaneme 

v(s) - v"(s) < min (v - v"), 
0 ^ i ; < ; l 

čo je možné iba tak, že v(s) < — l a teda riešenie v(s) nemóže ostať kladné. Tým je 
dokázané, že r(s) musí byť pre dosť velké s monotónně. 
Dalej ukážeme, že okrem riešenia v = I (v tomto případe dostáváme případ 1) prc 
nijaké iné riešenie nemóže piatiť 

iim v(s) = 1. 
.V-> 30 

Urobíme substituciu v = 1 + vy a dostaneme rovnicu 

v'[ - av\ + b(\ - n) v{ + 0(v2) = 0. 

Oba kořene charakteristickej rovnice tejto diferenciálnej rovnice majú reálné časti 
kladné, z čoho vyplývá, že triviálně riešenie tejto rovnice (odpovedajúce riešeniu 
r =- I rovnice (20)) je ,,úplné nestabilné" a teda nijaké iné riešenie nemóže k němu 
konvergovat (pozři [l], str. 186). 

Z důsledku lemmy 9 vyplývá, že ostávajú ešte možnosti 

u = / 1 + 0 ( , \ (24) 
u = ťil\ (25) 
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Dosadením vyjadrenia (24) do rovnice (1) dostaneme 
a ta + n + o( 1 ). 

u'=c + ť + a+l+0("; 

u = c. + c f + r + " + 2 + o ( 1 ) . 

Keďže a + n + 2 < \,u — f1+"(1), je to možné len tak. že c +• 0; potom je 

u = ct[l + c~l
Clr

x + r + " + 1+°(1)] = cí[l + o(l)], 

čím dostáváme případ 2. 
Dosadením vyjadrenia (25) do rovnice (1) dostaneme 

u"=t°+0<i>; 
u = c 1 + f " + 1 + " ( 1 ) ; 

( / = c + c1í + í" + 2 + " , r i . 

To je možné iba tak, že c1 = 0; potom je 

u = c [ l + c - Y + 2 + 0 ( 1 ) ] = c[l + o ( l ) ] . 

Opátovným dosadením tohto výsledku do rovnice (1) dostaneme spresnené vy-
jadrenie — případ 3. 

Veta 3. Ak a + n + I > 0, potom každé kladné riešenie rovnice (I) vyhovuje v:tahu 

u ~ y.í", 
kde OJ, yt sú dané výraz mi (5). 

Dokaž. Použitím substitúcie (8) dostaneme rovnicu 

_ _ ^ + £ I d Í L + 6 ( l 7 _ O _ 0 . (26) 
ás2 ds 

kde a = 2cO - l > 0, b = co(to - 1) > 0. 

Ukážeme, že pre každé kladné riešenie v(s) platí 

lim v(s) — V 
\ - > y 

z čoho vyplývá tvrdenie vety. 
Ak v(s) je pre dosť vel'ké s monotónně, potom z lem my 9 vyplývá lim v(s) = 1 

s —~ X 

(případy 2, 3 lemmy 9 nemóžu nastat', pretože co — 1 > 0). Ak v(S) nie je monotónně, 
musí oscilovat' okolo priamky v = 1, pretože minima móže mať iba pre 0 g v g 1, 
maxima iba pre v ^ 1. Označme s& priesečníky riešenia v(s) s priamkou r — 1. 
Obdobným postupom ako v dókaze vety 2 dostaneme 

v 
Sk 

2 
2 f a v,z ás = 0, 

Sk 
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z čoho vyplývá 
Sk 4 

v'\sk+1)^v'\sk)= -2a (v'2às, 

čo znamená, že postupnost' {v'2(sk)} je klesajúca a teda musí mať konečnú limitu. 
Keďže 

Sk 

v2(sk) = v'\Sl) - 2a v'2ds, 

musí byť 

í v'2ds<oo. (27) 

Vynásobíme rovnicu (26) v' a integrujeme od 0 do s. Dostaneme 

*2/ x f ,2- M , / V ( s ) »"+ 1(s)\ 
v'2(s) + a v'2(r)dr + feí -j-L _ w J _ c, 

o 

z čoho vyplývá, že v' aj v musia byť ohraničené. Z rovnice (26) vyplývá, že aj v" musí 
byť ohraničené. Z toho a z (27) vyplývá podlá lemmy 3 v' -> 0. Substituciou v = 
== 1 + _>! dostaneme rovnicu 

d t , i + < Æ + 4 1 - " ) »i+o(t>î) = o. 
ds2 ds 

Keďže kořene charakteristickej rovnice lineárnej časti tejto rovnice majú záporné 
reálné časti, je triviálně riešenie tejto rovnice asymptoticky stabilné. To znamená, že 
riešenie v = 1 rovnice (26) je asymptoticky stabilné, t. j . existuje také s > 0, že pre 
každé riešenie v(s) splňujúce pre nějaké s podmienky | v(s) — 1 | < s, | v'(s) \ < c, 
platí lim v(s) = 1. Pre každé riešenie, oscilujúce okolo priamky v = 1 však existuje 

s ->-oo 

také k, že v(sk) = 1, | v'(sk) \ < s, (pretože v'(sk) -> 0) a teda musí preň platiť v(s) -> 1. 

Veta 4. Ak o + n + 1 < 0 £j er + 2, potom každé kladné riešenie rovnice (1) 
vyhovuje vztahu 

u ^ ct. 

Do kaz. Ukážeme najprv, že u = t l + o ( 1 ) . 

1. Predpokladajme cr + 2 = 0. Substituciou t — es dostaneme rovnicu 

_ ^ _ Í _ _„»=( , (28) 
ds2 ds 

71 



u musí byť zrejme pre dosť veíké s monotónně, pretože móže mať pre u _ 0 ako 
extrémy iba minima. Sú teda 3 možnosti: 

a) u -> O, 0 < c < co ; b) u -> co ; c) u —> 0. 

V případe a) by muselo byť súčasne u -> 0, w" -> 0. Z rovnice (28) potom vyplývá, 
že by muselo byť aj u -> 0, čo je v spore s predpokladom. 

V případe b) dostaneme substitúciou du/ds = p rovnicu 

p-/-- p-un = 0. (29) 

du 

Obdobné ako v dókaze lem my 9 dostaneme, že u musí vyhovovat' vztahu 

p ~ iu\\\\u)\ (30) 

Dosadcním do rovnice (29) dostaneme 
OL) - — - = [1 + 0(1)]; ak /? - k < 0 , n - k = 0, /• > 0. 

jí) ij/_ - c [ l + ( ; ( l )] ; ak n- k = 0, r = 0. 

y) --£- = — u"~*(Inwr r ; ak n - k = 0 . r < 0, alebo n - /v > 0. 
du a 

V případe a) dostaneme integrováním p = w[l + O(l)], z čoho vyplývá k = 1. 
r = 0, t. j . 

O-u. ( 3 1 ) 

V případe /;) dostaneme p = cu[\ + O(l)], čo je v spore s (30), lebo k = n < 1. 
V případe 7) dostaneme dp/du -> co, čo je v spore s vyjádřením (30) lebo k < n < 1. 
V případe c) dostaneme substitúciou u = l/?\ dv/dS = p rovnicu 

Pd~-—P2-P + v2"/!=0. (32) 
dv v 

Obdobné ako predtým dostaneme, že p, v musia vyhovovat' vztahu (30). k > 1 je 
vylúčené, pretože by sme dostali spor s lemmou 1. Ak k _ 1, dostaneme dosadcním 
(30) do (32) 

- ^ ^ - - - . - - - - " ( l n r , - (33) 
dv a 

z čoho \yplyva dp/dr —»• — 00 a l o j e v spore s vyjádřením (30). Ako jediné mo/né 
nám teda ostalo vyjadrenie (31), z ktorého vypKva 

"J" = " L' + °il )]• 



2. Predpokladajme a + n + 1 < 0 < o + 2. 
Predpokladajme, že existuje riešenie u(t), pre ktoré platí 

0 < limt/(0 < oo. (34) 
ř - > . X ' 

Ukážeme, že to nie je možné. 
Dokážeme najprv, že nie je možné, aby platilo u(t) = o(tk) pre všetky k. 
Predpokladajme opak. Označme u = l/v; potom v musí splňať vztah t k = 

= <>[''(')] pre všetky t. 
Z rovnice (1) dostáváme pre v rovnicu 

v"= ~-fv
1-"+2~. (35) 

v 

Z lemmy 1 vyplývá, že ku každému T existuje také li > F, pre ktoré platí 

,, x Í\- + 4(3-«)1 

v'(t^ g v2L fc J pretože 

Z toho vyplývá 

[ l+y(3-л) > 1. 

ti 
i / z ( t i ) 

Ľ (ř,) - < Kt i f 
( 3 - я ) 

v"(tl)< -l<[v2'"+2v{tir
(i~"\ (36) 

4<r I \-n 

Kcďže /~/v = O[T(t)] pre všetky k, je aj / 1~n = O[v<7)] a teda aj t~a = O\v; 4 ). 
Existuje teda také T, že pre / > Tplatí 

i . - i i 

f > 2v~" 2 . 

Dosadením tohoto vztahu do (36) dostaneme 

r " ( t , ) < - 2 l K f l )
i , 3 " " , + 2 í >0 1 )- ( 3 -" , = 0, 

z čoho vyplývá, že v by musela byť pre rt konkávna. Z rovnice (35) íahko usúdime. 
že r(t) by musela ostať konkávna aj pre t = tx, čo je zrejme v spore s tým, že má byť 
/ ' = O[v(/)] pre všetky k. 

Je zrejme, že za předpokladu (34) platí u(t) -=_. <9(t/l) pre všetky k > 0. Ukážeme, 
že pre nijaké /; < 0 neplatí súčasne 

lim sup iku(ť) ^ co, 

lim inf t~ku(t) ^ 0. (37) 
í -> x. 

Označme r = /// /v. Pre v dostaneme z (1) rovnicn 

r<" - r ^ - ^ V - 2 k / " V ^ k(A - \)f 2v. 
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Keby platilo (37), existovala by postupnost bodov |jv}, kde fv ->• x , v ktorých by r 
nadobúdala maximum a platilo by v(tv) -»• oo. Platilo by teda 

„"(řv) = ti+{"-l>kvn(Q - k(k - \)t;2v(t,) < o, 

z čoho by vyplývalo 

_'-"(,,)_.____> - - í^'"-"^2. 
v"(Q k(k- 1) 

To by však znamenalo 

u i ~ n ( t \ ř ( n _ 1 ) k "_> ' ŤtT + in-\)k~2 

(h) > k{k _ r ) rv 

ul~n(t . > 1 f + 1 

vrv1 > ; , ( / . _ t ) h • 

Z poslednej nerovnosti by vyplývalo u(tv) -> co, co je v spore s predpokladom (34). 
Za předpokladu (34) sú teda splněné všetky předpoklady lemmy 8, pod Fa ktorej 

existuje také číslo /c, že u(t) = tK+(){{). Dosadením do (1) dostaneme 

" ,(T +- HK +0(1 ) 

u' -cx +f+1+nK + 0{i\ 
U = c x t + C 2 + ^ + 2 + n K + o ( l ^ 

o + 2 
z čoho vyplývá buď /c = V alebo o + 2 + nK = /c, t. j . /c = — (/c = 0 

nemóže byť, pretože o + 2 > 0). V oboch prípadoch vychádza u -• x , čo je v spore 
s predpokladom (34). 

Ostává teda iba případ w -> co. V tomto případe existuje bod t 0 , v ktorom u(t0) > 0 
(t0 može byť lubovolne velké). Zvolme Tubovofné £ > 0 a cr také, že platí 

0 < o + n + 1 < (1 - / ? )£ . 
z čoho vyplývá 

- ^ _ t - _ L < i + t í . (38) 
1 — n 

Označme _\ w riešenia rovnic 
v" - ř V - 0. 

w - r V = 0, 
také, že v(t0) = w(ř0) = u(t0), i/(.0) = vr'(i0) = u(t0). 
Podlá vety 3 platí 

a + 2 

v ~ 7 l t i-« (39) 

a v časti 1 tohto dókazu sme dokázali 

w ~ ct. (40) 
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Keďže — 2 < o < ÍT, lanko zistíme, že pre t ^ t0 platí 

w(t) g u(t) ^ v(0- ( 4 l ) 

Z vyjádření (39), (40) a z nerovnosti (38) vyplývá 

t1_*=0(H«)), 
D(/) = O ( / 1 + £ ) 

a podía nerovnosti (41) aj 

tl-° = o(u(t)), 

w(/) = o( / 1 + £ ) , 

z čoho podía lemmy 6 vyplývá 

H = / 1 + 0 < 1 1 . 

Dosadením tohto vyjadrenia do rovnice (1) dostaneme 

u" = í"
+ n + < >< 1>, 

u1 = c + f+n + 1+0(1\ 

M = C/ + C, + r + » + 2+<H.)-

u = c/[l + CIL--1!'1 + ( "
 + " + 1 + <« 1 >] = c t [ i + 0 ( i ) ] , (42) 

co znamená 
u ~ ct. 

Veta 5. Ak a + n + 1 = 0 , potom každé kladné riešenie rovnice (1) vyhovuje vztahu 

u = tl+o(l>. 

D ó k a z je možné vykonat' presne tak, ako vo vete 4. Spresnenie tohto výsledku 
ako u vety 4 sa však nedá vykonat', pretože o + n + 1 = 0, takže člen ^ ( T -" M + 1 + ^ 1 ) 

nemóžeme vo výraze (42) zahrnúť pod O(l). 
Tým máme vyšetřené všetky možnosti v rovnici (1). V ďalšom sa budeme za-

oberať rovnicou (2). Táto rovnica móže mať v niektorých prípadoch aj oscilatorické 
riešenia, ktorými sa však nebudeme zaoberať. Kladné riešenia tejto rovnice zrejme 
musia byť konkávne a monotónně. 

Veta 6. Ak a + 2 < 0, potom každé kladné riešenie rovnice (2) vyhovuje jednému 
z o vztah o v 

1. u - ct (c > 0). 

2-"-C-JVTWT2;^+^ {c>0)-
D ó k a z . Keďže u je konkávna, sú len dve možnosti: 
a) u -> c kde 0 < c < co. Vtedy dosadením do (1) dostaneme případ 2. 
b) u-> oc. Ukážeme najprv, že platí u = z '*"* 1 ^ 
Keďže u -> oo, platí zrejme ťc = O(u(t)) pre k < 0. Keďže u(t) je konkávna, platí 

u(t) <. cjt pre dosť velké t, kde c\ > 0, z čoho vyplývá u(t) = O(t^) pre k > 1. 

75 



Nech O < k < 1. Ukážeme, že nemóže súčasne platiť 

lim sup t~ku(t) = x . 

' > ÍJ (43) 
l iminfr*u(í) = 0. v ~ 

ř ->x> 

Označme v = t~ku(t). Pre v dostaneme z (2) rovnicu 

t / ' = - ř f f + í " _ 1 ) V - 2/c/ " V - k(k - i ) t " 2 v . (44) 

Keby platilo (40), musela by existovať postupnosť bodov {t v j , tv —> x taká. že 
v bodoch tv by v nadobúdala maximum a v(tv) -> x . Platí vsak 

a + ()/ — 1) k < a < - 2. 
z čoho vyplývá 

y"( ť v) = - í - + , " - n V ( / v ) - k(k - \)r2v(tj > t;2\_k(\ - k)iiij - r"(rv)]. 

Pre dosť vefké v však platí 
k(l - k)v(tv) > rn(tvl 

z čoho vyplývá v"(tv) > 0, čo je v spore s tým, žefunkcia v(t) nadobúda v tv maximum. 
Ak k = 1, potom je z rovnice (44) zřejmé, že r musí byť monotónna pre dosť 

vefké t, pretože ako extrémy móže mať iba maxima. Sú teda splněné všetky před
poklady lemmy 8, musí teda existovať také číslo /c, že u = t K + 0 ( 1 ) . Z toho, že u(t) = 
= o(tk) pre k > \, tk = o(u(t)) pre k < 0 vyplývá 0 ^ K ^ 1. Dosadením do ro\-
nice (2) dostáváme 

" u(J ~ HK + O{ 1 ) 

' , . .a + nKM 1 +o{ 1 ) 
ti — t j / 

u = cxt + c2 - t'
 + "K + 2^«l\ 

Možu teda nastať 3 případy: 

a) K = 0; 

P) /c = 1: 
0 + 2 

y) o + n/c + 2 = h\ t. ). /c = •- . 
1 — ti 

V případe a) dostáváme u = c[\ + o( 1)], z čoho dostaneme opilí \yjadrenie 2. 
V případe jí) dostaneme u = ct[\ + o(l)]. t. j . případ 1. Případ y) je \yiúeen\. 
pretože <J + 2 < 0 a teda by nebolo u -> x . 

Veta 7. Ak ČT + 2 = 0, potom kaidc kladné riešcuie rovnice (2) vyhovuje vzťahu 

u - rr (r > 0). 

D o k a z je opakováním časti a) a závěru dókazu \ety 4 s tou \vnimkou. že zo 
vzťahu (33) dostaneme óp/ár -> x . čo je vsak tiež • spore s vyjádřením (30). 
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Veta 8. Ak o + n + 1 < O < a + 2, potom každé kladné riešenie rovnice (2) 
vyhovuje jednému zo vzťahov 

1. w - y2ť\ 
2. / / - ct, 

kde Oj, -;2 s// O/Oné vzťahom (7), c > 0. 
Ak 2<r + n + 3 < 0, potom rovnica (2) nOmá oscilatorické riešenia. 

D o kaz. Substitúciou (9) dostaneme rovnicu (10). Keďže móže mať riešenia tejto 
rovnice minima iba pre — 1 _ v S 0 a 1 = v < co a maxima iba pre — oo < v = 1 
a 0 = v = 1, sú kladné riešenia tejto rovnice pre dosť velké s monotónně. Z lemmy 9 
potom vyplývá, že platí buď v-> V buď v = exp [(-co + 1)S(1 + o(l))] (pretože 
v) > 0, to - 1 < 0). Ak t; -> 1, dostáváme případ 1. Ak v = exp [(-co + 1)S(1 + 
+ O(l))], dostáváme u = tí+o(l\ Dosadením do rovnice (2) dostaneme 

u" = -t0 + n + 0(l\ 

u> = c _ f + n+H-o(l)^ 

y = c-. + c t - ^ + » + 2 + o ( D 

w = cř[l H - C V " 1 ' " 1 + Í" + " + 1 + ^ > ] = ct{\ + O(1)], 

co nám dává vyjadrenic 2. 
Nech teraz 2O + n + 3 < 0. Potom móžeme rovnicu (10) písať 

d 2 v dv , / n - - - c / - T - + O v'1- v) = 0, 
d.s2 ds 

kde O = -(2Oj - 1) > 0, b = -w(co - 1) > 0. 

Prcdpokladajme, že táto rovnica má oscilatorické riešenie. Z uvedenej úvahy 
o maximách a minimách riešení vyplývá, že riešenie móže oscilovat' iba v páse 
— 1 = v = 1 a teda musí byť ohraničené. Označme sk body, v ktorých v(sk) = 0. 
Podobným postupom, ako v dókaze vety 2 dostaneme, že v'2(sk) -> co. Vezmime k 
tak vefké, že platí 

v\sk) > ~ • 1 T i a x (y" — )̂-

Potom platí 
r" = av' — b(?;n — D) > 0 

v dosť malom okolí bodu sk; íahko zistíme, že táto nerovnost' ostane splněná, pokiaF 
0 = v = 1. Z toho však vyplývá, že v' je rastúca a teda v musí pretnúť priamku v = \, 
co je v spore s tým, že riešenie móže oscilovat' iba v páse — 1 ^ v _ 1. 

Veta 9. Ak G + n + 1 ^ 0 , potom rovnica (2) nemá kladné riešenia. 

D ó k a z . V [3] je dokázané že postačujúcou podmienkou, aby rovnica 

u" + f(l)u" = 0 (/? < 1), 
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nemalá neoscilatorické riešenia je, aby platilo 
QO 

ff(t)tnát = oo; 

táto podmienka je v našom případe zrejme splněná. 
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О Б У Р А В Н Е Н И И Э М Д Е Н А — Ф А У Л Е Р А В С Л У Ч А Е // 1 

Павол Б р у н о в с к и 

Р е з ю м е 

Изучается асимптотическое поведение положительных решений уравнений 

^ - ^ " = 0 (1) 

И 

~ + . V = 0, (2) 
<И2 

где п — „нечетное" рациональное число (т. е. п — р/ц, где/>/а, — оба нечетные числа), и с п о л 

няющее неравенство 0 > п > 1. 

Случай п > 1 изучен в ряде работ, например в [1]. 

К уравнениям типа (1), (2) можно привести уравнения типа 

в случае {> Ф 1. Уравнения типа (3) называются уравнениями Эмдена—Фаулера (смотри [1]). 

Оказывается, что в случае 0 > п > 1 мы получаем подобные асимптотические выражения, 

но для других с, как в случае п > 1. 

Пусть 

(JÜ = 

0- + 2 
(JÜ = 

1 - n 
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Верны следующие теоремы: 

Теорема 1. Каждое положительное решения уравнения (1) или (2) регулярно. 

Теорема 2. Если о + 2 > 0, то каждое положительное решение уравнения (1) удовлетво

ряет одному из соотношений 

1. и = у.Г. 

2. и ~ с/, (с > 0). 

3-" = с + (, + ? к Г + 2) -1 + ^ Д <с>°>-
Теорема 3. Если о -\- п -V 1 > 0, то каждое положительное решение уравнения (1) удовлет

воряет соотношению 

и ~ У1Г. 

Теорема 4. Если о -{- п -\- \ < 0 <̂  о* + 2, то каждое положительное решение уравнения (1) 

удовлетворяет соотношению 

и ~ с1 (с > 0). 

Теорема 5. Если о -{- п 4- 1 = 0, то каждое положительное решение уравнения (1) удовлет
воряет соотношению 

и = Г 1 + 0 ( 1 ) . 

Теорема 6. Если о + 2 > 0, то каждое положительное решение уравнения (2) удовлетворяет 
одному из соотношений 

1. и ~ сГ (с > 0). 

2- " = С - (а + ? к Г + 2) -1 + " Ц - ( С > 0 ) -
Теорема 7. Если гг -}- 2 == 0 то каждое положительное решение уравнения (2) удовлетворяет 

соотношению 

и ~ а (с > 0). 

Теорема 8. Если о + п -V 1 < 0 < о + 2, то каждое положительное решение уравнения (2) 
удовлетворяет одному из соотношений 

1. и ~ у 2 Л 

2. и ~ с1 (с > 0). 

Если 2гг -}- // + 3 < 0, то уравнение (2) не имеет колеблющихся решений. 
Теорема 9. Если о -\~ п + 1 > 0, то уравнение (2) не имеет положительных решений. 

O M O N E M D E N — F O W L E R ' S E Q U A T I O N I N T H E C A S E n < 1 

Pavol B r u n o v s k y 

S u m m a r y 

The asymptotic behaviour of the positive solutions of the differential equations 

d2« 

áŕ 
г V = 0 ( l ) 
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and á2u 
+ ŕu" = 0. C) 

is considered. Here // is an ,,odd" rational number (i. c. n ----- p/cj, where p, q are odd numbers), 
0 n < 1. 

The case n > 1 is considered in more articles and books, e. g. [ll. 
Equations (1), (2) may be obtained from the equation 

d / náu 

át \ Ót +. v = o (3) 

in the case () < '• Equations of the type (3) are so called Emden — Fowler's equations (sec [1]). 
Let ! ! 

i „ - r -Г7 + 2 
æ = , y t 

1 — n 

(a + 2)(ГJ + n + 1)' 

~JГ--n)2 Уг 
(G + 2)(ГJ + n + 1)~|«~-

u - > o 2 

The following theorems are valid: 

Theorem 1. Every positive solution of the equation (I) or (2) is regular. 

Theorem 2. If rr I 2 < 0, then every solution of the equation (I) satisfies one of the relations 

1. u = yxt
to. 

2. u ~ ct (c > 0). 

ćt"+г 

- [ . + » ( . ) ] (г>0). 
3- " C + '(o + l)(<r + 2) 
Theorem 3. 1 f rr ! // ! 1 > 0, then every positive solution of the equation ( 1 ) satisfies the relation 

w ~ yxf. 

Theorem 4, If a ! // 1- 1 ' 0 < rr j 2, then every positive solution of the equation (1) satisfies 

the relation 

u - ct (c > 0). 

Theorem 5. If rr -f- n i \ = 0, then every positive solution of the equation ( 1) satisfies the relation 

u = /« + ' " " . 

Theorem 6. If a + 2 . 0, then every positive solution of the equation (2) satisfies one oï the 

relations 

1 . W - ct (c > 0). 

?, 14 

.n,a + 2 
c i 

(a + , ) ( , + 2) V + "(')] (̂  > 0)-
Theorem 7. If rr -h 2 •-= 0, then every positive solution of the equation (2) satisfies the relation 

u ~ ct (c > 0). 

Theorem 8. If a -\- n + 1 < 0 < a \- 2, then every positive solution of the equation (2) satisfies 

one of then relations 

1. u ~ y2f
w-

2. u - ct (c > 0). 
If la \- n -\- 3 < 0, then the equation (2) has no oscillating solution. 

Theorem 9. If a -\- n ! 1 il 0, then the equation (2) has no positive solution. 
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