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Ц И К Л И Ч Е С К И Е МАТРИЦЫ 

И А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К И Е У Р А В Н Е Н И Я 

НАД К О Н Е Ч Н Ы М ПОЛЕМ 

К О Р Н Е Л И Я Г О Р А К О В А (КогпёНа Ногакоуа), Братислава 

и Ш Т Е Ф А Н Ш В А Р Ц (8геГап 8сп\уаг2), Братислава 

Пусть 

(I) /(х) = а0 + а,х + . . . + ач.2х
А~2

9 а0 Ф О, 

полином степени не более ^ — 2 над конечным полем ОР(^), ^ = р\ а _: V 
где р — простое число. Пусть А — циклическая матрица 

an ai a7 *q-l\ 

( 2 ) д = I 'ч-2 ао ах . . . ач_ъ 

\ах а2 а3...а0 

Известна теорема Кенига-Радоса (смотри [3], стр. 501), которая формулируется 

так: Пусть ох — число различных корней уравнения /(х) = 0 в пояс СР\^) 

и к — ранг матрицы А. Тогда ох = ^ — 1 — И. 

В первом разделе этой работы доказано более общее утверждение, из кото­

рого вытекает эта теорема как частный случай. Одновременно обобщена 

и одна из теорем из работы [4]. (Смотри также [6].) 

Пусть (7,-(1 _\ / _\ ^ — 2) обозначает число различных неприводимых ф а к т -

ров полинома (1) степени /. Во втором разделе выведена формула для числа <т., 

в которой выступают ранги некоторых циклических матриц порядков (/ 1, 

</2—1, • . . ^ / — 1. 
В третьем разделе выведены формулы для числа о{(тос! />), в которых высы­

пают следы степеней тех же самых циклических матриц. 
В случае ^ = 1 Гурвиц вывел формулу, которая определяет число о-! (тос1 р), 

используя коэффициенты полинома (1). Поскольку мы смогли установить, 
нигде в литературе не указывалось на прямую связь формулы Гурвица с матри­
цей А. В четвертом разделе показываем, как вытекает обобщенная формула 
Гурвица из результатов раздела 1. Одновременно найдены аналогичные 
формулы к формуле Гурвица для числа (т{(тойр) и для случая/ > 1. 

36 



Использование выведенных формул для вычислений вызывает трудности, 

потому что выступающие циклические матрицы очень высокого порядка. 

В пятом разделе показано, как можно задачу свести к исследованию к матриц 

порядка (с/ — 1)//г, где к\(ц — 1). 

В дальнейшем будем пользоваться такими обозначениями. Пусть Ь0, 

Ьх Ьг_х — элементы поля Т. Пусть п — натуральное число, п ^ г. Под 

символом 2(/?0, Ьх, . . . , ̂ г _ 1 ; п) будем понимать матрицу л-того порядка, 

которая получится таким образом: 

а) Если п = г, то ее первой строкой является (6 0, _*х, . . ., Ьг-^ а остальные 

строки возникнут из первой циклической заменой; 

б) если п > г, то первая строка — (Ь0, Ьх, . . ., Ъг_х, 0, . . ., 0), а остальные 

(n — r) paз 
получим из нее циклической заменой. Значит, 

(Ь0 Ъ1...ЪГ„1 0 . . . 0 (Г 

о б 0 . - А - 2 б г - 1 . . . о о 

\ьх ь2...о о ... о ь0) 

Пусть Т и п — такие, что уравнение 

( 3 ) .Vй— 1 = 0 

не имеет многократных корней, т. е. п не является кратным характеристики 

поля Т. Обозначим корни уравнения (3) через _1 9 е 2, . . ., еи. Тогда матрица 

Вапдермонда 

'1 I 
Б, е, . . . е„ 

V(є l 5 в 2 , . . .£„) 

и - 1 n~ 1 
. . . £„ 

имеет определитель отличный от нуля. Если обозначим 
/'(г) = Ь{) + Ьх1 + . . . + />г_12

,'~1. получим 

/ / К ) /(82) . . , / ' ( Е „ ) . 

(4) _</,„,/>,. ...,*,-, ; | . ) У ( в , . е 2 . . . . . , „ ) = Г ' Л Е 1 ) 8 2 / ( Й 2 ) • • • Е « Л ) ; " ) 

УГЖ) ^'/^...еГУМ 



Обозначим через о число корней уравнения (3), которые являются одновре­

менно корнями уравнения 

/(_) = Ь0 + Ьх; + . . . + 6 Г _ 1 - ' - 1 = 0 . 

Если а ^ 1, то можно без нарушения общности предположить, что рас­

сматриваемыми корнями будут элементы гп_а+ х, гп_а + 1 гп. Тогда по­

следние о столбцов матрицы (4) имеют только нулевые элементы, з н а ч ш , 

матрица (4) имеет ранг не более п — о. Но этот ранг точно равен числу п — п. 

потому что определитель матрицы, которая остается после отбрасывания 

последних а столбцов и а строк, равен элементу 

/(е-.) . . ./(е и _„) . | У(е1, е 2 , . . ., е„_ _) | . 

Этот результат, очевидно, остается в силе и если а = 0. 

Поскольку матрицы 2.(Ь0, . . ., Ьг_х ; п) и 2(/?0 /?,._ , ; / / ) . У(е, <':,.) 

имеют одинаковый ранг, то можем сформулировать такую теорему: 

Теоррма 1. Пусть Е(х) = а0 + а{.\ + . . . + аг_{.\''~ ] — п о л и н о м степени не 

оолсс г— 1 над полем Т. Пусть п > г— \ и пусть п не является кратным 

характеристики поля Т. Если о обозначает число корней уравнения хп—1 = 0 

циклической матрицы Т_(а0. ах, . . ., аг_{ ; /?), то имеет место а = п — //. 

П р и м е ч а н и е . Допустим, что С(х) = с0 + г,.т + . . . + сг_{х'"1. сг_{ + 0, 

полином степени г — 1 над полем Т и выполняется п ^ г — 1. Найдем два 

полинома Н(х) и к(х) так. чтобы было С(х) = (хп— У) к(х) + //(л), где //(.\) 

полином степени меньше п. Если И(х) — нулевой полином, ю корнями уравне­

ния С(х) = 0 будут все нулевые точки полинома У — 1. Если //(л) — отличный 

от нуля полином, го каждая общая нулевая точка полиномов С(х) и У — 1 

будет также нулевой точкой полинома //(У, и, наоборот, каждая общая нулевая 

точка полиномов //(X) и У — 1 будет также нулевой точкой полинома С(х). 

Поэтому можно нахождение общих нулевых точек полиномов (7(У и У-— 1 

свести к нахождению общих нулевых точек полинома хп— 1 и полинома //(У. 

который имеет степень меньше п. Как раз этот случай и рассмотрен в теореме 1. 

Из уравнения (4) следует для определителя циклической матрицы 

| 2 (/> 0 , />, , . . - Л - 1 ; " ) ; = / ( е , ) . • -./Ю-

Пусть Ек, к ^: 1, обозначает в дальнейшем единичную матрицу порядка А. 

Матрица 2(«60, Ьх, . . ., Ьг_х; п) — ЛЕ,, = Ж(Ь0 — /, / ? ! , . . . , Ьг_ , ; п) также цикли­

ческая. Значит, для ее определителя имеет место 

| -Е(*60- Ьх Ьг_х:п) — / Е „ | - ср(вх) . ср(в2) . . . ср(еп)щ 

где ф) = {Ь0—1) + ЬХ2 + . . . + ЪГ_Х1
Г~Х =/(_•)—-Л. Поэтому 

(5) | 2 ( Л 0 , Ь,, . . ., Ьг_,;/!)- АЕ„ | = (- 1)" [/ - / ( е - ) ] [/ — / ( е 2 ) ] . . . [/ -/(*: , ,)] . 
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Обозначим через зк сумму всех главных миноров к-того порядка матрицы 
.2(1?0, Ь{ Ьг_х\ п). Известно, что 

(6) | 2(/>(), Ьх,. . ., йг_- ; л) —ЛЕИI = (-1)"(ЯИ —лг-Я""1 + * 2 Г ~ 2 + . . . + ( - 1 )"?,,)• 

Путем сравнения получаем: 
п 

*• = _Де.>. 
1== 1 

-2 = 1Л-.-)/(-я)< 
(7) _ 'Й 1 

-» = / ( е 1 ) / ( е 2 ) . . . / ( е | | ) . 

Пусть в последовательности зх, .У2, . . ., зп последним отличным от нуля 
элементом будет лг. Тогда утверждаем, что о = п — 1. 

а) Если хп -= 5*и_1 = . . . = 8г+х = —0, но з( Ф 0, то из соотношения (6) вы-
1екае1, что полином /" — зх/"~ ' + . . . + (— \)пзп имеет Л = 0 в качестве {п — /). 
-кратной нулевой точки. Из соотношения (5) вытекает, что среди элементов 
/О/)./(е2) /\сп) находится точно п — 1 нулей, т. е. х"— 1 = 0 имеет ючно 
// / (различных) корней, которые одновременно удовлетворяют /{х) = 0. 

б) Пусть, наоборот, .Vй— 1 = 0 имеет п — / (различных) корней, которые 
удовлетворят/(.т) = 0. Пусть это будут корни е 1 ? е 2, . . ., гп_г. Из соотношений 
(7) вытекает: зп = зп_х = . . . = 5,

г + 1 = 0 (так как каждое слагаемое направо 
имеет хотя бы один нулевой фактор), тогда как зт = /(е г)/(е г + 1) . . ./(ея) ф 0. 
Тем самым мы доказали: 

Тгор: чин 2. Пусть Г(х) = а0 + ахх + . . . + # |._1У~1 — полином не более 
(г — \)-ой степени над полем Т. Пусть п > г — 1 и пусть п не является кратным 
характеристики поля. Обозначим через зк сумму всех главных миноров к-того 
порядка циклической матрицы 2.(#0, ах, . . ., Й Г _ 1 ; п). Пусть 8{ — последний 
отличный от нуля элемент последовательности ^ , , 5 2 , . . ., зп и пусть о обозна­
чает число корней уравнения х"— 1 = 0, которые являются одновременно 
корнями уравнения Т(х) = 0. Тогда справедливо о = п — I. 

Примечание . Из теорем 1 и 2 следует: И = л 

Применим теорему 1 для случая конечных полей. Пусть Т — конечное поле, 

Т = СТ^), где д = /?8, $ _ 1 и р — простое число. Пусть 

(8) /(.у) = а0 + «I* - - - . . + %_2х"~\ а{еОП")> «о Ф 0, 

полином не более (</ — 2)-ой степени над полем Т = ОР^). 
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Пусть / „ 1 — целое число и / > / " > / " > . . . > 1 — все делители числа /. 
Если ср(х)— некоторый неприводимый полином над полем Т степени /" и <р(/') = 0. 
то известно, что в поле Т(/) ~ СЕ(ц1) лежат все корни всех неприводимых 
полиномов над Т степеней /, /', /" 1. Каждый ненулевой элемент поля Т(у) 
притом удовлетворяет уравнению 

(9) .V*'""1 — 1 = 0 . 

Это уравнение не имеет многократных корней. 
Если/(.г) имеет а{ различных неприводимых факторов степени /, дальше, ах. 

различных неприводимых факторов степени /', . . ., ах линейных факторов, 
го (9) имеет как раз \ох + /'с,-, 4- . . . + а{ корней, которые удовлетворяют 
уравнению/(х) = 0. 

Рассмотрим циклическую матрицу 

(10) А,- = 2(я0,Я1. • • •, <*ц-ъ\Чх — О. 

Если ранг этой матрицы А,., то согласно теореме 1 имеет место 

1'о1 + /'егг + . . . 4- а1 = а1 — 1 — /?,-, 

Тик°к = Ч1— - — Л,--
к/1 

Применяя формулу Мебиуса для инверсии, получаем 

(П) ^ = | ^ / | ) ( ^ - . - / , , ) • 

Тем самым мы доказали обобщение теоремы Кенига-Радоса: 
Теорема 3. Пусть (8) — полином не более (<7— 2)-ой степени над полем О/7(^/). 

Пусть а 1 обозначает число различных неприводимых факторов степени / ^ 1 
полинома (8). Если Н1 — ранг матрицы (10), то имеет место формула (11). 

В этом разделе покажем, что для взаимного соотношения матриц А, и чисел 
ах, о2, • • - &1 существуют и другие интересные формулы. 

Применим формулу (5) к полиному (8) и уравнению (9). Если все корни 
уравнения (9) — вх, е2, . . ., ЕЙ1-\ , то согласно (5) имеет место 

| А - АЕ,,- ! |* = [Я —/(в,)] [Я - Д е 2 ) ] . . . [Я - / Ц , _ ,)]. 

Характеристическими корнями матрицы А; являются элементы /(с,) 
/'(*>,,•_!). Поэтому характеристическими корнями матрицы А? ' - 1 являю1ся 

элементы [/(е-)]"'"1 Ш^ - \)]4* ~ Х * Однако 

... , |0, если вк —- корень уравнения /(х) = 0. 
^ 'к | 1 , если еА. — не корень уравнения /(х) = 0. 
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Если оставим введенные выше обозначения, то спектр матрицы А-'' 1 состоит 

из \а{ + /"сгг + . . . + <7Х нулей и цх — 1 — (\а1 + \'а1. + . . . + ах) единиц. Значит, 

(12) ( А р 1 —ЛЕйг_1 ! = ; ^ + '"".' + - - - + ^ ц _ _ 1у/'-1-(/<г,- + ^1-' + ...+(т1)> 

Тем самым мы доказали: 

Теорема Л. Пусть /' _• 1 — натуральное число, пусть / > / ' > / " > . . . > 1 — 
бтс делители числа г и пусть А1 — циклическая матрица (10) порядка а1~х. Тогда 
для характеристического полинома матрицы А ? 1 - 1 имеет место формула (12). 

Пусть 8р(В) обозначает в дальнейшем след матрицы В. Из соотношения (12) 
следует, что в поле СР(а) справедливо 

$р(А(!'-г) = (т1 + . . . + о-х). 0 + к/ '— 1 —/<т. — / ' а г — . . . — ^ . 1. 

Значит, 8р(А?' - 1) — элемент поля СТ(р) а СТ^) и справедливо 

ш, + |'<тг + . . . + о-] = —1 -—8р(А^ - 1) (тос!/7), 

X *<гЛ = — 1 — 8р(А?'~ 1) (тойр), 

/<т( = g {- 1 - Sp (Af - ] )} д ^ (mod p) 

Отсюда для /' = 1 получаем 

(13) а, = — 1 — 8р(А?"1) (тоо! р). 

Для /' > 1 ( ввиду ]Г/Л — | = 0 | 

(14) /^ = - ^ / — ^^рСАГ" 1) ( т о о » . 

Тем самым мы доказали: 

Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда для чисел а1, а2, • . ., 
^.-7 (тоё/?) имеют силу соответственно формулы (13) и (14). 

Примечание I. Если с/ = р, т. е. полином (8) имеет коэффициенты из поля 
СТ(р), то для всех чисел <7,(/ = 1,2 /;—2) выполняется неравенство 
0 ^ а,- ^ р — 2. Значит, числа а, определены соотношениями (13) и (14) одно­
значно. 

Примечание 2. Формула (14) формально аналогична формуле (8), выве­
денной в работе [6]. Однако, матрицы, выступающие в работе [6], не тождест­
венны с матрицами, выступающими в нашей работе. 
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В этом разделе прежде всего покажем, что из формулы (13), в которой 
выступает циклическая матрица А 1 ? можно легко вывести обобщение формулы 
Vурвица, о которой шла речь во введении, и которая задает число о-^то^/Л 
тоже в случае, когда л > 1. 

Обозначим через N. следующую матрицу порядка ц —- I: 

Очевидно, для к < ц — I 

N ' 

0 1 0 °̂  k 

ҜJ 1 0 

0 1 0 

14, "1 1: 0 

0 

k 

0 

0 

1 

ч 1 
0 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 

1 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 

0 0 . 1 0 0 . . . 0 0 

Для к =- ц— 1 б уде. ^ = ~\ц-1. В общем случае №' = № , если о = о (плод. 
ц— 1). Очевидно, дальше 

(15) 8р(Ы*) 

Матрицу А! можно записать в виде 

О, если ц —- \/к. 
ц — 1, если ц -- !/А\ 

^ O E ^ - І + aiNl + . . . + aq_2N\~ 

Обозначим через Р \/.0, АХ К-г) т о т элемент поля ОР(р), который (тоё/Л 

равен неотрицательному целому числу 
(9-1)! 

A0!Я1!... 2Î 
, гдe ;.0 + ;., -

Л/-2 = Ч 

Имеем 

K - , - i я,N, + . . . ' „ - 2 N Г 2 ] " ' 1 

_ Г р , ! ^ ; ; \ п?0пАХ

 Лле?-2К|А„ + 2 ; . 2 + . • • + « / - 2 ) я ч - 2 

где сумма относится ко всем неотрицательным целым решениям (/0. }.у  

1ч-2) уравнения Я0 + /л + . . . + Лч_2 = ц— 1. 
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В силу соотношения (15) след каждого слагаемого равен нулю (в поле О/7^/)), 

за исключением тех слагаемых, в которых числа (Я0, / _ , . . . , /.<-__ 2) удовлетвор­

яют соотношению 

;__ + 2/2 + . . . + (д — 2)лч_2 ~ 0 [ ш о с 1 ( ^ 1)]. 

Для слагаемых такого вида след равен элементу 

и ч -
Л1\~1 

Ґl)a0, Я, , . . ., V_) . (q - I) . ű_°_ì- . . . _í'-г 

= - Р ( 1 ) ( / 0 , / . , , . . . /,_ 2) ^° . . . а^2 е (7/^/) 

Значт (смысл знака суммы ясен), 

5р(А\~1) = — I />(1ч/0< А,, . - - А__-2) 4 ° • • • < _ 2

2 . 

Полегавляя в (13), получаем 

(16) ах = — 1 + И Р ^ Ц о Л ! Я,_ 2 )^ °-^ . . . ф / ( т о о » , 

где сумма ОТНОСИТСЯ К целым неотрицательным решениям (/0, А,, . . . ,/_ / _ 2 ) , 
удовлетворяющим 

/ 0 + /_ + . . . + /__2 = г/ — 1, 
{ 1 / ) Я_ + 2Я2 + . . . + (</ —2);.___2 ЕЕ 0 [тос1(</—1)]. 

Э ю — обобщенное утверждение Гурвица, доказанное Диксоном (смотри [1], 

с I р. 232). 

Формулу (14) можно применить для нахождения явных формул для числа 

<т-(тос1 р), где / ^ 2. 
Пусть ^ обозначает матрицу порядка ^к — 1 вида 

/ 0 І 0 . . . 0 
/ 0 0 1 . . . 0 

M.-J 1 0 0 0 . . . . 1 
\ 1 0 0 . . , . 0 

Очевидно, ^ ~ 1 = Е^__ и №' - Ы" для д = <7[тосЦ<7* — !)]. Дальше, 

0 , для Ц

к — \\1, 

№— 1, для _/*— 1/1, 

А : ^ ! = К ^ _ 5 + а,Ык + а2Ы1 + . . . + ^ . ^ Г 2 ] * * " 1 . 

Sp(NІ) = V_ , . . . . ,м 

Обозначим в т о м же смысле, что и п ы л : 

piVґiW ;(*) ;(*) \ __ ía ^ ' 

F (/0 , / ! , . . . ,v_ 2 ; - м ;(/í) 
/ 0 !/_ : . . . / _ _ 2 I 
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где Д?> + ;.<*> + . . . + Х\к12 = «у*— I. Тогда 

8 р ( А Г " 1 ) = -Е/>«>(/<*>, /,"> 4^2» *о0"" • ^•"" . . . < 1 2 - ' " " . 

где сумма относится к системам неотрицательных целых чисел (/}0

к). /\к\ 
Я^_2), для которых имеет место 

; (/с ) , ; (/с ) , , ;(/<> _ /с л 

Л0 + Ах + ... + лц_2 - а, — 1, 
À[k) + 2}}k) + ... +(q-2) Ąl 2 = 0 [mod (qk — 1)]. 

(18) 

Подстановкой в (14) получаем наконец (для / _• 2) 

(19) ш, = X /' (-с) ( I - ^ ' ( Д 4 , Д*\ • • • • ^ 2) «оЯо', • • -, ач-2)
{к12} (тос1 /,). 

где внутренняя сумма относится ко всем решениям (л0\ /(/° ^ц-г)* удовле­
творяющим соотношениям (18). 

Выведенный результат можно сформулировать гак: 

Теорема 6. Пусть (8) — полином не более (^ — 2)-ой степени над полем 
СР^). Пусть егг- — число различных неприводимых факторов полинома (8) над 
полем СГ^) степени г = 2. Тогла для числа <т( (тос! /?) справедливо соотношение 
(19). 

В этом разделе покажем, как можно вывести формулы для чисел о\. которые 
содержат циклические матрицы меньшего порядка, чем а1 — V 

Обозначим через С1 ненулевые элементы поля ОТО/). Известно, что элементы 
еОд образуют относительно умножения циклическую группу порядка ^—1. 
Пусть к — целое число, к\(ц— V). Тогда ненулевые элементы еСГ^1), которые 
являются &-тыми степенями элементов е ОР(я), образуют циклическую под­
группу порядка (</— О/А:. Обозначим ее через Ск. Каждый элемент еСк удовле­
творяет уравнению 

(20) 2(-*-!)•*_ 1 = о. 

Разложение группы С 1 по подгруппе Ск имеет вид 

(21) С{ = Ск ^ ц2Ск ^ . . . и цкСк, 

где п{ = 1, п2,...,цк — подходящим образом выбранные элементы еС{. 
Будем находить число тех корней уравнения 

(22) Г(х) = а0 + ахх + ... + агх
г = 0. а, е СЩгД а0 + 0. 

в поле О!7^), которые попадут в класс ц1Ск, т. е. они вида ^//(, где се Ок. Чисто 
к 

таких корней обозначим через сг^/, к). Очевидно. яд = ^ (т{(1. к). 
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Подставим д- = ц{у. Тогда Дх) приобретет вид 

</>;0') = ао + сцЦгУ + о2г\2у2 + . . . + агц\у\ а0 + О, 

и достаточно искать число корней уравнения <р((у) = 0, для которых у будет 
элементом группы Ск, т. е. (ненулевой) Аг-той степенью из СТ(а). 

Поскольку каждый элемент у е Ск удовлетворяет уравнению (20), будем 
предполагать, что г ^ гк— 1, где гк = (ц—- \)/к. 

Построим циклическую матрицу 

(23) В(/, к) = 2.(а0,а1ц1,а2г]2, . . .,агц\\ — — 

а) Если //(/, к) — ранг матрицы В(/, к), то согласно теореме 1 имеет место 

соотношение о̂ О", к) = — /?(/, к). Значит, 
к 

к к 
°1 = X от 10'- к) = ^ - 1 - ]Г й(/, к). 

1 = 1 1 = 1 

б) Из соотношения (5) следует 

; В(/. *) - ?.Е,к \ = (-1)»-'•'* [х -Ап&Ш -ЛпЛг)] • • • [А -ЛпЛ,Л 

г д е %1, <;21 • • ••> %гк — в с е элементы группы Ск. Так как элементыДц&\), . . ., 
Дц&к) являются как раз всеми характеристическими корнями матрицы В(/, /с), 
получим (точно так же, как при доказательстве теоремы 5) 

5р [В(|\ *)* ] = <г1(/Д-).0 + 

значт . 

-i—L-^O-.fc) • ì, 

<-.(/, k) = - ^ Ц — - Sp [B(i, /<)]«"Ł (rnod/>). 
K 

к 
Из уравнения сг1 = ^ гт1(/, /с) получаем 

Í = I 

(т, = - 1 -5р{В(1,/с)^ 1 +^В(2,/с)^ 1 + ... + Щк9к)ч~1} (тос\р) 

Э.и результаты можно свести в георему: 

Теорема 7. Пусть к — целое чысло, к/(ц—\) ы 1к = (</—\)\к. Пусть ах 

обозначает чысло корней уравнения 

Дх) = а0 + агх + . . . + а1кх
1к'1 = 0, а{ е ОР(я\ а0 + 0, 

в поле С На). Пусть В(/, к) — циклическая матрица (23), в которой цх, . . ., цк 

имеют смысл из разложения (21) и пусть /?(/, к) — ранг матрицы В(7, к). Тогда 
имеет место: 
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а) о-! = Ч - 1 - X "(Л /с), 
1 = 1 

б) <т. = —1 — 5р [ В О Д ) " - 1 + В(2,ку j l " 1 B(k, ky ,0-n. (mod p). 
[ --•V1? *-/ ^ " Ч ^ л ; -г . . . -г »-пп., ^ 7 I 

Значение теоремы состоит в том, что число ох определяется с помощью 

матриц, порядок которых меньше, чем число ц — 1. 

Примечание. Аналогичные формулы можно вывести и для чисел о2,оъ ог. 
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S u m m a r y 

In section 1 of this paper some generalizations of the Theorem of Rados—Konig are given. As 
an application we prove in section 2: Let (8) be a polynomial of degree at most q-2 over the finite 
field GF(q). Let a{ (I < i q — 2) be the number of different irreducible factors of (8) of degree i. 
If /^ is the rank of the cyclic matrix (10), and /i(t) the Mobius function, then the relation (II) holds. 

In section 3 an other type of formulas is given. If Sp(B) denotes the trace of the matrix B, then 
/Yr-(mod p) is given by the formulas (13) and (14). This is used in section 4 to deduce explicit formulas 
for irr-(mod p) in terms of the coefficients of (8). Also the relation between two types of formulas 
(namely those of Konig—Rados and L. Hurwitz) concerning the determination of n". is clarifyed. 

In section 5 a brief mention is given concerning the possibility of reducing the orders of matrices 
needed for the determination of the number rr1. 
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