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MATEMATICKO FYZ1KALNV ČASOPIS SAV, 1(5, 3, I.W6 

STYK MONOSYSTÉMU PROJEKTIVNÍCH PROSTORU 

MILOSLAV Jť'ZA, Praha 

V článku je dokázáno několik vě t o s tyku j e d n o p a r a m e t r i c k ý c h soustav 
pro jekt ivních podpros torů Sn pro jekt ivního prostoru $2n . i -. jez jsou zobecně-
ním analogických vět o s tyku př ímkových osnov (T). 

Budeme užívat t o h o t o označení : Ar i tmet ické body projekt ivního prostoru 
b u d e m e zpravidla znači t malými la t inskými p í smeny: x.jf.o.p přís lušné 
ueome t r ieké body b u d e m e značit odpovídaj ícími velkými p í s m e n y : 
A. Y. A, J\ ..., reálná ěísla budeme obvykle znači t řeckými písmeny :x. //, 
o. o\ . . . Pod názvem projektivní prostor budeme vždy r o z u m ě t rválnff projek­
tivní pros tor. Čtenář sám uváží, j ak je n u t n o změni t znění vět pro 1110110-
s y s t é m y v komplexním projektivním pros toru závislé na reálném nebo kom­
plexním p a r a m e t r u . 

Máme-Ii v //-rozměrném projektivním prostoru Sn krivk\ A ' ( T ) . ) ' ( T ) . 
řekneme, že t y t o křivky mají při p a r a m e t r i z a c i r pro h o d n o t u T TO m<a-
lytickff styk řádu a (a ^ 0), můžeme-li zvolit příslušné a r i tmet ické body 
X(T). J(T) t a k . že platí 

•*'(To) //(TO), ^ ' ( T O ) :--• / / ( r 0 ) : T » ( T 0 ) - // ( ' 7 ) ( r o) . 

Máme-li v Sn kř ivky X(T). Y(V), řekneme, že mají v bodě A A ( T U ) -.: Y(vo) 
•styk řádu a. existuje-li funkce v --. V(T) t ř ídy Qj( 2), v o Kro)< J'(TO) O, 
tak, že kř ivky A ( T ) , Y(V(T)) mají ])ři parametr izaci T pro h o d n o t u T T{) 

analy t ický s tyk rádu a. 
Monosystcmcm v projekt ivním pros toru Sm n a z v e m e j e d n o p a r a m e t r i c k ý 

systém ~n-rozměi*ných lineárních p o d p r o s t o r ů Vn(r) prostoru Sm. Je-li V„(T) 
- f.ro(r), X\(T), . . . , X71(T)], ])otom křivky XÍ(T) n a z v e m e řídicími křivkami 

m o n o s y s t é m u , pros to iy [XQ(T), ..., XU(T)\ při pevném T tvořícími prostory 
m o n o s y s t é m u (viz [3]). Urcujeme-li tvořící prostory jejich ( í r a s s m a n o v ý m i 
souřadnicemi, můžeme je považovat za body ])rostoi'u N y kde X 

(M Viz [1J, kap . 11, odst . 304 305, a kap . IV. 
(-) Ř e k n e m e , ze funkce <p(r) je tř ídy C a , má-li spojitou derivaci řádu o. 
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trn -|- 1\ 
I , , I - V a o m o n o s v s t é m u m ů ž e m e mluv i t jako o křivce v t o m t o 
\ n -|- 1 ; • J 

prostoru. 
Hekneme, že monosystcm je třídy Ca, je-li t ř í d y C^ jakožto kř ivka prostoru 

S\(:]). Řekneme, že d v a m o n o s y s t é m y mají analytický styk řádu a pro hodnotní 
r To. nebo styk řádu a podél tvořícího prostoru A, mají-li t y t o kř ivky ana ly­
t icky s tyk řádu a pro r To. nebo s t y k ř á d u a v bodě představuj íc ím tvořící 
prostor A. 

Veta i. Monosystcm Vn(r) v prostoru Sm je třídy Ca právě tehdy, jestliže 
na něm můžeme zvolit řídicí křivky tak, aby byly třídy Cfí. Monosystémy Vn(r). 
U n(r) v prostoru Sm mají pro r To analytický styk řádu a právě tehdy, múze-
me-li zvolil řídicí křivky Xo(r) xn(r) na Vn(r) a yo(r) !JÁr) n a Wn(r) 
tak. ze 

•*'/U)(To) ^ /// U ) ( r o): A ---- °- . . . , a\ i ----- 0. .... n. 

I ) u k a ž . I . Derivace ř á d u / C r a s s m a n o v ý c h souřadnic jsou celistvými 
racionálními funkcemi derivací souřadnicí řídicích křivek do ř á d u nejvýš /. 
Jestliže1 t e d y derivace řídicích křivrek až do řádu 1 j sou spojité nebo jestliže 
u dvou monosys témů se pro ně jakou l iodnotu p a r a m e t r u rovnají, platí totéž 
o derivacícli (J rassmanových souřadnic . 

I I . Nechť ( í r a s s m a n o v y souřadnice rrjo.. ^ , (T) prostoru Vn(r) jsou t ř ídy Ca 

v okolí čísla TO a budiž např . TT(IŮ ((n{U)) i- 0. P o t o m nUQ ((it(r) / 0 v celém 
okolí TO a v t o m t o okolí m ů ž e m e zvolit j ako řídicí kř ivky xo(r), ..., xn(r), 
kde 

XÍ(T) •=-- (XÍA)(T) Xi,m(r)), 

při čemž 

•>V.;(r) - . T „ , „ , , , . „ , , W n ( r ) ; •/ -- 0, . . . , , i ; j== 0 //i (4). 

Nyní je zřejmé, že jsou-li 7ij() jn t ř ídy Ca, p lat í totéž o souřadnicích řídicích 
křivek Xi(r). Dále je o d t u d zřejmé, že splývají-li derivace (J rassmanových 
souřadnic dvou m o n o s y s t é m ú až do ř á d u a(a ^ ()), ]>latí totéž pro derivace 
souřadnic právě def inovaných řídicích křivek. 

Y dalším se b u d e m e z a b ý v a t m o n o s y s t é m y Vn,(T) v prostoru S»tl\i- Budeme 
předpokládat , že všechny u v a ž o v a n é m o n o s y s t é m y jsou aspoň t ř í d y C i . 
T a k o v ý t o monosys tém Vn(r) — [.r0(r), X\(r), ...,xn(r)] n a z v e m e nerozvinu-
teluým, jest liže 

| . r 0 (r) , xi(r), . . . , ^ ( T ) , . ^ ( T ) , x[(r), . . . , X'H(T)\ /- 0. 

(:}) To znamená, že body této kř ivky jsou při vhodné volbo skalárních faktorů funkcemi 
t ř ídy C a . 

(4) Viz | 2 | , k a p . V I I , § 4. 
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Věta 2. V Szn+i mějme nerozvinutelný monosystém Vn(r) třídy Ca.{\(a ^ 0) 
s ridicimi křivkami xo(r), ..., xn(r) a nerozvinutelný monosystém Wn(r) třídy 
C(y+i s ridicimi křivkami yo(r), ...,yn(r). Budiž 

(1) ^ ( r 0 ) = yi(ro), x^ro) = y[(r0), • • •, ^ a ) (ro) = l/f^ro), i = O, . . . . n. 

Potom oba monosystém y máji při parametrizaci r pro hodnotu r = T0 analytic­
ký styk řádu a + 1 právě tehdy, jestliže existují čísla fi{ tak, ze platí 

(2) yrl}(ro) - ^ 1}(ro) + | fafco), i = O, ..., n. 

D ů k a z . I. Nechť oba monosystémy mají pro r = To analytický styk řádu 
a + 1. Potom existují systémy řídicích křivek xo(r), ..., xn(r) na V«(T) 
a ýo(r), ...,ýn(r) na Wn(r) tak, že 

*f(To) - yi(ro),...,x^l)(ro) = ý^\ro), i = 0, . . . , n. 

Existují funkce y{(r) tak, že 

n 

M T ) = ^yÍ(r)xj(r), i = 0, . . . , n . 
j = o 

Položíme-li 
n 

.^(r) = 2 rKr)yj(r), £ = 0. . . . , n, 
j-o 

potom bude 

(3) Xi(ro) - áfť(To), ..., x^ 3 )(T0) = r ^ o ) , i = 0, ..., n. 

Nechť pro soustavu řídicích křivek yo(r), . . . , yn(?) platí (1). Protože až 
na skalární faktor [yo(r), ..., yn(?)] = [;yo(r), . . . , ýn(t)], existují funkce XÍJ(T) 
(pro něž zřejmě existuje pro T = To derivace řádu a + 1) tak, že 

n 

Mr) = 2 aí^(T).V;(r), i = 0, ..., n. 
j=o 

Derivováním dostaneme 
k n 

i^oj^o \«7 
>(T); i = 0, . . . , n\ k = 0, . . . , a 4- 1. 

Protože platí (1) a (3), dostaneme odtud 

* u ( r 0 ) - b\ (*), ag(To) = 0, k = 1, . . . , a, 

< 5 ) < 5 , - < * p r o fт^ 
^ O p г o г ý=j. 
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t e d v 

i o 

o d k u d podle (3) p lyne (2) pro p{ = ^ L) ( T 0 ) . 
H . Nechť pro řídicí k ř i v k y obou m o n o s y s t é m ů p la t í (1) a (2). Definujme 

n a Wn(r) n o v ý sys tém řídicích kř ivek 

yt(r) - yt(r) — (a + 1 ) ! ^ | ^ ( T ) ( T — T 0 ) " " , i = 0, . . . , n. 
j = 0 

P o t o m 

fjf(ro) = yf(ro) = ^ ( T O ) ; k = 0 , . . . , a; i = 0 , . . . , w, 

y\a:l)(ro) = ž^r^tTo) - 2 / ^ ( T O ) = ^ M ) ( T O ) ; i = 0,.. ., n . 

Oba m o n o s y s t é m y t e d y mají p r o T = T 0 a n a l y t i c k ý s t y k ř á d u G + 1. 

Věta 3. V $2 W + i mějme nerozvinutelný monosystém F W ( T ) ímfo/ C<-+i(G _ 0) 
s řídicími kfivkami xo(r), . . . , - U W ( T ) a nerozvinutelný monosystém Wn(v) tfídy 
Caw s řídicími kfivkami yo(v), ...,yn(v). Budiž 

dxi dyi daXi dayi 
(4) a,-/(T0) = yt(vo), -— ( T 0 ) = - — (v0), ..., — — (TO) = - — (v0), i = 0, . . . , n. 

dr dv dra dva 

Potom oba monosystémy mají podél tvořícího prostoru A = [^O(TO), . . . , xn(ro)] = 
^ \:!/o(vo), . . . , y?i(vo)] styk řádu a + 1 právě tehdy, existují-li čísla f}\, y tak, 
ze platí 

dalt)i da+lXi dxf n 
(5) — -; (vo) = — — (TO) + y — (TO) + 2 PÍ*j(*o), i = 0, . . . , n. 

dV(7.i dr^*"1 dT jto 

D ů k a z . 1. Nechť oba m o n o s y s t é m y mají podél tvoř íc ího p r o s t o r u A s tyk 
dv 

ř á d u a + 1. P a k existuje funkce v(r), vo = ^(TO), ( T 0 ) + 0, t ř í d y C ^ i , 
dT 

tak, že m o n o s y s t é m y V^(T), I F W ( T ( T ) ) maj í pro T = To a n a l y t i c k ý s t y k ř á d u 
o* + 1. Označme ýi(r) — yi(v(r)), i — 0, ...,n, t a k ž e podle (4) je yi(ro) = 
- -('/(TO), i = 0, ..., ?i. Dále je pro i = 0, ..., n 

dýi dyi dv 
(ti) •-" (TO) = • ; - W - - ( T O ) , 

dT d r dT 
k—l 

dhiji dkin í dv \ k SP dh 
(7) - ' ( T O ) - " 7-(vo) - - (TO) + > (.)™-TÍTo) + 

d T * d r * \ d T / /_j dr? 
j - -. 
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dyt dkv 
'!- ••'- (''o) ] ; (ro), k = 2,....a \ 1. 

dv drk 

kde (.) z n a m e n á koeficienty, k teré n á s nezajímají. O d t u d plyne, že 

dkv y\ ])i"o k -- 1. 
(8) - — (r ( )) - < 

drk O pro k ----- 2 a. 

J i n a k by tot iž existovalo nejmenší číslo ko (1 ~\ ko ';- O) t a k . že (S) pro /-, 
ne])latí. Ale v tom př ípadě by bylo pro i •-- 0 H podle (4), (6). (7) 

dkji dk.n 
(r 0 ) (ro), k ----- 0 k0 - I , 

drk drk 

dv 
d S / , d*\vf cbj > ( T ( ) ) * l > r o ^ : K 

(тo) (r 0 ) [ // • ţ (тo). џ 
ďŕ» d т X ň d т 

/,•; ( ro) i ) ľ ( ) '̂o • V 

a tedy monosys témy Vn(r), Wn(v(r)) by ])odle vě ty 2 neměly pro r T(1 

vzhledem k p a r a m e t r u r analy t ický s tyk řádu k0, ačkoliv je ko < a \. 
Tedy plat í (8). Podle (6), (7). (8) a (4) m á m e pro /* .----. 0 n 

dA'y// dkffi dkXi 
j ( r 0 ) ' ( r o ) •-- (ro). k - <>••.. ř " , 

({T / : c b / J d r A ' 

(V ! !//7 d^*1/// d/// 
( r 0 ) -=• i - (r ( )) ; - //• - (ro). 

dra l dvG l dv 

Protože však Vn(r) a Wn(v(r)) mají vzhledem k r pro r r 0 ana ly t ický styk 
ř á d u a -)- 1, platí ])odle věty 2 

dffH/// (P7 i l.r/ « 
--- ' (ro) - - - (r 0 ) r-^fí^ro). i 0 . . . . . / / . 
d r ^ ! 1 ( lT ř T l 1 j o 

a tedy 

d^ 1 1?// dG^Xi " di/i 
(9) :- (ro) - --- (ro) -r > /*fo(r0) — // • ' •>(>). / = <), . . . .>* . 

d r ^ l d r ^ 1 1 j o * dv 

di/i dxi f ř 
Pro a > O je podle (4) - (r 0) ^ (TO), t a k ž e d o s t á v á m e ihned (.V,. 

d r d r 
P r o a O má (9) t v a r 

di/> dxL 

( l | / í ) ' ,*'o) / ( ro) -V 2 / t y ' ; ( r o ) . 
d r d r j i 
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dxi 
J e s t 1 + ju + O, neboť j inak bv ( r 0 ) . .i'0(ro), . . . . . ^ ( T 0 ) by ly l ineárně 

d r 
závislé. T e d y 

o1//. dxi i l \ dxi » f)\ 
- V M - — (TO) + —--- - i ----- (To) + 2 T • ^ ( r o ) . 

d r d r y 1 + /i J dr > o 1 + fi 

což je opět výraz t v a r u (5). 
I I. Nechť plat í (4) a (5). Je-li p ř i t o m a =- O, p a k položme v(r) — r0 | 

-| (1 4 - y ) - - ( T — r 0 ) ( 6 ) , " i ( r ) = .?/.(v(r)), / = ( ) , . . . , / * , t e d y - ~ - ( r 0 ) 
d r 

d//, 1 
(v o) a dosazením do (5) d o s t a n e m e 

d i- 1 | y 

dT/i dxi » 
I (To) -- - - ( T O ) -I- 2 ( 1 - y) L • $ • .r,-(r0), 

d r d r jo 

tedy monosys témy Vn(r), Wn(v(r)) mají pro r - = r 0 podle vě ty 2 a n a l y t i c k ý 
s tyk V ř á d u . t e d y původní m o n o s y s t é m y s tyk 1. ř á d u podél prostoru Vw.r0) 

n+r 0 ). 
Je-li a > 0, ]>ak po ložme v(r) — VQ + (r — r 0 ) — (ťr + l ) ! " 1 . y . (r -- — To)"7 1 . 

///(T) ///( r(T))j '* -~ u> . . . , H. t e d y pod le (7) 

dff+1;ž/i d* * i//ť dť/ť 
i - . (T° ' = ~ r ,"'; (v°) ~~ ^ * v ^ 

dr* f l d r ^ 1 1 d r 
a podle (5) a (4) d o s t a n e m e 

d°'yUi dalh'i dxf di/i " . 
_- ' (To) ~- . - - (To) \ y — (TO) - y T - ( r 0 ) f 2 # . 3 ; ( T 0 ) -

dr«x d r f f i I d r d r j o 

da {1Xi "• 

7(To) + I/i|..rJ(T„). 
r ; _ _ Í . dт* j---i) 

tedy i v t o m t o ])řípadě mají }>odle v ě t y 2 m o n o s y s t é m y V..(r), Wn(v(r)) 
])ro r =-- To ana ly t ický s t y k ř á d u a + 1, t e d y V«(r). M+(r) s t y k ř á d u O -| 1 
podél pros toru VW(T0) =• Wn(vo). 

((i) rlc to t iž 1 i y •/ 0, neboť j inak b y b o d y 

dt/i 
— — (*'<>)< //0(r0) - .*'0(To), . . . . !/,,[Vi)) --- .T w (To) 

dr 

byly l ineárně závislé. 
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Věta 4. Nerozvinutelné monosystémy VW(T), Wn(v) třídy C\ v prostoru. S-DU\ 
mají podél prostoru Q — V^(To) = Wn(vo) styk 1. řádu právě tehdy, mají-li 
oba v každém bodě prostoru Q společný tečný prostor. 

D ů k a z . I . Nechť oba m o n o s y s t é m y mají podél Q s t y k 1. ř á d u . P o t o m 
existuj í řídicí k ř i v k y XQ(T), ..., xn(r) m o n o s y s t é m u VW(T), řídicí k ř i v k y 
yo(v), ...,yn(v) m o n o s y s t é m u Wn(v) a funkce v(r), T ( T 0 ) ---= r 0 , V'(TQ) -?- O. 
t a k , že 

dxi dyt(v(r)) 
(10) Xi(ro) = yi(v(ro))y — (r0) = ( r 0 ) , & = ( ) , . . . , n. 

Ale je-li O: — >̂ aiX*i(To) = 2 aiŽ/ťí^To)) ^ o d P - - o s ^ o r u Q, P a k t e č n ý prostor 
-£=--() i -0 

m o n o s y s t é m u VW(T) v t o m t o bodě je prostor 

£ dxi(r) 
XQ(ГQ), •. •, ^я(тo), 2, <** ( ro) 

І = I d т 

t e č n ý pros tor m o n o s y s t é m u W^(v) je pros tor 

\ dyi(v(r)) 
yo(vo), . . . . yn(vo), 2 a * ~ ~ " (To) 

< o dT 

a t e d y oba p r o s t o r y splývají podle (10). 
I I . Nechť oba m o n o s y s t é m y maj í v k a ž d é m bodě společného tvoř íc ího 

p r o s t o r u Q společný t e č n ý prostor . Ne jprve m ů ž e m e zvolit řídicí k ř i v k y 
XQ(T), ..., xn(r) m o n o s y s t é m u Vn(r) a yo(v), ..., yn(v) m o n o s y s t é m u Wn(v) 
t a k , že p la t í 

(п; Жi(To) = УІ(VO) , i = 0, . . . , V . 

d.x'o dxn 

Protože XQ(TQ), ..., X71(TQ), (TO), . . . , (TO) je v důsledku nerozvinutel-
dT dT 

nost i Vn(r) báze pros toru $2»+i, existují čísla CL\, $\ t a k , že pla t í 

(12) 

dщ n . dxj n 

--ы = 2«ï •-гы + zßì.фo). 
áv j-o ü т ?-=o 

P o d l e p ř e d p o k l a d u mají V n(r) i Wn(v) v bodech XÍ(TO) — I/Í(VQ) společný 
t e č n ý p r o s t o r , t e d y existují čísla y% t a k , že podle (11) a (12) platí pro i —- 0 , . . . , n 

dxi 
(т 0 ), J?o(тo), . . . . л:я(тo) ľѓ 

dyг 

dv 
(VQ), УQ(VQ), . . . , í/и(vo) 
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•-= _> yÁ 

j o 

t edy , protože 

d% 
-~- (т0),-ro(тo), . .- , xn(ro) 
d т 

dxo 

0, . . . , n, 

xo(ro), . . . , xn(r0), ~ (TO), 
dT 

(тo) # 0, b u d e 

<xi =- - - # , y/ У- 0, г -= 0, . . . , ?г. 

Dále Vn(r) a TV.j(i>) mají společný t e č n ý prostor v bodě 

^O(TO) + . . . + xn(ro) = yo(^o) + ••• + yn(vo), 

t e d y existuje číslo y t a k , že 

v 
dx ř 

d т 

_-_- y • 
L< o 

t e d y musí b ý t 

a (12) má t v a r 

(тo), л-o(тo), - . . , xn(ro) 

(*o)< ;Уo(^o)? . . . , Уn(vo) 

2 dxi 
~ 7 ~ (тo), ^o(тo), . . . , # я(тo) 

••-.» d т 

daľi 
(т 0 ), лľo(тo), . . . , жя(тo) 

7/ = y, i = 0, . . . , rt, 

dHf d* ť * . 
— (vo) = y • -• (TO) + 2 # • #,-(*o), 
dv dT y=o 

což podle v ě t y 3 z n a m e n á , že oba m o n o s y s t é m y maj í s t y k 1. ř á d u podél Q. 
K ř i v k u x(r) monosy s t é m u F W ( T ) t ř í d y C2 s ř ídicími k ř i v k a m i xo(r), ... ,xn(r) 

v p ros toru A$V..+I nazveme asymptotickou, jestliže \x"(r), x'(r), xo(r), . . . , xn(r)] = 
- 0. 

Věta 5. Nerozvinutelné monosystémy Vn(r), Wn(v) třidy C2 v prostoru S-zn+i 
mají podél prostoru Q = V«(To) = Wn(vo) styk 2. řádu právě tehdy, jestliže se 
jejich asymptotické křivky v každém bodě prostoru Q dotýkají. 

D ů k a z . I . Nechť oba m o n o s y s t é m y mají podél p r o s t o r u Q s t y k 2. ř á d u . 
P a k existují řídicí k ř i v k y #O(T), . . . , xn(r) n a Vn(r), řídicí k ř i v k y yo(v),..., yn(v) 
n a Wn(v) a funkce v(r), v(ro) = VQ, v'(ro) + 0, t a k , že 

díCť(T) dyi(v(r)) d 2 ^ ( T ) 
(13) a-ť(To) = yi(v(r0)), ••-•-• ( T 0 ) = ; ( T 0 ) , — 7 - — = 

dT dT dT 2 

d2Уi(v(r)) 

d т 2 
(тo), i = 0, . . . , n. 
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Budiž 

à -- £ ^Щ\ тo V a ? ?//(r(T 0 ) 

hod prostoru Q a 

/? 

« ( T ) - 2 a . ( * ) * ť ( T ) , ať(T„) - - a,. ; ,-:-- O 11. 
i - 0 

budiž a s y m p t o t i c k á kř ivka na yn(r) procházející bodem a. 
P o t o m 

V x d% ť(T) 
Z , * - ( * > ) - (TO) - I -
/- o d ť 2 

ST / d.T/(T) ^ \ (LT/ÍT) 
+ 2 > a,(T0) (TO), > a / (T 0 ) ' l -

rV» <*T 

t e d y podle (13) též 

a/(т0) (тo), я'o(тo), . . . . .тДтo) 
o dr 

0 . 

V , Д%(Дт-)) 
Z І ^ Ы (тo) 
i o d т 2 

, 0 v '/ ,d^v^K x v , ( 1 .V/(Í ' (T)) 
-f 2 7 a i( T ») "•••• - ( T n ) , Z , a ť ( T 0 ) (To), ?/O(WT0)) ///i(»'(To)) 

, o ( 1 T , O d T 

což z n a m e n á , že křivka 

l'(т) ,-- V a,(т)í/ť(v(т)) 

m á pro T ^ TO asymptot ický směr na W„(r(T)). Ale podle (13) prochází bu(r) 
p r o T =- To hodem a a d o t ý k á se v něm kř ivky (i(r). 

J J . Nechť se dotýkaj í a symptot icko kř ivky obou m o n o s y s t e m u v každém 
hodě pros toru Q. M on osy sterny Vn(r), Wv(v) mají t e d y v k a ž d é m bodě pro­
storu Q společný t e č n ý prostor, t e d y podle věty 4 mají podél Q s tyk \. ř á d u . 
Exis tu je t e d y funkce v(r), V(T{)) re, v'(ro) / 0, a řídicí kř ivky A\)(T) <"„(r) 
n a Vn(r) a řídicí křivky //O(T), . . . . ;?//,(T) na WN(v(r)) t a k , že platí 

•^/(TO) =-- / / / ( T O ) - .T-(TO) --= * / - ( T 0 ) . i ^ O, . . . . //. 

Zvolme funkce a-(r) tak , aby 

xf(r) --- VaJ(T).ív(T). / --- O. . . . , //. 

t>yl normal i sovaný systém a s y m p t o t i c k ý c h řídicích křivek (viz | 3 | ) , t j . a 
plati lo 

2 2 6 



(14) ^i(r) = ^7Í(r)xJ(T)i 

i-o 
a definujme 

n 
yi(r) - 2 ^(T)!/J(T), i -= O , . . . , * . 

i o 
Potom plat í též 

(!<>) i>ř(
To) --= /yi(To), ^ ( r 0 ) = y'i(r0), i --= O, . . . , n, 

tedy kř ivky ]JÍ(T) se dotýka j í v bodech pros toru Q a s y m p t o t i c k ý c h kř ivek .O,(T) 
a jejich směry v t ě c h t o bodech jsou t e d y a s y m p t o t i c k é n a Wn(v(r)). To zna­
mená, že existují čísla fit, v- t a k , že 

('«) y<Vo)=1«ř]y;-(To) + S;Wíý;(To). 
j 0 

Protože .V 0(T), . . . , xn(r) je norma l i zovaný sys tém a s y m p t o t i c k ý c h řídicích, 
křivek, je t a k é kř ivka Xo(r) + ... + xn(r) a s y m p t o t i c k á . K ř i v k a v/o(r) --{-• 
-I ••• I !/n(r) se vsak t é t o kř ivky d o t ý k á v bode ^ 0 ( T O ) + . . . + xn(ro) prosto­
ru Q a t e d y m á v t o m t o bode a s y m p t o t i c k ý směr. O d t u d s n a d n o plyne, že 
v (10) musí b ý t 

fH) -= fi\ =---• . . . - fin, ^ fi. 

Ze (14) a (10) plyne potom podle (15) 

n 
!h(ro) =- x;(ro) + frx';(r{)) + £ (v\ — ^ ( T O ) ) ^ ( T 0 ) , 

j o 

což vzhledem k (15) podle věty 3 z n a m e n á , že oba m o n o s y s t é m y mají s tyk 
2. ř á d u podél Q. 
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К А С А Н И Е МОНОСИСТЕМ П Р О Е К Т И В Н Ы Х П Р О С Т Р А Н С Т В 

Милослав Ю з а 

Резюме 

Пусть в проективном пространстве $2п+1 дано п кривых хо(т), . . . , .г/.(т) и п кривых 

уоМ, •--, УП(У). Системы пространств Уп(т) = [х0(т), . . . , ;г„(т)] и 1Гм(г>) = [*/о(»'1 

УП(У)] мы будем называть моносистемами. Предположим, что эти моносистемы нераз-

вертывающиеся, это значит, что 

[о-о(т), . . . , хп(т), х'0(т), . . . , .^(т)] •/- О, 

[ у о И , • • - , УлМ, УО(У)> • • •, 2/ЙМ] # 0 . 

Если определить пространства Уп(т) и ТГл(у) при помощи их координат Ррассманна, 

то эти моносистемы являются кривыми в пространстве ЛЧ-, где А" = 1пг '" \ — р 

Эти кривые имеют касание порядка а в точке Уп(то) = 1Р«(^о), если можно подобрать 

направляющие кривые :г.(т), у*(у) моносистем и параметры г, г» так, что .г* (то) = ,'//(*'о). 

ЛХг аУг(1>о) & XI (1<>Уг 
-— (То) = (г»0), . . . , (Ту) = (го), V = 0 , . . . , п, и т о л ь к о в э т о м 
(1т (IV (1т° (IVе 

случае. Они имеют касание 1-ого порядка тогда и только тогда, когда моносистемы 

Уп(т), \Уп(у) имеют в каждой точке пространства 1г

я(т0) = }\г

п(г'о) общее касательное 

пространство; они имеют касание 2-ого порядка тогда и только тогда, когда асимпто­

тические линии обеих моносистем касаются в каждой точке этого пространства. 
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