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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPLS SAV, 16, 3, 1966

STYK MONOSYSTEMU PROJEKTIVNICH PROSTORU
MILOSLAV JUZA, Praha

V' ¢lanku je dokazano nékolik vét o styku jednoparametrickych soustav
projektivnich podprostor S, projektivniho prostoru Sy, 1. jez jsou zobeene-
nim analogickych vét o styku primkovych osnov ().

Budeme uzivat tohoto oznadeni: Aritmetické body projektivniho prostoru
budeme zpravidla znacit malymi latinskymi plsmeny: @y oo po.L piislusné
veometrické  body  budeme  znacit  odpovidajicimi  velkymi  pismeny:
NoYod P reddnd cisla budeme obvykle znacit Tfeckymi pismeny iz, .
o. o. ... Pod ndzvem projektivni prostor budeme vzdy rozumdt redlny projek-
tivni prostor. Ctenad sam uvazi, jak je nutno zménit znéni vét pro mono-
systémy v komplexnim projektivaim prostoru zavislé na reddném nebo kom-
plexnim parametru.

Mame-li v ow-rozmérném  projektivnim  prostoru S, kiivky  N(7). Y (7).
fekneme, ze tyto kiivky maji pri parametrizaci v pro hodnotu v = 7y «nu-
lyticky styk Fadu o (o = 0), muzeme-li zvolit prislusné arvitmetické body
(). y{1) tak, ze plati

(o) ylro). 2 (10) = ¥ (T0). ... XD(T9) = Y (10).
Mame-li v 8, kiivky X (7). Y (»), fekneme, ze maji v bod¢ A4 = X(7o) — Y (1)

stul Fadu o, existuje-li funkee v = »(7) tiidy Cs(2). vo - r(70). 2’ (10) - 0.
tak. ze kvivky X(7), Y(r(r)) maji p¥i parametrizaci v pro hodnotu r To
analyticky styk radu o.

Monosysténein v projektivnim prostoru S, nazveme jednoparametricky
svstém n-rozmérnyceh linearnich podprostora V,(7) prostoru S, Je-li T7,(7) -

[vo(T). w1(T), ..., a(7)], potom kiivky wi(7) nazveme Fidicimi Lrivkami
monosystému, prostory |xo(7), ....xn(7)] pil pevném v {voFiciini prostory
monosvstému (viz [3]). Urdéujeme-li tvorici prostory jejich Grassmanovymi
soufadnicemi, muzeme  je povazovat za body prostoru Sy, kde .V

(1) Viz [ 1], kap. T1, odst. 304 - 305, a kap. IV.
(2) Rekneme, ze funkee ¢(r) je tiidy Cs. mi-li spojitou derivaci iddu o.
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w1l
prostoru.

mo-t L .
( ) I, a o monosystému muzeme mluvit jako o kiivee v tomto

Rekneme. ze monosystém. je tridy Cq, je-li tiidy C, jakozto kiivka prostoru
Sy (). Rekneme, 7e dva monosystémy maji analyticky styk Fadu o pro hodnoti
T 79, neho styk radw o podél tvoriciho prostoru A, maji-li tyto kiivky analy-
ticky styvk fadu o pro t 79. nebo styk fadu o v bodé predstavujicim tvorici

prostor .

Véta L. Monosystém V,(t) v prostorw Sy, je tFidy Cq prdave lehdy, jestlize
na wlém muZeme zvolit Fidicl krivky tal, aby byly tridy Cqs. Monosystémy V().
Wu(7) ¢ prostorua Sy, maji pro v - 1o analylticky styk Fadw o praec tehdy, maze-
me-li zeolit Fidicl krivky aolt). ..o an(t) ne V() @ yo(t)e oo yu(T) ne Wo(1)
lak. %

LiPD(To) = P (o) A0 o L= 00,

Dukaz. 1. Derivace ¥adu 2 Grassmanovych souiadnic jsou celistvymi
racionalnimi funkcemi derivaci soutadnic Fidicich kiivek do fadu nejvys 7.
Jestlize tedy derivace Fidicich kiivek az do tadu 2 jsou spojité nebo jestlize
u dvou monosvstémit se pro néjakou hodnotu parametrua rovnaji, plati totéz
o devivacich Grassmanovych soutadnic.

[, Necht Grassmanovy soutadnice o, (1) prostoru V,(r) jsou tiidy C,
o) A 0. Potom = (1) /0 v eelém

o ..y

v ookoll ¢isla 79 a budiz napi. =,
okoli 79 a v tomto okoli muzeme zvolit jako PFidici kiivky wo(7), ..., 2u(7),
kde

JT,‘(T) o (.0','_(](T). e Jr,'.,,,(‘l,') ) S

pii cemz
i (1) T P (D) 0 e je= 00 o ().

‘‘‘‘‘ 5, tidy €4, plati totéz o souradnicich Fidicich

kiivek ai(r). Déle je odtud ziejmé, ze splyvaji-li derivace Grassmanovyeh

Nvni je ziejmé, ze jsou-li
. . . ’ d Jo

souradnic dvou monosystému az do tadu o(o == 0), plati totéz pro derivace
souiadnic praveé definovanych fidicich kiivek.

Vo dalsim se budeme zabyvat monosystémy V. (7) v prostoru Sz, 1. Budeme
predpokladat, Ze vsechny uvazované monosystémy jsou asponi tridy C;.
Takovyto monosystém V(1) = [2o(7). 21(7), ..., ¥u(T)] nazveme nerozvinu-
telngm, jestlize

’

’ ’
Lro(T), ai(7), -y (7). (7)), (7)o ()] /0.
(®) 'To znaunend, ze body této kiivky jsou pii vhodné volhs skaldrnich faktort funkeemi
tiidy Co.
(Y Viz | 2] kap. V11, § 4.
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Véta 2. V Sap1 méjme nerozvinutelnyj monosystém V(1) tiidy Cs.1(c = 0)
s #dicimi kfivkami ao(7), ..., Xa(T) @ nerozvinutelny monosystém W,(t) tridy
Coi1 8 ¥dictmi k¥ivkami yo(t), ..., yu(7). Budif

(1) ai() = yi(t0), ¥:(10) = Yi(T0)s .. P (10) = ¥\ (0), @ = 0, ... n.

Potom oba monosystémy majt pit parametrizact v pro hodnotu v = 79 analytic-
ky styk #adu o -+ 1 prdvé tehdy, jestliZe existuji Cisla pl tak, Ze phm

(2) J(“‘ 1)<TO) ”(m 1) (o) + Z f (70), 0 =0,...,n

Dukaz. I. Necht oba monosystémy maji pro 7 = 79 analyticky stvk tadu
o + 1. Potom existuji systémy ¥idicich kiivek Zo(7), ..., Tu(7r) na V,(7)
a yo(7), ..., yn(r) na Wy(r) tak, zZe

Ti(t0) = Yi(To)s .., BT N(mo) = " N (w0), 7 = 0, ..., n.

Existuji funkce /(1) tak, ze

n
vi(1) = > yin)F(1), i = 0., n
i=o
Polozime-li
n
gi(r) = 2> yiyi(t), i = 0.....m,
=0

potom bude
(3) 2i(w) = Ji(to), ..., @ D (zo) = JO O (z0), i = 0, ...,

Necht pro soustavu fidicich kiivek yo(7), ..., ya(t) plati (1). Protoze az
na skalarni faktor [yo(7), ..., ya(7)] = [Jo(7), ..., Fa(T)], existuji funkece x; j(1)
(pro néz ziejmé existuje pro v = 7 derivace fddu o + 1) tak, Ze

3

yi(r) = > o j(7)Yi(1), © =0, ..., n.
i<0
Derivovanim dostaneme
Yy (v 23 () DOF(2); i=0....,m; k=0,...,0 + 1.
1=0j=

Protoze plati (1) a (3), dostaneme odtud

% j(v0) = 8] (5), &A10) =0, k = 1,..., 0,

i 1 ro % = j,
(5) 6: = <0 SI'O 1 _#:;
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tedy
n
7/(;{” l)( ) = ?N/&m 1)(-50) + Z a}f’jirl)(’ro)gi(ro)’ =000,
J0
odkud podle (3) plyne (2) pro gl = "V (7).
I1. Necht pro ¥idici kiivky obou monosystémﬁ plati (1) a (2). Definujme
na Wy(r) novy systém fidicich kiivek

Yi(7) = yi(r) — )it Z Bly;(x)(T — T0)9tL, © = 0, ..., n.
j=0
Potom
Y 0) = y®P(v0) = @®(zo); k =0,...,0; i ==0,..., n,
Y V(zo) = ¥ PD(ro) — }_ Bly;(to) = 2t D(xo); @ =0,...,n

Oba monosystémy tedy maji pro v = 7o analyticky styk ¥adu o 4 1.

Véta 3. V Sop1 méjme nerozvinutelny monosystém Vyu(7) tFidy Cgi1(c = 0)
s Fidicimi k¥ivkami xo(T), ..., 2a(7) @ nerozvinutelny monosystém W,(v) t¥idy
Coi1 8 Fidictmi kitvkami yo(v), ..., yu(v). BudiZ

s da; dy: dox; doy; .
(4) (7o) == ?/i('Vo),'*L'i'lr (10) = € (), ..., doe (70) = " (n), 1=0,...,n
Potom oba monosystémy maji podél tvofictho prostoru A = [xo(To), ..., Xa(T0)] =
= [yo(r0). ..., yu(o)] styk Fddu o -+ 1 pravé tehdy, existuji-li &sla pl, v tak,
Ze plati
,_) (1“ 11/L ) do+ ll‘i ( ) + d {__ Z ﬁ 0
5 vo) = — —— (1 — (7 1=20,...,7n
O e ! dror ()T g (0 o
Ditkaz. 1. Necht oba monosystémy maji podél tvoticiho prostoru 4 styk
dw
Fadu o - 1. Pak existuje funkce w(7), v == (7o), ('{-(ro) # 0, tiidy Csia,
T

tak, ze monosystémy V,(7), Wa(v(t)) maji pro v = 7o analyticky styk iadu
o 1 1. Oznatme ¥i(7) = yi(v(7)), 7 =0, ..., n, takze podle (4) je yi(ro) =
~2i(Te). 1 =0, ..., n. Dile je pro ¢ =0, ..., n

diy; dy; dv
6 : = - T ’
(6) dr (o) dy (vo) dr (7o)
k1
dky; d’w/z dv k - div ( i
(7) et (t0) = dok (v0) e (to)] -+ () 4o 7o)
e
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dy;
-i : (vo)
dy

dky

dzk

(Tl))> ," =

kde (.) znamena koeficienty, které nas nezajimaji. Odtud plyne, ze

7 dky b opro k- L
3) RGO
dz# S0 pro ko= 20 .
Jinak by totiz existovalo nejmensi ¢islo £y (1 = ko = tak. Ze (8) pro ky
neplatic Ale v tom pripadé by bylo pro @ — 0.....» podle (4), (6 ) (7)
dky; Ay
(T()), YA | T /\‘n
drk drh
dr
d“"//,- dFops day dr (7o) Lopro do 1
! .
ko (70) ko (To) + SORNE dFoy
dr dr dr )
wo(T0) pro kg - 1.
dr
a tedy monosystémy V, (1), W,(v(1)) by podle véty 2 nemely pro v 1y
vzhledem k parametru v analyticky stvk fadu Ao. ackoliv je by -2o - 1.
Tedy plati (8). Podle (6), (7). (8) a (4) mame pro ¢ = O.....n
dky, dey; Ay
(T“) - (1'()) (70)- 5 O, ... ad,
dr# dyk dr#
do iy, doly; dyi
{to) = (r0) | s0- (r0) .
d7o dye dr

Protoze viak V,(7) a Wy(r(r)) maji vzhledem k v pro 7 7o analyticky styvk

fadu ¢ -+ 1, plati podle véty 2

dotly; do ity 2‘: N ) _
T9) (10) pa(re). 0oL n.
dgoil dgoil i
a tedy
da | 1,/[ de HII i d']/[ ]
") = () (o) + > /7 v H(To) (B0 P A L T
(11!““ droil j 0 d
) Ay d; . o )
Pro o > 0 je podle (4) (vo) (1q4). takze dostavdme ihned (5.
dv dr
Pro o - 0 ma (9) tvar
dy; du; @
(4w (T0) + > plu(To).
dy dz i1

[
oo
Lo



da;
Jest T4 pw 70, nebot jinak by w"L(m). xo(10)s ...+ ¥n(t0) byly lincirneé

ar
zavislé, Tedy
dy: day I da; 0B
) (o) | — 1 T0) + > - x5(70)-
dy dr (7o) 1+ u dr (o) '_j/_'o 1 4 u ’

coz je opét vyraz tvaru (5).
Il. Necht plati (4) a (5). Je-li pritom o = 0, pak polozme »(t) == » |

dyy;
AU )y M- 10) (9), wi(T) = yi(v()). (= 0, ... n. tedy f]'“(rn)
dr
dy; 1
"l (o) '*l ") - a dosazenim do (5) dostaneme
dr Y
d}7,ﬁ da; .
(To) =~ (m0) 1 D (L= p) L. pi (o),
dr dr iTo

tedy monosystémy V,(7), W,(v(7)) maji pro 7 == 79 podle véty 2 analyticky
stvk L. tadu, tedy pavodni monosystémy styk 1. ¥adu podél prostoru V()
W (o).
Je-li ¢ > 0, pak poloime »(7) = vy 4 (T — 70) — (¢ 4 DLy (7 - 70)7 L.
wit)  yi(e(1)). 1 == 0, ... m. tedy podle (7)

dot1y, do iy, | dl/? o
: 1) = (wy) — e
dgo1 dyo it (v ’ d»

a podle (5) a (4) dostaneme

do iy, dot Ly day (l'lz

(7o) H 7"*1*' (o) -~ 3+~ (v) Z/‘J (70)

: T0) -
dro1 dro! dr dv o

dot l.’)J
= (70) + “(70) .
drotl _;2‘()
tedy 1 v tomto pripadé maji podle voty 2 mon(ﬂy%t('-my Va(r), Wa(v(1))
pro T = 19 analyticky styk fadu o - 1, tedy Vu(1), Wu(v) styk fadu o 4 1
poddl prostoru Viy(to) = Wa(wo).

6y Je totiz 1 1y < 0, nebot jinak by body
Ay
— (l'll) N j/()(l’()) .lf()(Tl)). PN .l/,,('m) g .’#',,(’r(;)
dr

byly Hnedrne zavislé,



Véta 4. Nerozvinutelné monosystémy Vu(z), Wy(v) tridy €y v prostoru Sap.i
magji podél prostoru Q = Va(to) = Walvo) styk 1. rddu pravé tehdy, maji-li
oba v kaZdém bodé prostoru @ spolecny teény prostor.

Dukaz. I. Necht oba monosystémy maji podél @ styk 1. fadu. Potom
existuji Tidici kiivky wxo(7), ..., 2x(r) monosystému V,(7). tidici kiivky
Yo(?), ..., yn(¥) monosystému Wy(v) a funkce (1), v(70) == 10, ¥'(10) = O.
tak, 7e

da; dy:(v(7))
(10) 2i(T0) = yi(v(70)), —— (70) = ——— = (70), ¢ == 0, ..., n.
dr dr

Ale je-li @ = Z oy (To) == Z oiyi(v(10)) bod prostoru @, pak teény prostor

=0
monosystému Vy(t) v tomto bode je prostor

no day( T)
|:CL‘0(‘E()),..., n(TO Zal T )]

teény prostor monosystému W,(») je prostor

n 1y (v
l.’/o(vo), coe Yn(vo) s Do () (To)},

i 0 dr

a tedy oba prostory splyvaji podle (10).

11. Necht oba monosystémy maji v kazdém bodé spoleéného tvoiicitho
prostoru @ spoleény teény prostor. Nejprve mizeme zvolit Fidici kiivky
2o(7), .., a(T) monosystému Vu(t) a yo(v), ..., yn(v) monosystému H(»)
tak, ze plati

(11) xi(t0) = Yi(vo), ¢ = 0, ..., n.

] dxy dx, ) )

Protoze xo(to), ..., a(T0), ~ i—*(rg), ...,*d"'— (t0) je v dusledku nerozvinutel-
dr T

nosti V,(7) baze prostoru Sapi1, existuji isla of, B tak, e plati

({I/@
(12) - = (») = Z O( c—=(10) -+ Z /3’ J:j(To).
(l 7=0 j=0
Podle predpokladu maji V,(r) i Wyu(v) v bodech ax;(to) == yi(vo) spolecény
tedny prostor, tedy existuji ¢isla y; tak, ze podle (11) a (12) plati proi == 0,...,n
du; dy;
= (70), Xo(70), «- . LalT0) | = yi | (v0), yo(vo), -, Yalr0)
dr dv



J -0

noo | dey ,
= Z Vi _:h (7o), o(T0)s -y xn(T0) |, © = 0, ..., u,

dxy dxy,
tedy, protoze |wo(7o). ..., xu(T0), - (T0), ..., —— (70)| # 0, bude
dr dr

A I
L‘)CéQ "(Sf, yi #0, 1= 0,...,n.
Vi

Dale V() a W,(v) maji spoleény teény prostor v bodé
wo(70) + - + Tn(T0) = Yo(vo) + ... + ya(vo),

tedy existuje ¢islo y tak, Ze

O day .
\ [“ (70), ¥o(T0), .- .v,,(ro)] = [z(f (70), Zo(70), ..., &Z'n(TO):I =

—
Toldr o dr

“dy; " y | da;
oy [§ l_v (v0). yo(vo), - .-, yn(vo)] = Z; w[-&; (70), xo(T0), - - -, ::;n(ro)},

tedy musi byt
yi=1py,1t=0,...,n,
a (12) ma tvar
dy; da; noo
() =y () 4 > B (),
dy dr i=0
coz podle véty 3 znamend, Ze oba monosystémy maji styk 1. fadu podél Q.
K¥ivku a(t) monosystému V,(7) tiidy Cs s Fidicimi ktivkami xo(7), ..., Za(7)
v prostoru Sz, 1 nazveme asymptotickou, jestlize [x"(t), 2'(7), Zo(T), ..., Za(7)] =
= (),

Véta 5. Nerozvinutelné monosystémy Vu(t), Wa(v) tfidy Co v prostoru Sapiy
maji podél prostoru @ = Va(to) = Wal(vo) styk 2. Fdadu prdvé tehdy, jestliZe se
jejich asymptotické kitvky v kazdém bodé prostoru @ dotykaji.

Dukaz. I. Necht oba monosystémy maji podél prostoru @ styk 2. tadu.
Pak existuji Fidici k¥ivky xo(7), ..., Za(7) na Vy(7), tidici k¥ivky yo(v), ..., ya(v)
na Wy(v) a funkce »(7), »(70) = »o, ¥'(70) # 0, tak, Ze

da; dys(v A2y
(13) i) = yi(v(ro)),a(:) () = ; T‘f})(msgg =
_ d2y(x(2)

NGONCE R
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Budiz
H ,
o == Z O?m;. T0 N Fo
0 1( ) 1..4;)1,]/,(1(”(()))
bod prostoru @ a
n

(I(T) 'Z:OOC[(T.):I.’T(T)a "zi,(T()) = Z_,‘. ¢ = ), R TN

budiz asymptotickd kivka na p (1) prochazejiei bodem .

Potom

N d2ay(7)
2, %(T0) - 70)
i 0 dr?

" 11l

. Ley(7) L (7
0 Ny L) .
2 2 %) dr (T0). 2 (7o) (T0). @o(T0), ... @u(T0) | = 0.
i0 ) ar

tedy podle (13) téz
g 007D

2, %i(To (7o) -
i 0 d2
Q . dyi(e(T)) Q dyi(r(7)
-+ 22 o, (o) - . (7o), 2 oi(To) - (]1( )(Tn), Yo(v(To)). ... dn(r(T0)) | = O
It ) ar

coz znamena, z¢ kifivka

"

b(r) - > ai(n)yi(r(1))

t 1]
ma pro v = 79 asymptoticky smér na W, (r(7)). Ale podle (13) prochazi b, ()
pro 7 = 19 bodem « a dotykd se v ném kiivky a(r).

I'T. Necht se dotykaji asymptotické kiivky obou monosystému v kazddém

bod¢ prostoru . Monosystémy Vo, (1), W, (v) maji tedy v kazdém boddé pro-
storu @ spoleény teény prostor, tedy podle véty 4 maji podél @ styvk 1. iddu.

lixistuje tedy funkee »(7), »(70) vo. v (Ta) /4 0, a Fidiel kiivky ao(1). ..o va(T)
na Vy(r) a tidict kiivky yo(7), ... yu(7) na W, (»(7)) tak. ze plati
xi(To) = yi(To). 4",/'(70) ,’/;(T())A DEEE ) R T

Zvolme funkce of(7) tak. aby

n

N OC}E(T)J’]'(T)A A | I T

P

i 0

J','(T)

byl normalisovany systém asvmptotickych fidicich kiivek (viz [3]). t]. aby
platilo
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(14) £ (1) = 2 v,

a definujme

n
yi(r) = 2 ey (r), i =0, ... 0
J -0
Potom plati téz
(15) wilro) = yalmo), ei(za) — yiro), i = O,

tedy kiivky 7i(7) se dotykaji v bodech prostoru ) asymptotickych kiivek (T
a jejich sméry v téchto bodech jsou tedy asymptotické na Wi(v(1)). To zma-
mend. ze existuji Sisla g, vi tak, Ze

n
(16) Gi(T0) = wy(to) + > vy (T0).
i 0
Protoze xo(7). ..., ¥u(7) je normalizovany systém asymptotickych ¥idicich
kifivek. je také kiivka Zo(r) + ...+ @u(7) asymptotickd. Kiivka yy(7)
P b ya(T) se viak této kitivky dotykd v bode @o(ro) -+ ...+ @, (7o) prosto-
ru @ a tedy ma v tomto bodé asymptoticky smér. Odtud snadno plyne, ze
vo(16) musi byt
o = My = ... Mn = W.
Ze¢ (14) a (16) plyne potom podle (15)
n
1{’

yi(To) = ¥} (70) + /,L.r;(r()) | Z (1';5 — ’y‘g(T())).’I:j(T()),

Jj 0

.

coz vzhledem k (15) podle véty 3 znamend, Ze oba monosystémy maji styvk
2. tadu podél Q.
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KACAHIIE MOHOCUCTEM IPOERTHUBHDLIN HPOCTPAHCTE

Musocnas 103a

Pesomve
HlycTh B NPOEKTUBHOM IIPOCTPAHCTBE Szas1 JAHO 1 KPUBBIX Xo(T), ..., 2 (T) 11 n KpHBBIX
yo(v), ..., ya(v). Cucremnr mpoctpancts Va(r) = [xo(7), ..., xa(7)] 10 Woy(y) = [yolr), .. ..

Yn(¥)] Ml OyjieM waseBaTh MonocucreMamu. IIpearmonomum, 4ro HTIL MOHOCHCTEMBI Hepai-
BEPTHIBAIOIIMCCH, HTO 3HAYUT, UTO
! !’
[wo(T), ...y xalT), 29(T), ..oy (1)) # 0,
! ! ,
[yo(v), - yn(¥), Yo@)s -y gu(w)] # 0.
iesm oupepesnts upocrpatcrsa y(t) m Wy(v) npu momomnn ux kooppnar pacemania,
A" mo-=o 1
TO UTH MOHOCHCTCMbBI SIBJSIIOTCA KPUBBIMH B TpocTpanctie Sy, rjie N = ( 1) — 1.
n -
ITH KPUBBIC UMEIOT KaCaHUe TOPsKa ¢ B Touke Va(ro) = W, (v), cCan mMoskHO 10,100paThb
HANPABJAIME KPUBLIe xi(T), ¥i(¥) MOHOCUCTEM M MApaMeTpsl 7, ¥ Tak, 4TO x¢(to) = yi(ro).
dx; dyi(ve) doux; doy;
== (r) = =5 ),y () =
dr dv dro dyo
cayyac. OHuM uMenT Kacanue 1-0ro MOPAJKA TOLAA M TOJLKO TOLLA, KOJa MOHOCHCTeMbI
Va(r), Wa(v) umeor B kampoil Touke npocrpanctsa Va(re) = Wy(re) obuee kacaredbhoe
NPOCTPAHCTBO; OHKM MMEIT KacaHue 2-0ro MOpsjlKa TOTA M TOJBKO TOLIA, KOPJA acuMITO-
TAYECKNe JUHUM 00X MOHOCHCTEM KAaCATCA B KAMIOH TOYKE HTOrO IIPOCTPAHCTBA.

(vo), ¢ = 0 n, I TOJILKO B HTOM

y ey
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