Matematicko-fyzikalny ¢asopis

Vladimir Bruthans
O grupé automorfnich kolineaci prostorové kvartiky harmonické

Matematicko-fyzikdlny ¢asopis, Vol. 10 (1960), No. 4, 222--237

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126631

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1960

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126631
http://project.dml.cz

NMATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPRPIS SAV. X. 4-1660

O GRUPE AUTOMORENICH KOLINEACI
PROSTOROVE KVARTIKY HARMONICKE

VEADIMIR BRUTHANS, Liberce

V prvni ¢asti této prace jsou studovany kolineace, ktervini se reprodukuje
prostorova kvartika prvniho druhu bez singularniho bodu v ptipadé, kdy jde
o tzv. kvartiku harmonickou. PFitom se vychazi ze znimdého parametrického
vyjadieni kvartiky pomoci Weierstrassovych o-funkei.

Ve druhé ¢asti je uzito vlastnosti uvedenych kolineaci k ziskdni nékterych
vlastnosti harmonické kvartiky, kterd jak se ukdzalo — jsou pro tuto
kvartiku charakteristické.

Cvod

Kvartikou rozumime v tomto ¢lanku prostorovou kvartiku pryniho druhu
bez singularnitho bodu. Uvedeme nejdiive nékteré znamé pojmy a vlastnosti
této kiivky, jichZ v dal§im upotiebime.?

Kvartika je basi svazku kvadrik, v némz jsou ¢tyfi kvadratické kuzele.
Vrcholy téchto kuzeld jsou vreholy tzv. polarniho ¢tyisténu kvartiky. ktery
je spole¢nym polarnim Ctytfsténem vsech kvadrik svazku.

Body, v nichz rovina muze mit s kvartikou ¢tyindsobny prasecik, se na-
zyvaji body superoskulaéni. Je jich na kvartice 16 a lezi po étyfech ve sténdch
polarniho &tyisténu kvartiky. Body, v nichZz regularni kvadrika mutze mit
s kvartikou osminasobny prusecik, se nazyvaji body osmitetné: téchto bodu
je na kvartice 48.

V projektivnich soutadnicich lze kvartiku vyjadiit parametricky rovinicemiz

(M ¥y = o), ¥y == 0y(u), 1y = og(u), &, = a(u),
kde o, o, (k=1,2,3) jsou znamé Weierstrassovy funkce a parametr u
probiha v roviné komplexnich ¢igel rovnobéznik pericd, jelioz vrcholy budtez
body 0, 40 40 + 40, 403

7 kvadratickveh vztahtt mezi o-fankcemit plynou rovnice

(2) X3

(’3) ﬂ(’:l)‘ = 0‘

o
eq) @ == 0,
' Tyto pojmy a viastnosti jsou podrobné vyloZzeny v knize akademika B By dzov

skdého [1], kap. XIX a v praci [2] téhoZ autora.
2 Viz Killing, Der Flichenhiischel 2.0. Berlin 1872, 11.
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jsou o rovnice kuzel, obsahujicich kvartiku. Oznacime tyvto kuzele Ay, A,
9 g - Je

K, K, v potadi uréeném poradim rovnic (2)
Parametry superskula¢nich bodu jsou charakterisovany kongruenci?

G (1] (mo(l SYORE TR R
parametry osniitecniyeh bod vatahy
S 0y Joe 22 0 (mod 4o, '),

Supersikulacnt bod odpovidajici hodnoté parametru w = mw 4 ne) oznadu-

jeme W, a osmitecny bod odpovidajict hodnot® parametru w == - (ho 4 ko)

oznacujeme 17,
Kvartika (1) se reprodukuje 32 kolineacemi, ktevd json dany vztahems®
W e e = e’ (mod i, 4e)’),
kde ¢ b, on G, 12030 Tyvto kolineace nazyvame kolineacemi z:i-
Kladnimi. ato pro e = I kladnymi a pro ¢ = 1 zapornymi. Kladné zakladni
kolineace oznacujeme v(m, ). zéporné ~|jm. n|.

Klasifikace zakladnieh kolineact je zndma.” Kladné kolineace pro m i n suddé
jroi osové involuce, jejichz osy jsou vzdy dvé protilehlé hirany polarniho ¢tyi-
stenu kvartilev, Zbyvaiicf Eladné kolineace jrou evklickéd 4. stupné a prisluteji
po ctyiech vady k jedné (kladndé) involuei, kterda vznikne jejich opakovanim,
Zaporné kolineace pro i n sudé jsou sttedové involuce, jejichz stiedy jsou
vreholy polarniho ¢tytsténu kvartiky a roviny samo-druznych bod jsou stény
tohoto Ctytstenu. Zbyvajict zaporné kolineace xou osové involuce, jejichZ osy
protinaji vidy dve protilehlé hrany polarniho ¢tyitsténu kvartiky a jsou piim-

kami tzv. Voscovyveh kvadrik.®

B 20 207 jrou zaklkadni periody piistusnd Weierstrassovy funkee @ (w), kterd s uvede-
o ()

a(1t)

l“ () — e, i = 1,28 (viv [3].

oy ing o-funkecmi souvisi zndmymi vztahy

st 365).
Vi [3] st 3sT
© O uziti eliptickyeh funkef ke stadia prostorovd kvartiky vie napit 4, str. 47 a nasl.
GOV [ st 81
Vi [ 2. st b
*Pochto kvadeik je Sest o jroa vordcleny ns of dvojice tak, Ze oxv, Kterd jsou piimlaimee
4.

téze dvojice. protinaji tyodéz dvd protilehié hrany poilidrniho Gtyisténu kvartiky. Viz
str. 74,
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Zakladni kolineace tvoii grupu Gf,. Podrobné studium této grupy a bodo-
vych skupin na kvartice odpovidajicich jejim podgrupam provedl akademik
B. BydZovsky v citované praci [2]. Jeho vysledky plati pro kazdou prosto-
rovou kvartiku prvniho druhu bez singularniho bodu.Ve specidlnim piipad¢
tzv. kvartiky harmonické lze v8ak grupu (3, rozsifit o dalsi automorfni koli-
neace na grupu Gg,. VySetiime vlastnosti téchto automorfnich kolineaci har-
monické kvartiky a jejich uzitim odvodime nékteré charakteristické vlastnosti
této kiivky.

Harmonické kolineace

Jsou-li Q; = 0, @, = 0 rovnice dvou kvadrik svazku, ma libovolna kvadrika
tohoto svazku rovnici tvaru 1Q, + u@, = 0, v niz (4, u) miazeme pokladat za
projektivni souiadnice piislusné kvadriky. Tim je ve svazku zavedena jedno-
rozmérnd projektivni soustava soutadnic a lze proto mluvit o dvojpoméru
ctyl kvadrik svazku. Uzijeme tohoto pojmu, ktery zfejm¢ nezavisi na volbe
zakladnich kvadrik svazku, k definici harmonické kvartiky.

Harmonickou kvartikou nazyvame kvartiku, kterda je basi svazku kvadrik,
jehoz &tyti kuzele tvoFi harmonickou étvetici.

K tomu, aby rovnice (1) vyjadiovaly kvartiku harmonickou, stac¢i polozit
" = 1. Potom totiz plati®

(4) e e3==0 a ¢, =0,

takZe dvojpomér ¢tyi kuzeld v potadi K, K,, K,, K, je roven—1. Kuzele K,.
K, jsou tedy v tomto piipadé harmonicky sdruzeny vzhledem ke kuZelim K,
K, a obracené.

Je-li kvartika (1) harmonicka, reprodukuje se -~ kromé 32 kolineacemi
zakladnimi -— také kolineaci
(5) w = 1w (mod 4m, 40').

7 rovnic (4) totiz plvne
oy(ou) |* as(u) oyliu) |

[Z(u ’>) ] - ["?((@%)“: k

takze vztah o3(u) — o3(u) + (e; — e3) 0*(u) = 0 piejde ve vztah od(u)— oF (u) +
+ (e; — ;) 0%(u) = 0 a obracené. To znamena, %e ve vySetiované kolineaci
se kuzele K, a K; navzajem vyméni a kvartika, v niZ se protinaji, je samo-
druzna.

® Uizivame vztahtt @ (iu) = — ¢)(u) a e, 4 e, + e; == 0.
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SloZzenim kolineace (5) se v8emi kolineacerni (3)- dostaneme 32 kolineaci
tvaru

(6) W = gt + mo + no’ (mod 4o, 40°),
2

kde ¢ = 4-lam,n = 0, 1, 2, 3. Tyto kolineace nazyvame kolineacemi harmonic-
kymi, a to bud kladnymi (je-li ¢ = 1) nebo zapornymi (je-li ¢ = — 1). Kladné
harmonické kolineace znac¢ime fB(m, n), zaporné f[m, n]. Snadno dokazeme
vétu:

Vita L. Vechny harmonické kolineace jsow cyklické étortého stupné.

Dékaz. Ze vztahu (6) je zfejmé, zZe opakovanim libovolné harmonické
kolineace dostaneme vzdy nékterou ze zakladnich kolineaci zdpornych, které -
jak vime -- jsou viechny involutorni. Opakueme-li tedy libovolnou harmo-
nickou kolineaci ¢tytikrat, dostaneme identitu. Tim je véta dokdzana.

Kazdd harmonickd kolineace vytvari tedy cyvklickou grupu ¢tvrtého fadu,
voniz je spolu s kolineact (m, 1) obsazena téz kolineace f]—n, m]. Tyvto dve
harmonické kobineace, z nichz jedna je kladné a druha zipornd, jsou navza-
jem inversui, jednu dostaneme, kdyz tiikrat opakujeme druhou.

Zkoumejme nyni na harmonické kvarice é¢uvefice bod, kteréd tvori cykly
v jednotlivyeh harmonickych kolineacica. (yclus tvoreny ¢tyfmi body lezi-
cimi v téze rovine nazveme struéné cykiem rovinnym. Plati véta:

Véta 2. Mezi harmordckyint kolineccemi je 16 kolineact, které na harmonickd
keeartice vytediegi ciykly vovinné; zbjvajicich 16 harivonickajeh kolineaci vylvdit
nee harmoniclké keavtice cykly, které nejsov rovirmé (s eygjimkon koneéného poéli
cyklic. Klerd nejsow trofewy Styfmd czdajemmné riemgmi body ).

Dikaz. Vzhledem k tomu, ze zaporné harmonické kolineace vytvareji
totéz evkly jako k niminversnd kladné harmonické kolineace, stac¢i, omezime-li
s¢ v dikazu na harmonické kolineace kledné. Opakujeme-li kolineaci f(in, n).
dostaneme involiei x|ne — n, m -+ n}], ktera je sttedova, kdyz m = (mod 2).
kdezto pro m o/ n (mod 2} je osova. Cty i body eyklu lezi tedy v prvnim pii-
padd na dvou riznobezkach, ve druhém pripadé na dvou mimobézkach, které
jsou navzdjem razné, nebot piimka protina kvartiku nejvyse ve dvou bodech.
CvkIt tvotenych méné nez étyimi body je na kvartice konedény pocet, nebot
kazdy takovy eyklus obsahuje aspoit jeden bod samodruzny v prisiusné
involuci a téchto bod je na kvartice konedény pocet. Tim je véta dokdzina.

Harmonické kolineace, které na harmonické kvartice vytvareji cvkly ro-
vinné, nazyvame harmonickymi kolineacemi prvniho druhu, zbyvajici pak
harmonickymi kolineacemi druhého druhu.

Urc¢ime na harmonické kvartice body, které jsou v jednotlivych harmonic-
kveh kolineacich samodruzné, a dvojice bodi, které v téchto kolineacich tvoii
mvolutorni pary. Pro argumenty bodi, kterd jsou samodruzné v kolineaci
pln. n), plati kongruence

" e - me 4 nel (mod 4o, 40)'),
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jejimz fesenim dostdvime

m n moom N S
1y = ) - k " A Uy = Uy 2y o D

Temto hodnotam odpovidaji dva body superoskulacni nebo osmitecne podie
toho, jde-li o harmonickou kolineaci prvniho druhu nebo druhého draliu. Tyvto
dva body jsou ov8em samodruzné i v kolineaci <|m - n. m + i]. ktervou
dostaneme, opakujeme-li kolineaci p(m, n): zbyvajici dva samodruzné body
této zikladni kolineace, tj. body odpovidajiel argumentam

Uy == My - 200 a0 wy o=y b 200,

tvoll v kolineaci B(m, n) involutorni par.

V kazdé harmounické kolineaci existuji téz samodruzné body lezici mimio
kvartiku. VySetfime nejdiive harmonickou kolineaci prvitho druhu. Spojnice
samodruznych superoskulaénich bodi je samodruznd primka. Protneme-t ji
rovinou, ktera obsahuje néktery evilus a je proto samodruznd, dostaneme na
ni dalsi samodrizny bod. Odtud plyne, Ze viechiy body této pitmky jaei
samodruzné. Samodruznd je ddle praseénice superoskulaciich rovin v saino-
druznych superoskulaénich bodech, kterd je s piiimkon samodruznyeh bodu
mimob¢zna a je proto osou svazku samodruznyeh rovin, Namodiuznd body
lezici na této piimee jsou jeji praseciky se samodruznymi rovinami svazku,
jehoz osou je piimka samodruznych bodi. Tvto roviny protinaji kvartika bud

tvort involutorni

jen v samodruznych bodech nebo jesté ve dvou bodech, kter
par. Jsou tedy samodruznymi rovinami tohoto svazku dvojndsob teend rovina
ktivky dotykajici se ji v obou samodruznyeh bodech a vovina poliurniho ¢rvr
!

WA NRatiiio -

sténu, v niz tyto samodruzné body lezi. Odtud plyne. 7e krome piim
druznych bodt json v harmonické kolineact pryniho druhu jesSteé dva saimo-
druzné body, lezici na ose svazku samodruznyeh rovin, Jindé samodrnznd boy
ani samodruzné roviny v této kolineaci nejsou.

Pro argumenty osmitecnyeh bodit, samodruznyeh v harimonicke kolineaci
druhého druhu, plati

Bty Ay o 0, Uy = By s 0 (mod 4o de)').

To znamend, ze oskulacni roviny v samodruznych osmitecnyeh bodech se
protinaji v piiince, kterd je spojnici téehto dvou bodia. T'yto oskulacni roviny.
které samy jsou oviem samodruzné, protinaji piimku obsahujici involutorni
par osniteénych bodi v daldich dvoun samodruznych bodech této kolineace.
Protoze v kolineaci drahého druhu je jen koneény podet samodruznych rovin
a tedy i koneény pocet samodruznych bodt, nejsou dalsi samodruzné body
kromé ¢yt uvedenych.

Ctyti samodruzné body harmonické kolineace druhého drahu jsou vrcholy
Ctyisténu, jehoz dveé stény jsou oskula¢ni roviny v samodruznych osmitecnyeh
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bodech, zbyvajici dvé stény jsou roviny obrsahujicl involutorni par osmited-
nych bodit a po jednom ze samodruznych oswitecnych bodi, ve kterych se
kvartiky dotykaji. Samodruznymi body lezicimi mimo kvartiku prochdzeji
tedy teény v samodruznych vodech lezicich na kvartice.

Ozna¢me nyni vrcholy soutadnicového étyisténu Oy, O,, Oy, O,,' stiény
tohoto ctyisténu oy, wy, my, o, (w; lezi proti O,) a jeho hrany o,; (tj. spojnice
vreholtt 0;, 0)).

V' kolineaci p(0, 0) jsou samodruzné superoskulacéni body Wo, a Wy, Jejich
spojnice, jez je piimkou samodruznych bodt, prochézi bodem 0,. Timto
bodem prochazi také spojnice boda Wy, Wy, které ve vySetfované kolineaci
tvoli involutorni par. Kolineace (0, 0) indukuje tedy na piimece W, W,
involuel, jejimz jednim samodruznym bodem je bod O,. Druhy samodruzny
bod této involuce, ktery je oviem samodruzny i v kolineaci (0,0), je s bodem 0,
harmonicky sdruzen vzhledem k dvojici boda W,, W, a je to tedy bod na
03¢ 045; ozhaéme ho . Zbvvajici samodrazny ood kolineace $(0,0) lezi mimo
rovinu m,. To vsak musi byt bod 0,, nebot opakovanim vysetiované kolineace
dostaneme stedovou involuci x[0,0], v niz je tento bod jedinym samodruz-
nym bodem lezicim mimo rovinu ;. Osou svazku samodruznych rovin je
proto primka O, P, .

Podobne se zjisti, ze osou svazku rovin samodruznych v kolineaci $(2,2)
je primka O,P,,, kde £,, je prisecik spojnice Wy W,y s oson oy5. Osy obou svazkit
prochazeji tedy vreholem Oy, lezi v roviné o, o protinaji spojnice superosku-
lacnich bodi lezicich v rovine w,, které prochazeji bodem O, .

Analogické vysledky plati i pro zbyvajici t¥i cvojice harmonickych kolineact
pryniho druhu g(m, n), plm 4 2, n - 2).

Abychom se mohli struéng vyjadrovat, budeme nazyvat dva vrcholy Oy,
0, nebo 0,, O, piislusné harmonicky sdruzenym dvojicim kuzell, navzajem
sdruzenyimi a totéz budeme Fikat o sténich k nim protilehlyceh. Sdruzenymi
budeme také nazyvat dva bodyv superoskulaéni, které lezi v téze sténé polar-
niho ¢tydsténu a jejichz spojnice prochazi vrcholemy protilehlym ke sténé
sdruzené. V této terminologii mizeme pitedchozi vysledky vyjadiit vétou:

Vita 3. Osy seazku samodruZnych rovin Larmoaickych kolineaci druhého druhbuw
prochazeji po dvou vrcholy poldrniho étyisténu kvartiky o leZi v jeho sténdch,
Deé osy, které prochdazeji tims vrcholem, leZi ve sténd protilehlé I vreholu sdruze-
wémuw a protinaji spojnice sdruZengjeh swperoskulaénich bodu leZici wve sténé
sirufend.

Plochy nejnizsiho stupné, které obsahuji ¢tyibodoveé cykly harmonickych
kolineaci druhého druhu, jsou kvadriky. Nalezneme kvadriky, které jsou v téch-
to kolineacich samodruzné,

Zkoumejime kolineaci g(1,0), jejiz samodruzné body jsou jednak dva osmi-

o) je virchol kuzela N(¢= 1, 2, 3, 4).
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te¢né body Vi a Vs, jednak dva body lezici mimo kvartiku, které oznadime Sy
a Sg;. Napifeme-li rovnice této kolineace ve tvaru

‘TI = sz:h xz = 9);’;, “"3 == szi’ .274 = Z‘Tiy

zjistime jednoduchym vypodétem, ze samodruzné kvadriky této kolineace tvoii
dva svazky
(7), (8) Mat F (1 + 4) @ 4- 423 + (1 — @) 3] +

+ ul(l — o) &y, & Vé‘xlx; 4 l/—i'vzx:; + 0+ ) ar]=0

a dvé linearni soustavy dvojrozmérné

(9), (10) Aot + (1 —4) aj — iag £ (1 -+ 4) 27] 4
+oul(1 ) @, F V2a, F ) 2apwy - (1 — @) ayey] -
+orlegay T (1 - 4) ] = 0,

Vsimnéme si predevsim, ze dva svazky (7) a (8) a také dvé linedrni soustavy
(9) a (10) si navzajem odpovidaji v kolineaci

(1) r =1z, xr, = @, Xg = —iT;, wp oy

Kvartice (1) odpovidé v této kolineaci kvartika
(12) 2y = 1oy (w), Ty == -— oy(u), Xy = mrog(w). = a(u).

Tato nova kvartika se reprodukuje tymiz 64 kolineacemi, jako kvartika (1):
pro tuto vlastnost ji nazyvame kvartikou kovariantni s danou kvartikou (1).
Protoze se obé tyto kvartiky navzijem neprotinaji,' lezi na kvartice kova-
riantni ty samodruzné body harmonickych kolineaci druhého drunhu. které
nelezi na kvartice dané. Odtud plyne véta:

Véta 4. K harmonické kvartice existuje pravé jedna kvartiko s i kocariantni.

Vysetiime nyni base linedrnich soustav samodruznyceh kvadrik.'? Ve svazku
(7) je jednou zakladni kvadrikou Vossova kvadrika, kterou oznaclme ().
Druhé zakladni kvadrika ma s kvadrikou @ spoledné dvé spojnice samodruz-
nych boda Vy;Vy , §;,8;; a teény v bodech Vy,, Vs,, které - jak vime — pro-
chazeji body Sy, 9;;. Basisvazku (7) tvoii tedy (zborceny) ¢tyvistran 17, V85,8,
jehoz vrcholy jsou samodruiné body zkoumané kolineace. Vechny kvadriky
tohoto svazku protinaji kvartiku (1) trojnasob v samodruznych bodech V.
Vs a jednoduse v bodech Vi, V., které tvoii involutorni par. Kovariantni

11 o plyne z toho, Ze na kvartice necxistuje skupina 8 bodu, kterd by byla pro viechny
joji automorfni kolineace invariantni (srovnej [2], 2. ¢ast, str. 3).

12 Pro isporu mista jsou zde vynechany zdlouhavé vipoéty, kterd si étendd sam snadno

doplni.
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kvartiku (12) protinaji tyto kvadriky v samodruznych bodech Sy, §;;. dale
ve dvou bodech, lezicich na pfimece V;; V-, a kromé toho ve é&tveficich bod,
které tvori cykly.

Vlastnosti svazku (8) dostaneme z vlastnosti svazku (7) uzitim kolineace (11).
Jeho basi tvoli ¢tyfstran, jehoZ strany jsou opét spojnicemi samodruznych
bodt, avsak v potadi S;;8,;;V,,V;;. Kvadriky tohoto svazku protinaji danou
kvartiku v pevné &tvetici Vi, Vi, Vi, Vi, a kromé toho ve ¢étveficich, které
tvoli cykly. Vyjadiime tento vysledek vétou:

Véta b, Ctyistran trofeny témi spojnicemi samodruingjch bodi harmonické
kolineace drulého druhw, které nejsou teénams kvartiky, je bast svazkw kvadrik
rytinajicich na harmonické kvartice Ctverice bodi, které v této kolineaci tvord
cykly.

V linearni soustaveé (9) je jednou zikladni kvadrikou Vossova kvadrika,
kterou ozna¢me ’. Druhd zakladni kvadrika se skldd4 ze dvou rovin, které se
protinaji v piimece V,V;; a obsahuji body Vi, Vo, a Vo, V. Tieti zdkladni
kvadrika se dotyka kvartiky v bodech Vyy, Vi, Vi, Vi, Prinik prvni a tieti
zakladni kvadriky je &tyfstran Vi,V V. V.. Roviny uréené body V,, T,
a vzdy jednim z boda Vi, Vi, jsou spoleéné teéné roviny viech kvadrik této
soustavy. Kvadriky je protinaji ve dvojicich pfimek harmonicky sdruzenych
vzhledem ke spojnicim piislusného dotykového bodu s body V., a V5. Viechny
kvadriky této soustavy protinaji kvartiku dvojniasob v samodruznych bo-
dech Vi, Vo,

., & kromé toho ve &tvefbicich, které tvori cykly. Tenty# cyklus
vytinaji na kvartice viechny kvadriky svazku, jehoz basi je dvojice kuzelo-
secek protinajicich se v bodech Vi a V7.

Kvadriky soustavy (10) maji spole¢né body Sy, a 8;; lezici na kvartice
kovariantni a protinaji danou kvartiku vzdy ve dvou cyklech (které oviem
mohou splynout).

Kvadriky @, @', které jsou samodruzné ve viech harmonickych kolineacich
druhého druhu,®™ nazyvame hlavnimi kvadrikami harmonické kvartiky.

Harmonické kolineace spolu se zakladnimi kolineacemi tvoii grupu €/,
kterd ovsem obsahuje grupu Gy, (tvofenou kolineacemi zdkladnimi) jako pod-
grupu. Uvedeme v piehledu ty podgrupy grupy Gy, , které obsahuji aspon jednu
kolineaci harmonickou. Zbyvajici podgrupy této grupy jsou totiz ziroven
podgrapami grupy Gy, a jsou tedy znamy z citované prace B. Bydzovského. ™

a) Podgrupy g, (tj. podgrupy grupy ¥, ¢tvrtého fadu) jsou cyklické grupy
vytvorené vzdy jednou harmonickou kolineaci. Obsahuji dvé harmonické
kolineace navzajem inversni a jednu zapornou involuci.® Tato involuce je

B Pyvto kvadriky tvoli jednua ze ti dvojic uvedenych v pozndunce 8 a jsou samodruzné
v 16 zakladnich kolincacich, kterd slozeny s kolinea-i #(1,0) davaji praveé viechny harmo-
nické kolineace druhého druhie.

U oViz |21, stre. 10—11.

1 Kazda podgruapa obsahuje oviem téz identitu, coZ vyslovné neuvadime.
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bud sttedovd nebo osova podle toho, jsou-li prislusné harmonické kolineace
prvniho nebo druhého druhu. Podgrup g, je 16.

b) Podgrupy gg jsou vytvoieny dvéma kolineacemi f(mn, n) a g(m - 2,
n - 2). Obsahuji ¢tyti harmonické kolineace piislusné k téze zdporné involuci,
dvé zaporné involuce stiedové (se sdruzenymi stedy) nebo osové (s osarni
obsazenymi na téze hlavni kvadrice) a jednu kladnou involuei, jejiz osy jsou
spojnice sdruzenych vrcholia. Téchto podgrup je 8.

¢) Podgrupy g, jsou vytvoieny dvéma kolineacemi f(m, n) a g(in - 2. n)
nebo f(m, n -+ 2). Obsahuji osm harmonickych kolineaci piislusnych ke dvéma
zdpornym involucim obsaZenym v téze podgrupé g,. ¢tyti zaporné involuce
stiedové (tj. viechny) nebo osové (s osami lezictini na hlavaich kvadrikich)
a vSechny involuce kladné. Tyto podgrupy jsou 4.

d) Podgrupy gs, jsou vytvofeny dvéma kolineacemi g(m, n) a pgm'. n’),
kde m i m’a n = n’ (mod 2). Obsahuji Sestnact harmonickych kolineaci
téhoz druhu, osu zdpornych involuci obsazenych v podgrupach ¢y, ¢tyii za-
kladni kolineace cyklické piislusné k téze kladné involuci, jejiz osy jsou spojni-
cemi sdruzenych vrchola a vSechny involuce kladné.

Snadno se zjisti, Ze podgrupa obsahujici dv¢ harmonické kolineace rizného
druhu je totozna s celou grapou 7.

Harmonicka kvartika

Z vlastnosti harmonickych kolineaci prvniho druhu plyne véta:

Yéta 6. Swperoskulaéni roviny ve dvow sdrufenijch swperoskulacnich Lodech
harmonicié Lvartiky « dvojndsob teénd rovina dotijlajici se této kvartiky re =bijra-
jicich dvow superoskulaénich bodech leZicich v téZe sténé jejiho poldrniho st
palfi do tého? svazkw (jeho osa leZi ve sdruZené sténé poldrniho étyFsténu ). 17 ot
seazku rovin gsow obsazeny 165 (¥ roviny, kieré Lravtiku protinaji ve éveficich
swperoskulaénich hodu o dvandet rovin, Mevé Liartibu protinaji ve étvericich bodu
osmiteénych.

Ukdzeme, 7e tato vzajemna polohn superoskulacénich a osmite¢nych bodu
je pro harmonickou kvartiku charakteristickd. Vysetiime nejdiive viastnosti
tykajici se boda superoskulacnich.

Vita 7. JestliZe w dané lrartiky superoskulaéni roviny re deow o dvojndsob
teénd rovina ve zbyvajicich dvow superoshulaéaich bodech leZicich o 1650 ~téne
poldarniho étyrsténw patii do téhoZ svazku, je tato krartika harmonickd.

Dikaz. Zvolime polarni étyfston kvartiky za Gtyistén soufadnicovy, pii
¢em?z otislovani soufadnicovych bodu a volbu jednotkového bodu provedeme
tak, aby prvni dva ze superoskulaénich bodi uvedenych ve vété byly body
Woo (1, 1, 1.0y a Wyy(1, —-1, 1, 0); druhé dva jsou pak body W, -1. 1, 1.0)
a W11, -1,0). Kvadratické kuzele obsahujici kvartiku maji pii této volbe

230



souiadnicového systému rovnice (2) & dvoiponér téehto ¢ty kuzelit v poradi

. . . .. Cy . v . . . .

K. N,. Ky, K, je roven .16 Superoskulacni roviny v bodech Wy a W,..
€23
které jsou zaroven tednvmi rovinami kuzele A, v téchto bodech, maji rovnice
R 1 ’ g

(13) Coglly = €505 -k ey == 0.
Jejich prisedniet, kterda zirejmé lezi v roving o, Ize vvjadiit jednoduseji rovii-
comi
(14) Cogity = 1oy =0, F—)

Dvojndsob tecna rovina dotvkajiei se kvartiky v bodech i,y a W, prochizi
vecholem kuzele A a je tedy témito tfemni body urdena; jeji rovnice je

(15) Xy - by = O

Protoze tato rovina podle predpokladu voty prochazi piimkou (14), musi hyt

C, , . . . o e g
oo 0 To zmamenid, ze  avojpomér (K AN KK |
23
a kvartika je tedy harmonicka. Tim je véta dokazdana.

Osou oy, lze ke kvartice vésti 4 dvojnisob teéné roviny, které se ji dotykaji

fay O 4

v dvojicich superoskulacnich bodG 1, Wt W Woes Wiy Wiy Ny Wy
Je-li kvactika harmonickd a jsou-li vrehly 0,, O navzijem sdruzend, jsoun na-
vzajem sdiuzend také superoskuladéni body kazdé této dvojice. Vo kolineaci
samodruznd, Lody 1y, 1, ¢ navzajem vyménuji

#(0.0) jsoi hody W, T
W, To znamend, Ze dvé

azhyvajici 4 body tvoil eyklus Wy, 1y ~ Wy
dvojniasob teend roviny jsou samodruzné a zbyvajici dvé se navzajem vyiadénuji.

22
’
1

Odtud plyne véta:

Vita S, Cryia dvojndsob tené roviny redend I harmonické keartice spojnici dvon
scdiraZew el vreholiv jejiho poldrniho Ctyfsic i Lrort harmonickon élrefict, a to tal.
Soded roring s dolykovigmi body leZictng v téZe siéné jsow hariionicky sdruZeny
cililedesy Lo hgraiictin dréae rovindm, GejichZ dotiyghord body leZi ve sdruZend
~lEnd.

Dok

Véta 8. Joes!liZe drojuddsoh le€ad roviny cedené ke keartice spojnict drow ercholi
LeoFd e poradi wréendin ve v8E8 S harmonickou Stoericd, je tato krartila harmonicld

me takeé obricenon vota:

7

o pristiusind dea recholy jsou sdrifend.
Diakaz. Rovnice dvojnasob te¢nyveh rovin vedenyceh ke kvartice (1) osou oy,
Jsou

R / 1,
(16) by 0, l/eg;,'r, ! l”’zl”’s 0.

AT o Rapitole pisenie pro struénost e, misto ¢, — ;.



Jsou-li tyto roviny v ur¢eném pofadi harmonicky sdruzeny, plati vztah

Vew — Ve . Veu + Ve |

Vezl + Vezs Ve21 - I/eza
jehoz upravou dostaneme ey; +- ¢,) = 0. To znamena, ze je (K, KzK,K,) = — 1
a tim je véta dokazana.

Vysettime nyni dvojice rovin, které kvartiku protinaji v osmi superoskulad-
nich bodech lezicich ve dvou sténach polarniho ¢tyfsténu. Kromé téchto dvou
stén poldrniho ¢tyrsténu existuji étyii takové dvojice a jejich osy lezi po
dvou ve zbyvajicich dvou sténdch polarniho étyisténu. Je-li kvartika harmo-
nickd a jsou-li dané dvé stény polarniho ¢tyisténu navzajem sdruzené, splyvaji
tyto osy s osami dvojic superoskula¢nich rovin ve sdruzenych superoskulac¢nich
hodech lezicich ve zbyvajicich dvou sténach polarniho ¢étyisténu. Ukazeme
ze 1 tato vlastnost je pro harmonickou kvartikn charakteristicka.

Véta 10. JestliZe osy dvojic rovin poloZenych popsanijm zpusobein superosk-
laénimi body leicimi ve dvow sténdch poldrniho Etyrsténu kvartiky splyrajl s osami
dvojic superoskulaénich rovin v bodech leZicich re zbgvajicich dvow sténdel tohoio
Ctyrsténu, je tato kvartika harmonickd.

Dikaz. Vhodnym oc¢islovanim vrcholit soutadnicevého ¢tyisténul™ dosa
hneme toho, Ze dané superoskulatni body lezi v rovinach o, a ;. Osv dvojic
rovin poloZenych témito body lezi pak v rovinich , a o,. Uréime rovnice
téch dvou os, kterd lezi v roviné m,. Jedna z nich je prasecnice rovin, kterd
obsahuji étvetice Wy~ iy~ o — Wy a0 Wy Wio— Wyg—- 1, & maji rovnice

! Y
!,"”-_':s"'l B 1»‘(’

ity ll""l:y"':; = 0.
HOViny druhé d\'()']'i(‘/(t ()bS‘dhnji ctverice Wig— W Woa— 1 My, - B,

Wy — Wee a jejich rovnice jsou
o1 03 A J

l‘)za-"fl 4 l"("m'vz - lf”lz"*':s = (.
Zkoumané osy lze tedy vyjadiit rovnicemi
(17) li’zga'l -+ ]."‘(312.1“3 =0, @y = O,
kdezto pruseénice superoskulacnich rovin v bodech Wy, Wy a W, W, maji
rovnice
(18) Cpgilty -+ €y == 0, Xy, = O
Jestlize obé tyto dvojice piimek splyvaji: musi byt splnén vatah ey~ e = 0
7 néhoz vyplyva, Ze piislugna kvartika je harmonickda. Taz podminka plati
i pro splynuti os lezicich v roviné , s praseénicemi superoskulacnich rovin
v bodech Wy, Wy a Wy, Wi Tim je véta dokazana.

17 Za soutadnicovy Etyistén volime opét polarni étyistén kvartiky.
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Porovname-li rovnice (17) s prvnimi dvéme rovnicemi (16), shledame, zZe
zkoumané osy lezi i v téchto rovinach dvojnisob teénych jenom v piipadé
kvartiky harmonické.

Roviny obsahujici superoskulaéni body lezici ve dvou sténach polarniho
ctyfsténu lze charakterisovat téz jinak. VySetiime nejdiive rovinu, ktera ob-
sahuje body Wy, Wy, Way, Wy lezici ve sténach w, a m,. Tato rovina prochazi
ziejm¢é bodem O,. ProtoZe soutty argumentt dvojic bodu Wiy, Wy a Wy, Wy,
jsou 3w 4 30" a @ + w’, jsou spojnice téchto bodl ptimkami raznych soustav
Vossovy kvadriky @ charakterisované témito hodnotami®® a rovina, ktera tyto
piimky obsahuje, je te¢nou rovinou této kvadriky. Rozdélime-li dané super-
oskulaéni body na dvojice tak, Ze jednu dvojici tvori body Wy, Wy, a druhou
body Wy, Wy, dostaneme sc¢itanim jejich argumenttt hodnoty 3w + o’
a o + 30, jimiz je charakterisovana Vossove kvadrika @’. To znamena, Zce
vySetfovand rovina je spoleéna teéna rovina kvadrik @, " vedena k nim
bodem O,. Zbyvajici tii roviny obsahuji ¢tvetice Wyy— Wig— Wos— Wor, Wi —
— Wi W Wos a Wip— Wy— Wy — W,y odpovidaji prvni roviné v jednotli-
vveh kladnych involucich. Protoze v téchto involucich jsou viechny kvadriky
obsahujici kvartiku samodruzné, jsou tyto roviny zbyvajici tii spole¢né teéné
roviny kvadrik @, Q" vedené bodem O,.

Je-li (K, K;K,K,) = — 1, jsou kvadriky @, ¢’ hlavnimi kvadrikami harmo-
nické kvartiky,!? takze posledni charakteristickou vlastnost této kvartiky lze
vyslovit téz takto:

Véta 11. Spolecné teéné roviny hlavnich kvadrik harmonické kvartiky vedené
k nim danygm vrcholem jejiho poldrniho &tyfsténu patii do svazkd rovin wréengch
dvojicemt superoskulaénich rovin ve sdruZenych superoskulaénich bodech leZicich
ve sténé protilehlé k danému vrcholu.

Piistoupime nyni ke studiu skupin bedé osmiteénych, pfiéemz se omezime
na 16 bodu, které tvoii jednu ze skupin invariantnich vaéi grupé G, .2 Pii
vhodné volbé soutfadnicového systému jsou to v naSem oznadeni body W
jejichz oba indexy jsou liché.

mn?
Ctvetice osmitednych bodi

(19) Vi — Vo — Vo — Vi Vs = Vs — Vg — Vi,
"51 - V:n - V:i? - V.;n V15 - V': - V73 — '3

lezi ve Gtyfech rovinach prochazejicich bodem O,. ProtoZe tyto roviny tvoii
v kazdé ze tii kladnych involuci dva involutorni pary, jsou jejich priseénice

W Viz 4], str. 74.
¢ Charakterisujeme-li totiz tyto kvadriky uvedenym zpasobem, zjistime snadno, Ze
jsou ve vsech harmonickych kolineacich druhého Jdruhu samodruiné.

20 Viz [2], str. 14.
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obsazeny ve sténach polarniho ¢étyisténu kvartiky. Totéz plati o rovindch
poloZenych étveficemi osmiteénych bodii

(20) Vip — Vi — 1 — Vs, Vis — Vi - Vg — Vg,

4 7 y J 7 7
J 51 7 | T } 37 77 ¥ 13 / 15 V:n - V73 1 57

Rozdélime vSechny tyto roviny na dvojice tak, aby osy téchto dvojic lezely
v roviné m,; jejich rovnice maji (pro libovolnou kvartiku) tvar

(21) ’Ll(l, r —f:éz;; — l/T — 62;) + a,(1 — 1) Ve;l — @ (l/,;;{—- €y — l‘r — 621) =0
(22) o ([fr e — |Ir — eg) T (0 —0) Vo + @ ([ 4= 00y — |7~ eg) -0
(23) (|7 + e + Vr — €m) F a1 i) Ves — a (|r 4 e+ |5 = eq) = 0.
(24) %1(1/ + e23 - V’r — 623) - (1 - 1) l/"m + X (l + oy l”' - e._,'.‘) =0,

kde jsme pro piehlednost polozili 1,/@23021 = 7.

Ctyti piimky vyjadiené dvojicemi rovnic (21)—(24) nemusi byt viechny
navzajem ruzné; vysetiime vSechny ptripady, které zde mohou nastat.

Predevs§im snadno usoudime, Ze primky (21) a (23) jsou vidy navzijem
rizné, nebot to jsou osy dvou dvojic rovin obsahujicich tytéz osmiteéné body
aviak v jiném seskupeni. TotéZ plati o pfimkach (22) a (24). Také ptimky (21)
a (22) jsou vzdy navzajem razné, nebot jsou harmonicky sdruzeny vzhledem
k osdm oy, 0y, s nimiz nesplyvaji. TotéZ plati o piimkach (23) a (24).

Zbyvaji tedy dvojice piimek (21) a (24) nebo (22) a (23): podminka totoz-
nosti je pro obé tvto dvojice vyjadiena touz rovnici

(l’/T + gy l'fr - "23>(|/"‘ + ey +- -l/r ""'21)

P+ e I — e (e — V) = 0

neboli
(25) I + ey lr + ey — l"‘r ey l/r — by = 0:

odtud po snadné tprave dostaneme ey + €3 = 0. To znamend, ze zkoumané
piimky mohou splyvat jen u kvartiky harmonické.

V piipad¢ harmonické kvartiky tvor prvni dvé ¢tvetice (19) w druhé dvé (20)
cykly v kolineaci f(0,0), zbyvajici ¢tyii dtvefice cykly v kolineaced p(2,2),
takze roviny jimi poiozené skuteéné po ¢tytrech prochdzeji tourz pimkou lezici
vV rovine o, A

Podobngé jako roviny, které obsahuji superoskulacnt body, jsou take roviny
obsahujici ¢tverice (19) a (20) spoletné teéné roviny vidy dvou Vossovych

vadrik, vedené k nim vrehiolem polarniho étyfsténu. O tom se opét piesvéd-
dime stitanim argument prisludnyeh bodt. Roviny polozené Ctveticemi (19)
se dotykaji kvadrik R a § charakterisovanych hodnotami o (iiebo 3 o) a o
(nebo 3’), roviny poloZené Stvericemi (20) se dotvkajl kvadrik R a S
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Vysetiujme jesté spoletné teéné roviny vedené bodem O, ke dvojicim R, S’.
a RS, Jsou to roviny, které obsahuji *tvefice

Vo= Vo — Var = Vars Vie = Vi — Vg — Vi,

r 7 7 J
Vep — Voo Vg — Vi, Vis - Vis — Vg — Vi,
Vi = Vig — Vs — Vi, Vs — Vo — Vag — Vi,

sr — Vi Vis— Vo — Vg — Vs

Jejich rovnice (sefazené opét do dvojic) jsou:

(26) .rl(l [ ']/17' — 023) ay(l 4 1) l/"m —- ;1:3(]/"7' + ey + Vr — (721) = 0,
27) ([ 4 e r — e) F w1 4 0) Veg + ay(|fr - e + Jr — ) = 0,
2 (7 e Ve ) F ol 4 ) Ve — w)r e — V=) 0,
0 ([ e 4 r — ) + an(l 4 0) Voo + ay(fr + e — Vr — ) = 0.

Osy téchto dvojic rovin lezi v roviné w, a jsou navzajem razné. Kdyby totiz
splynuly primky (26) a (29) nebo (27) a (28), bylo by
— Ny e— ——
(V" + €3 — 1/7' - 923)(1/ it ey — V"’ — ey) +
. g — o
+ (V"' + ey — l"" - 623)“’7’ + ey + l”“ - 621) =0
il

30 Ur & e Vr o em + i — e Vi = — 0,

odkud dpravou dostaneme ey -+ ey = 0. To znamend, ze by tato kvartika
byla harmonicka. Avsak pro harmonickou kvartiku, u niz splyvaji osy dvojic
rovin polozenych étveficemi (19) a (20), plati rovnice (23), ktera — jak se snadno
presvédéime — je s rovnici (30) ve sporu. Jiné dvé piimky rovnéz nesplyvaji,
nebot prislugné dvojice rovin, jichz osami tyto ptimky jsou, maji bud nékteré
z osmiteényeh boda spoleéné anebo se dotykeji tychz dvou kvadrik. Podobné
lze ukdzat, ze jsou rizné i priasecnice zkoumanych rovin, obsazené v rovindch
mwy a oy, Tyvto vysledky shrneme ve vété:

Vita 12, Ctyri spoleéné teéné roviny vedené vrcholem poldrniho Styfsténu ke
decina Vossovym kvadrikdm, které patit do riznych dvojic,®' protinaji kvartiku
ce slkupiné 16 osmiteénajch bodi. Priseénice téchio rovin leZé po dvou ve sténdch
poldrniho étyfsténu a jsou navzdjem rizié; splynou-li tyto priseénice v nékteré
sténé s pruseénicemi spoleényich teényjch rovin ztyvajicich dvow Vossovijch kvadrilk,
Kleré s wreden ymr dvéma patii do tych? dvow dvojic, je kvartika harmonickd a pii-
stusnyg vrehol poldrniho ctyfsténu je sdruZen s wvrcholem protilehlyjm e sténd.
i tyto pricscéniee splyreagi.

20 Jde o dvojice uvedend v pozndamee .
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O TPYIIIHE ABTOMOP®HBLIX ROJIJIHHEALII
OPOCTPAHCTBEHHON TAPMOHMYECKONW KBAPTIIRI

Boasmvup Lpyrxane

BuiBojn

Ilojt rapMOHMUCCKON KBAPTHKOII MbL HOHKMAcM B 9TOk padoTe MPocTpalcTBeniyrw RBap -
THKY I1epBoro poja 0e3 0co0oil TOUKH, sIBISIONYIOCs GasHCcOM OCHOBOH CBABKIL KBAIPHK,
4eTHIPC KOHYCA KOTOPOil IapMONTYecK (asoit colpsiRennl Pyl ¢ JPVIOM.

FapMoimueckast KBapTHRA BOCIPOM3BOJMTCH —— KAK M BCHKAH NPOCTPAlCTBCNHA KBAp -
THKA LepBOIo poja 6e3 0coboil ToYKM -— 32 T. nas. OCHOBHLIMH KOJLTMHCAUMAMH H, KpoMme
TOLO0, elie 32 KOIMHEAIUSIMU, KOTOpbIC MBI HashiBaeM rapMotdeckuMi. Dee rapMonmdec wie
KOJIMICAUMM AIBIHIOTCH NUKIMYCCKAMIA 4eTBEPTOil ¢cTelenn; pas:imuaeM /iBa poja. B rapyvo-
HIYCCKUX KOJLIHHCALHAX HEPBOro pojia HUK/ABL 00pa3yIoTes YCTHPLML TOURAMH, JICHKANUMA
B IIOCKOCTH, & 3TH TJIOCKOCTH BXO/IT B Oy W TY e ¢Bi3RY. I Ro/mmeaiysix BToporo
pojta LEKILL 00pPasyIOTCsl YCeTHPLMS TOYKAMM, JICKAIMME 1A [IBYX CKPCNUTBAIOIUIX st
ITPSMBIX.

B cBA3BKe KBajpMK, OCHOBOH KOTOPOM SBSICTCH 1APMOHUUCCKAN KBAPTHRA, OlepKarTes
/IBC KB&jIPHKH, KOTOpPbLIC B rapMONMYCCKUX KO/LIMIEALMAX MEePBOIO Po/ia MepexoT o/lia
B JIPYI'yI0, @ B 'apMOHHYCCKHX KO.IMHEAUMsIX BTOPOI0 PO — HCHOJBHAILI; MbL MX HA3hI-
BaeM 1JIaBHLIMM KBaJI[puKaMA. Tak ke Kak M IJIaBiibie KBaIPHKM BeYT CeOsi NPU IapMOHH-
49eCKAX KOJUIMIEANHMsIX elle J(Be KBajPHKHU, lepeceKaloniuecss B KBapTHKC, KOTOpas KOBA-
pHAHTHA JAaHHOH KBapTHKe (T. . BOCIIPOM3BOJUTCSI BceMH 64 KOJIMIEaHsIMA, KOTOPDIMH
BOCIPOM3BOJUTCS JaHHad KBapTHKa). [pyroii KBapTHKH, KOBapMaHTHOI jlalHOi rapMOHU-
9YeCKOM KBapTHKe, He CYIIecTBYeT.

U3 cBOMCTB rapMOUMYECKAX KOJUIMHeALHId IIepBOTO pojia CJIe/yeT, UTO Yy I'apMOHHYECKOIl
KBaPTHKHA JIBe CBEPXCONpPHKAcAoIIAecH IUIOCKOCTH B [BYX T. Ha3. COIPSIKEHHBIX TOYKAX
CBEPXCOOPUKOCHOBCHUS, PAaBHO KaK M BBl KacaTejbHasd INIOCKOCTh, Kacamouascs
KBapTUKHU B OCTAJBHBIX JBYX TOYKAX CBCPXCONPUKOCHOBEHHMsI, JICKAIMX B OIHON H TOIf e
I'PaHU HOJSIPHOTO UeThbipeXIPaHiBKa ¢ jJIBYMsl YKa3aHHLIMH BbIIIe TOYRAMH, BXOAT B OjHY
n Ty 3Ke CBA3KY. B 210l cBA3Ke cojiepKATCH TAKMKCE [(Be [NIOCKOCTH, NepeceKalolne KBapTHKY
B BOCHLMH TOYKaX CBEPXCONPUKOCHOBEHHS, JICHKAIUX B JIBYX COINpPSIKEHHBIX Tpansx ee
10151PHOT0 YeThlpeXIPalHAKa, M siBJAloNMecs 0OMUMY KacaTeJbHBIMI ILIOCKOCTSIMH IVIaB-
HLIX KBajpHK, M jJajee 12 ILIOCKOCTel, lepeceKaloNlMX KBapTHKY B 48 TOYRAX Kacands
BOCLMOrO Tmopsijika. Jist rapMoOnnuecKoli KBapTHKM 3TH CBOMCTBA XapaKTEpHLI.

JlanpHenmMM XapakTepHbIM CBOHCTBOM IapMONMYCCKOM KBapTHKHM sIBISAETCSL TO, 9TO
JIBAIKIIBI KAcaTeqpdble ITOCKOCTH, IPOBeJCHHbLIC K Hell 4epes HPAMYI, COC/MHSIIOMYI j(Be
COIpPspKCLIBIC BEPIIMHBL €€ IOJSIPHOro YeTHPeXI'paHHuKka, 00pasyiorT B OIIpeie el oM
HOPsI/IKe TAPMOHMYCCKYIO UETBCPKY .

236



UBER EINE GRUPPE AUTOMORPHER
KOLLINEATIONEN DER HARMONISCHEN
RAUMKURVE VIERTER ORDNUNG

VLADIMIR BRUTHANS
Zusammenfassung

Als harmonische Raumkurve vierter Ordnnang betrachten wir in dieser Arbeit cine
Raumkurve vierter Ordnung erster Species ohne Dcoppelpunkt, welche cine Basiskurve
cines Quadrikenbiischels darstellt, dessen vier Kegel 2in harmonisches Quadrupel bilden.

Tine harmonische Raumkurve vierter Ordnung reproduzicrt sich -— wie jede Raum-
kurve vierter Ordnung erster Species ohne Doppelpuiakt — durch 32 sog. Grundkollinea-
tionen, auBlerdem aber auch durch andere 32 Kollineationen, e man harmonische Kolli-
neationen nennt. Alle”diese harmonischen Kollineationen sind zyklisch 4. Ordnung; wir
unterscheiden zwei Arten. Bei den cinen werden die Zyklen durch vier Punkte, die in
einer Ebene licgen, gebildet. wobei diese Ebenen zu einem Bischel gehoren, bei den ande
ren werden die Zyklen vier Punkte, die aut zwei sich kreuzenden Geraden liegen, gebildet.

Iim Quadrikenbuschel, dessen Basis die harmonische Raumkurve vierter Ordnung
bildet, gibt es zwei Quadriken, welche in den harmonischen Kollineationen erster Art
cinander zugeordnet sind, hingegen in den harmonischen Kollineationen zweiter Art
mvariant bleiben; man nennt sie Grundquadriken. In demselben Verhéltnis zu den harmo-
nischen Kollineationen stehen auch zwei andere Qua driken, die sich in einer Raumkurve
vierter Ordnung schneiden, weleche mit der gegebenen kovariant (dh. durch dieselben
6+ Kollincationen reproduzierbar) ist. Iis gibt <cine e ndere Rannmkurve vierter Ordnung,
die it der gegebenen kovariant ware.

Aus den Eigensehaften der harmonischen IXollincationen geht hervor, daf3 bei einer
harmonischen Raumkurve vierrer Ordnung zwei Wendeberithrungsebenen in zwei sog.
konjugierten  Wendeberithrungspunkten und die  Doppeltangentialebene, welehe  die
Kurve in den iibrigen zwei — mit den bereits angefihrten in derselben Kbene des Polar-
tetraeders liegenden -— Wendeberithrungspunkten beriihrt, zu demselben Biischel ge-
horen. In diesem Biischel gibt es noch zwei Ibenen, welche die harmonische Raumkurve
vierter Ordnung in acht- in zwei konjugierten Ebenen des Polartetraeders liegenden —
Wendcebertihrungspunkten scheiden und welchs gemeinsame Tangentialebenen der beiden
Hauptquadriken sind. Zwolf andere Ebenen dieses Biischels schneiden die harmonische
Raumkurve vierter Ordnung in 48 Punkten, deren hesondere Higenschaft es ist, daf in
jedem eine reguliire Quadrik acht zusammengefallene Schnittpunkte mit der betrachteten
Kurve haben kann. Alle diese Kigenschaften der harmonischen Raumkurve vierter
Ordnung haben sich als charakreristisch erwicsen.

Eine andere charakteristische Iigenschaft der harmonischen Raumkurve vierter
Ordnung besteht darin, dal vier Doppeltangentialebenen, die man zu ihr durch die
Verbindungslinie von zwei konjugierten Polar-etraccerecken fithren kann, in bestimmter
Reihenfolge ein harmonisches Quadrupel bilden.
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