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MATEMATICKO-FYZIKALNY ČASOPIS SAV. X. 

0 G R U P Ě A U T O M O R F N K H K0JLINEAC1 
P R O S T O R O V É KVARTIKY H A R M O N I C K É 

V L A I) I M í R H H V T H A N S , Liberec 

V první části této práce jsou studovány koiineaee, kterými se reprodukuje 
prostorová kvartika prvního druhu bez singulárního bodu v případe, kdy jde 
o tzv. kvartiku harmonickou. Přitom se vychází ze známého parametrického 
vyjádření kvartiky pomocí Weierstrassových O-funkcí. 

Ve druhé části je užito vlastností uvedených kolineaeí k získání některých 
vlastností harmonické kvartiky, které jak se ukázalo — jsou pro tuto 
kvartiku charakteristické. 

Cvod 

Kvartikou rozumíme v tomto článku prostorovou kvartiku prvního druhu 
bez singulárního bodu. Uvedeme nejdříve některé známé pojmy a vlastnosti 
této křivky, jichž v dalším upotřebíme.1 

Kvartika je basí svazku kvadrik, v němž jsou čtyři kvadratické kužele. 
Vrcholy těchto kuželů jsou vrcholy tzv. polárního čtyřstěnu kvartiky. který 
je společným polárním Čtyřstěnem všech kvadrik svazku. 

Body, v nichž rovina může mít s kvartikou čtyřnásobný průsečík, se na
zývají body superoskulační. Je jich na kvartice 16 a leží po čtyřech ve stěnách 
polárního čtyřstěnu kvartiky7. Body, v nichž regulární kvadrika může mít 
s kvartikou osminásobný průsečík, se nazývají body osmitečné; těchto bodů 
je na kvartice 48. 

V projektivních souřadnicích lze kvartiku vyjádřit parametricky rovnicemi2 

(1) #! = a+u), x2 = a2(u), x3 = a3(u), x{ = a(u), 

kde a, ak (k = 1, 2, 3) jsou známé Weierstrassovy funkce a parametr u 
probíhá v rovině komplexních čísel rovnoběžník period, jehož vrcholy budtež 
body 0, 4o 4e> + 4e/, 4c/.;{ 

Z kvadratických vztahů mezi cr-funkcemi4 plynou rovnice 

(2) x'i - x* + (e2 - e3) x\ = 0, 
xz — x\ + (e3 — e,) x-4 = 0, 

1 T y t o po jmy a vlastnosti jsou podrobné vy loženy v knize akademika H. H y d ž o v -
s k é h o [ I ] , k a p . X I X a v práci [2] téhož autora. 

2 Viz K i l l i n g , Der Flárhenhiischel 2.0. Berlin 1872, 11. 
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.r~ - .4 -f- (er — ej.) .r~ == O, 

(<'» (J*) A + (̂ 3 — <+ ; 4 +• K — pi) :4 - : °; 

jsou t o rovnice kuželů, obsahujíek h k v a r t i k u . Označíme t y t o kužele Kl5 A\>, 
A+ A , v pořadí určeném p o ř a d í m rovnic (2). 

P a r a m e t r y superskulačních bodů jsou cJiarakter isovány kongruencr ' 

4a. - 0 (mod 4c;, 4c/), 

p a r a m e t r y osm i t ečných bodů v z t a h y 

SM ,--ř 0, 4H ---p. 0 (mod 4c>. 4a/). 

Superskulační bod odpovídaj ící h o d n o t ě p a r a m e t r u u -•=•- mo -\- no/ označu

jeme \V//iV a o s m i t e č n ý bod odpovídaj ící hodnoť!'* p a r a m e t r u u -- — (ho -f- ko/) 

označujeme V /J:. 
Kvart ika (1) se reproduku je 32 k o l i n e i c e m i , k t e r é jsou d á n y v z t a h e m 6 

n' pit. -:- mo -(••-- ne/ (mod 4 o , 4c/), 

kde ,<-• ; í a ni, n 0, I. 2, .3. T y t o kolmeaee n a z ý v á m e kolineacemi zá
kladními, a to pro ť -~ 1 k l a d n ý m i a pro f ----- — i z á p o r n ý m i . K l a d n é základní 
kolineace označujeme v(m,n), z á p o r n é \\m, n\. 

Klasifikace základních kohneaeí je z n á m a . 7 K l a d n é kol ineace p r o m i n sudé 
jsou osové involuee, jejichž osy jsou vždy dvě proti lehlé h r a n y polárního čtyř
stěnu kvar t iky . Zbývající k l a d n é kolineace jsou cykl ické 4. s t u p n ě a příslušejí 
po č tyřech XVA\X k j edné (kladné) involuci, k t e r á vznikne jejich o p a k o v á n í m . 
Záporné kolineace pro m i n sudé jsou s t ř e d o v é involuee, jejichž s t ř e d y jsou 
vrcholy polárního č t y ř s t ě n u kvar t iky a roviny s a m o d r u ž n ý c h bodů jsou s t e n y 
t o h o t o č t y ř s t ě n u . Zbývající z á p o r n é kol ineace jsou osové involuee, jejichž osyr 

protínaj í vždy dvě proti lehlé h r a n y po lárn ího č t y ř s t ě n u kvarti lrv a jsou př ím
kami tzv . Voskových kvadrik. H 

:i 2c> 2řo' j s o u z á k l a d n í p e r i o d y p ř í s l u š n é W o i e r s t r a s s o v y f u n k c e v 7 ( u ) , k t e r á s u v o d o -

n \ ' m i o-tiinkcomi s o u v i s í z n á m ý m i v z t a h v . (-ďld —- e , i ----- 1, 2, 3 (viz [ 3 L 
' | a(n) | 

s í r . 3()5). 
1 V iz [ 3 | . s t r . 3S7. 

:> O u ž i t í e l i p t i c k ý c h f u n k c í ke s t u d i u p r o s t o r o v é k v a r t i k y viz n a p ř . [4 j , s t r . 47 a n á s l . 
,; Viz | ' 4 | . s i r . S I . 
7 \ ' iz | 2 j . s t r . 4. 
s T ě c h i o k v a d r i k j e šest ČÍ j ^ 1 1 * ' - r o z d ě l e n y mi t ř i d v o j i c e t a k , že o s y , k t e r é j s o u p ř í m k a m i 

t é ž e d v o j i c e , p r o t í n a j í t y t é ž d v ě p r o t i l e h l é hrany p o l á r n í h o č t y ř s t ě n u k v a r t i k y . Viz | 4 | . 
s í r . 74. 
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Základní kolineace tvoří grupu 6r32. Podrobné studium této grupy a bodo
vých skupin na kvartice odpovídajících jejím podgrupám provedl akademik 
B. B y d ž o v s k ý v citované práci [2]. Jeho výsledky platí pro každou prosto
rovou kvartiku prvního druhu bez singulárního bodu.Ve speciálním případě 
tzv. kvartiky harmonické lze však grupu C732 rozšířit o další automorfní koli
neace na grupu C764. Vyšetříme vlastnosti těchto automorfních kolineací har
monické kvartiky a jejich užitím odvodíme některé charakteristické vlastnosti 
této křivky. 

Harmonické kolineace 

Jsou-li Qx — 0, Q% — 0 rovnice dvou kvadrik svazku, má libovolná kvadrika 
tohoto svazku rovnici tvaru XQt + fiQ2 = 0, v níž (X, /u) můžeme pokládat za 
projektivní souřadnice příslušné kvadriky. Tím je ve svazku zavedena jedno
rozměrná projektivní soustava souřadnic a lze proto mluvit o dvoj poměru 
čtyř kvadrik svazku. Užijeme tohoto pojmu, který zřejmě nezávisí na volbě 
základních kvadrik svazku, k definici harmonické kvartiky. 

Harmonickou kvartikou nazýváme kvartiku, která je basí svazku kvadrik, 
jehož čtyři kužele tvoří harmonickou čtveřici. 

K tomu, aby rovnice (1) vyjadřovaly kvartiku harmonickou, stačí položit 
o/ — ioj. Potom totiž platí9 

(4) et + e3 = 0 a e2 = 0, 

takže dvojpoměr čtyř kuželů v pořadí Kl9 K3, K2, K4 je roven —V Kužele K2, 
KA jsou tedy v tomto případě harmonicky sdruženy vzhledem ke kuželům Ku 

/\3 a obráceně. 
Je-li kvartika (1) harmonická, reprodukuje se kromě 32 kolineacemi 

základními — také kolineací 

(5) u' ~ iu (mod 4o), 4c/). 

Z rovnic (4) totiž plyne 

Г <*i(iu) l2 Г a (u) ү 
[ a(iu) J 1 a(u) J ' 

ïa^iuУ 
[ a(iu) 

Г OзM J2 _ 
1 a(iu) J 

Г_lv__l: 

L a(u) 1 

[ ^("Л 2 

! > ( « ) \ ' 

takže vztah al(u) — a\(u) -f- (e2 — e3) al(u) = 0 přejde ve vztah a\(u)— a\ (u) -f-
+ (e2 ~ ei) a2(u) = 0 a obráceně. To znamená, že ve vyšetřované kolineací 
se kužele Kx a K3 navzájem vymění a kvartika, v níž se protínají, je samo
družná. 

9 U ž í v á m e v z t a h ů p{iu) — — p ( u ) a ex -f- ca -f- c 3 -~ 0. 
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Složením kolineaee (5) se všemi kolineacemi (3)- dostaneme 32 kolineací 
tvaru 

((>) u' ~ eiu -j- mco + no./ (mod 4o>, 4c/), 

kde v = ± 1 a m, w = 0,1, 2, 3. Tyto kolineaee nazýváme kolineacemi harmonic
kými, a to bud kladnými (je-li e = 1) nebo zápornými (je-h v = — 1). Kladné 
harmonické kolineaee značíme P(m-} n), záporné /3\m, n\. Snadno dokážeme 
vetu: 

Věta 1. Všechny harmonické kolineaee jsou cyklické čtvrtého stupně. 
D ů k a z . Ze vztahu ((>) je zřejmé, že opakováním libovolné harmonické 

kolineaee dostaneme vždy některou ze základních kolineací záporných, které -
jak víme — jsou všechny involutorní. Opaku eme-li tedy libovolnou harmo
nickou kolineací čtyřikrát, dostaneme identitu. Tím je veta dokázána. 

Každá harmonická kolineaee vytváří tedy cyklickou grupu čtvrtého řádu, 
\ níž je spolu s kolineací ft(m, n) obsažena též kolineaee P\ — n, m]. Tyto dvě 
harmonické kolineaee, z nichž jedna je kladná a druhá záporná, jsou navzá
jem inversní, jednu dostaneme, když třikrát opakujeme druhou. 

Zkoumejme nyní na harmonické kvaroice čtveřice bodů, které tvoří cykly 
v jednotlivých harmonických koJineacíc i. Vy dus tvořený čtyřmi body leží
cími v téže rovině nazveme stručné cyklem rovinným. Platí věta: 

Yřla 2. Mezi harrnonickýíni kolineacemi je lú kolineací, které na harmonické 
krartice vytvářejí cykly rovinné: zbývající rh 10 harmonických kolineací vytváří 
na harmonické krartice cykly, které nejsov. rovinné (s výjimkou konečného poctn 
cyklu, které nejsou tvořeny čtyřmi rzá je mne různými body). 

D ů k a z . Vzhledem k tomu, že záporné harmonické kolineaee vytvářejí 
tytéž cykly jako k nim inversní kladné harmonické kolineaee, stačí, omezíme-li 
se v důkazu na harmonické kolineaee khdné. Opakujeme-li kolineací p(m, n). 
dostaneme involuci x\m — n, m r n], která je středová, když m E : n (mod 2). 
kdežto pro m i/l n (mod 2) je osová. Čtyři body cyklu leží tedy v prvním pří
padě na dvou různoběžkách. ve druhém případě na dvou mimoběžkách, které 
jsou navzájem různé, neboť přímka protíná kvartiku nejvýše ve dvou bodech. 
(Vkiu tvořených méně než čtyřmi body je na kvartice konečný počet, neboť 
každý takový cyklus obsahuje aspoň jeden bod samodružný v příslušné 
involuci a těchto bodů je na kvartice konečný počet. Tím je věta dokázána. 

Harmonické kolineaee, které na harmonické kvartice vytvářejí cykly ro
vinné, nazýváme harmonickými kolineacemi prvního druhu, zbývající pak 
harmonickými kolineacemi druhého druhu. 

Určíme na harmonické kvartice body, které jsou v jednotlivých harmonic
kých kolineacích samodružné, a dvojice bodů, které v těchto kolineacích tvoří 
involutorní páry. Fro argumenty bodů, které jsou samodružné v kolineací 
fi(-m, n), platí kongruence 

u iu --j- nio) + no.' (mod 4o, 4c/), 
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jejímž řešením d o s t á v á m e 

m n m - n , 
ux ----- o -\- o a u2 ------ H, -j- 2o ••• 2o . 

T ě m t o h o d n o t á m odpovídaj í dva l)ody superoskiďační n e b o osmitecne podle 
toho, jde-Ii o h a r m o n i c k o u kolineaci prvního druliu nebo d r u h é h o d r u h u . T y t o 
d v a b o d y jsou ovšem samodružné i v kolineaci \\m -— >>, m 4- n |, l iterou 
d o s t a n e m e , opaku jemedi ko l ineaci /?(w, n): zbývající d v a s a m o d r u ž n é body 
t é t o základní koiineaee, t j . body odpovídající a r g u m e n t ů m 

ui -— ui f 1(,) a u\ = u\ r -e>', 

t v o ř í v kolineaci f}(m, n) involutorní pár . 
V k a ž d é h a r m o n i c k é kolineaci existují též s a m o d r u ž n é hody ležící mimo 

k v a r t i k u . V7yšetříme Jiejdříve harmonickou kolineaci prvníiio d r u h u . Spojnice 
s a m o d r u ž n ý c h superoskulačních bodů je s a m o d r u ž n á př ímka. Protneme-! ; ji 
rovinou, která obsahuje n ě k t e r ý cyklus a je proto s a m o d r u ž n á , dostáném'/ na. 
ní další s a m o d r u ž n ý bod. O d t u d plyne, že všechny body té to př ímky jsou 
s a m o d r u ž n é . Samodružná je dále prňseéniee superoskulačních rovin v samo
d r u ž n ý c h superoskulačních bodech, k t e r á je s př ímkou s a m o d r u ž n ý e h bodu 
miinobéžná a je proto osou svazku s a m o d r u ž n ý c h rovin. S a m o d r u ž n é body 
ležící n a t é t o přímce jsou její průsečíky se s a m o d r u ž n ý m i rovinami svazku, 
jehož osou je p ř í m k a s a m o d r u ž n ý c h bodů. T y t o roviny prolínají kvart iku buď 
jen v s a m o d r u ž n ý c h bodech nebo ještě ve dvou bodech, k teré tvoř í involutorní 
pár . J s o u t e d y s a m o d r u ž n ý m i rovinami tohoto svazku dvo jnásob t e r n a ro\ lna 
kř ivky dotýkaj ící se jí v obou samodružných, bodech, a rovina polárního ctyr 
s tenu, v níž t y t o s a m o d r u ž n é b o d y leží. O d t u d plyne, že k r o m é p ř í m k y samo 
d r u ž n ý c h bodů jsou v h a r m o n i c k é kolineaci prvního d r u h u ješté dva samo
d r u ž n é body, ležící na ose svazku s a m o d r u ž n ý c h rovin, dine samodružné ' body 
ani s a m o d r u ž n é roviny v t é t o kolineaci nejsou. 

Pro a r g u m e n t y osmitecnýeh bodů, s a m o d r u ž n ý c h v h a r m o n i c k o kolineaci 
d r u h é h o d r u h u , platí 

oH. -f- u> " ď- u\ ~\- ''yUi •----: n (mod 4e>. te/) , 

To z n a m e n á , že oskulacní roviny v s a m o d r u ž n ý c h osmitecnýeh bodech se 
prot ínaj í v přímce, k t e r á je spojnicí t ě c h t o dvou bodů. T y t o oskulacní roviny. 
k teré samy jsou ovšem s a m o d r u ž n é , protínaj í p ř í m k u obsahující involutorní 
pár osmi tecnýeh bodů v dalších, dvou s a m o d r u ž n ý c h bodech t é t o koiineaee. 
Protože v kolineaci d r u h é h o d r u h u je jen konečný poče t s a m o d r u ž n ý c h rovin 
a t e d y i k o n e č n ý počet s a m o d r u ž n ý c h bodů. nejsou další s a m o d r u ž n é body 
k r o m ě č tyř uvedených. 

Čtyř i s a m o d r u ž n é b o d y h a r m o n i c k é koiineaee d r u h é h o d r u h u jsou vrcholy 
č tyř s těnu, jehož dvě s těny jsou oskulacní roviny v s a m o d r u ž n ý e h osmitecnýeh 
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bodech, zbývající dvě s těny jsou roviny obsahující invohi torní pár osmiteč-
n ý e h bodů a po jednom ze s a m o d r u ž n ý c h osr r i tečných bodů, ve k t e r ý c h se 
k v a r t i k y dotýka j í . S a m o d r u ž n ý m i b o d y ležícími m i m o k v a r t i k u procházej í 
tedy tečny v s a m o d r u ž n ý c h bodech ležících na kvar t ice . 

O z n a č m e nyní vrcholy souřadnicového č t y ř s t ě n u OL, O2, O3, O4,
10 s t ě n y 

t o h o t o č t y ř s t ě n u o1, CJ2, o>3, </>, (to{ leží prot i O,) a jeho h r a n y o-- (t j . spojnice 
vrcholů O;, Oj). 

V kolineaci f)(0, 0) jsou s a m o d r u ž n é superoskulační body W00 a W22. Je j ich 
spojnice, jež je př ímkou s a m o d r u ž n ý c h bodů, procház í b o d e m O2. T í m t o 
bodem prochází také spojnice b o d ů W20, W02, k t e r é ve vyše t řované kolineaci 
tvoří invohitorní pár. Kol ineace /S(0, 0) induku je t e d y na př ímce W20 W0i 

iuvoluei, jejímž j e d n í m s a m o d r u ž n ý m b o d e m je bod O2. D r u h ý s a m o d r u ž n ý 
hod t é t o involuce, k te rý je ovšem s a m o d r u ž n ý i v kolineaci /?(0,0), je s bodem O., 
h a r m o n i c k y sdružen vzhledem k dvojici bodů W20, W02 a je to t e d y bod n a 
ose O13; označme ho Pm. Zbývající s a m o d r u ž n ý úoá kol ineace /i(0,0) leží mimo 
rovinu o>,. To však musí b ý t b o d O 4 , nebol' o p a k o v á n í m v y š e t ř o v a n é kol ineace 
d o s t a n e m e s tředovou involuei %[0,0], v níž je tento bod jediným samodruž
ným bodem ležícím mimo rovinu OJ { . Osou svazku s a m o d r u ž n ý c h rovin je 
pro to p ř í m k a O4Po0. 

Podobně se zjistí, že osou svazku rovin samodružných, v kol ineaci /?(2,2) 
je př ímka O4F22, kde P22 je průsečík spojnice W00 W22 s osou O13. Osy obou svazků 
procházejí t e d y vrcholem O4, leží v rovině o>2 a prot ína j í spojnice superosku-
laeníeh bodů ležících v rovině co4, k t e r é procházej í b o d e m O2. 

Analogické výs ledky plat í i p ro zbývající tři dvojice h a r m o n i c k ý c h kol ineaci 
prvního d r u h u fí(m, n), f}(m -f- 2, n -|- 2). 

Abychom se mohli s t ručně v y j a d ř o v a t , b u d e m e n a z ý v a t d v a vrcholy Oj, 
O3 nebo O2,O., přís lušné h a r m o n i c k y s d r u ž e n ý m dvojicím kuželů, navzá jem 
sdruženými a to též b u d e m e ř í k a t o s t ě n á c h k nim prot i leh lých. S d r u ž e n ý m i 
b u d e m e t a k é n a z ý v a t dva. b o d y superoskulační , k t e r é Ježí v téže s těně polár
ního č t y ř s t ě n u a jejichž spojnice prochází, vrcholem prot i leh lým ke s těně 
sdružené. V t é t o terminologi i m ů ž e m e předchozí výs ledky vy jádř i t v ě t o u : 

V Čta 3. Osy svazku samodružných rovin harmoviických kolineaci druhého druhu 
procházejí po dvou creholy polárního ct/yi stěnu, kvartiky a leží v jeho stěnách. 
Dvě osy, kferé procházejí t <y)už vrcholem, leží re stěně protilehlé k vrcholu sdruže
nému a protínají spojnice sdružených superoskiilacních bodu ležící ve stěně 
sdružené. 

Plochy nejnižšího s t u p n ě , k teré obsahuj í č t y ř b o d o v é cykly h a r m o n i c k ý c h 
kolineaci d r u h é h o d r u h u , jsou kvadr ik} ' . Nalezneme kvadr iky, k t e r é jsou v t ě c h 
to kol ineaeíeh s a m o d r u ž n é . 

Z k o u m e j m e kolineaci ft(\,0), jejíž s a m o d r u ž n é body jsou j e d n a k d v a osrni-

1 0 Oi je vrchol kuželu /v,.(i ---,-. 1, 2, .'{, 4). 
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tečné body Vxx a V55, jednak dva body ležící mimo kvartiku, které označíme Sxl 

a $ 5 5 . Napíšeme-li rovnice této kolineace ve tvaru 

x1 = ]/2x'2, x2=x'Á, x3 = ]/2xl, xA = ix[, 

zjistíme jednoduchým výpočtem, že samodružné kvadriky této kolineace tvoří 
dva svazky 
(7), (8) X[x{ + (1 + i) x\ + ixi ± (1 - i) xfi + 

+ p[(l ~ i) xxx2 ± y2xxxl + ]/2x2Xz + (\ + i) x3x.x] = 0 

a dvě lineární soustavy dvojrozměrné 

(9), (10) K[x\ + (1 - i) xt - ix$ ±(l+ i) xft + 

+ /JL[(1 + i) xxx2 + f2xxxx + ]/2x2x3 + (1 - i) x3xx] ---
-f- v[xxxs + (1 — i) x2xx] = 0. 

Všimněme si především, že dva svazk}^ (7) a (8) a také dvě lineární soustavy 
(9) a (10) si navzájem odpovídají v kolineaci 

(11) xx = ix\, x2 = x±, x3 = —ixz, xl -:- .-,?•;. 

Kvartice (1) odpovídá v této kolineaci kvartika 

(12) xx = iax(u), x2 = — <J2(u), xs — — icr+u). x] = rr(//). 

Tato nová kvartika se reprodukuje týmiž (54 kolineacemi, jako kvartika ( l) : 
pro tuto vlastnost ji nazýváme kvartikou kovariantní s danou kvartikou (1 )• 
Protože se obě tyto kvartiky navzájem neprotínají,11 leží na kvartice kova
riantní ty samodružné body harmonických kolinencí druhého druhu, které 
neleží na kvartice dané. Odtud plyne věta: 

Veta 4. K harmonické kvartice existuje právě jedna kvartika s ni kovariantní. 
Vyšetříme nyní base lineárních soustav samodružných kvadrik.1 2 Ve svazku 

(7) je jednou základní kvadrikou Vossova kvadrika, kterou označme Q. 
Druhá základní kvadrika má s kvadrikou Q společné dvě spojnice samodruž
ných bodů VHV55, SxxSr)5 a tečny v bodech Vu, V--, které jak víme — pro
cházejí body Sxx, $ 5 5 . Basi svazku (7) tvoří tedy (zborcený) ětyřstran Vn V7)r)S^Sn 

jehož vrcholy jsou samodružné body zkoumané kolineace. Všechny kvadriky 
tohoto svazku protínají kvartiku (1) trojnásob v samodružných bodech Vn, 
V55 a jednoduše v bodech V:ň, V15, které tvoří involutorní pár. Kovariantní 

1 1 To plyne z toho, že na kvartice neexistuje skupina 8 bodu, která by byla pro všechny 
její automorfní kolineace invariantní (srovnej [2], 2. část, str. 3). 

12 Pro úsporu místa jsou zde vynechány zdlouhavé výpočty, které si čtenář sám snadno 
doplní. 
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kvartiku (12) protínají tyto kvadriky v samodružných bodech Sn, # 5 5 . dále 
ve dvou bodech, ležících na přímce VnV-5 a kromě toho ve čtveřicích bodů r 

které tvoří cykly. 
Vlastnosti svazku (8) dostaneme z vlastností svazku (7) užitím kolineace (11). 

Jeho basi tvoří čtyřstran, jehož strany jsou opět spojnicemi samodružných 
hodů, avšak v pořadí $ n # r ) 5 V u V 5 5 . Kvadriky tohoto svazku protínají danou 
kvartiku v pevné čtveřici Vu, F 5 5 , V51, V15 a kromě toho ve čtveřicích, které 
tvoří cykly. Vyjádříme tento výsledek větou: 

Věta 5. Čtyřstran tvořený těmi spojnicemi samodružných bodů harmonické 
kolineace druhého druhu, které nejsou tečnami kvartiky, je basí svazku kvadrik 
rytínajících na harmonické kvartice čtveřice bodů, které v této kolineaci tvoří 
cykly. 

V lineární soustavě (9) je jednou základní kvadrikou Vossova kvadrika, 
kterou označme Q'. Druhá základní kvadrika se skládá ze dvou rovin, které se 
protínají v přímce VnVry5 a obsahují body V33, V77 a V73, V31. Třetí základní 
kvadrika se dotýká kvartiky v bodech Vu, V55, V51, V15. Průnik první a třetí 
základní kvadriky je čtyřstran VuV51 V5-V15. Ftoviny určené body Vrú, VV) 

a vždy jedním z bodů Vu. V55 jsou společné tečné roviny všech kvadrik této 
soustavy. Kvadriky je protínají ve dvojicích přímek harmonicky sdružených 
vzhledem ke spojnicím příslušného dotykového bodu s body Vbl a V15. Všechny 
kvadriky této soustav}! protínají kvartiku dvojnásob v samodružných bo
dech Vu, V,- a kromě toho ve čtveřicích, které tvoří cykly. Tentýž cyklus 
vy ti nají na kvartice všechny kvadriky^ svazku, jehož basí je dvojice kuželo
seček protínajících se v bodech Vu a V.--. 

Kvadriky soustavy (10) mají společné body Su a # 5 5 ležící na kvartice 
kovariantní a protínají danou kvartiku vždy ve dvou cyklech (které ovšem 
mohou splynout). 

Kvadriky Q, Q', které jsou samodružné ve všech harmonických kolineaeíeh 
druhého druhu, 1 3 nazýváme hlavními kvadrikami harmonické kvartiky. 

Harmonické kolineace spolu se základními kolineacemi tvoří grupu G{VU 

která ovšem obsahuje grupu G32 (tvořenou kolineacemi základními) jako pod-
uriipu. Uvedeme v přehledu ty podgrupy grupy GGX, které obsahují aspoň jednu 
kolineaci harmonickou. Zbývající podgrupy této grupy jsou totiž zároveň 
podgrupami grupy G32 a jsou tedy známy z citované práce B. Bydžovského.11 

a) Podgrupy ť/4 (tj. podgrupy grupy G[H čtvrtého řádu) jsou cyklické grupy 
vytvořené vždy jednou harmonickou kolineaci. Obsahují dvě harmonické 
kolineace navzájem inversní a jednu .zápornou involuci.15 Tato involuce je 

13 Tyto kvadriky tvoří jednu ze tří dvojic uvede:iých v poznámce 8 a jsou samodružné 
v 16 základních kolineaeíeh, které složeny s kolinea-A //(1,0) dávají právě všechny harmo
nické kolineace druhého druhu. 

11 Viz |2 | , str. 10—11. 
15 Každá podgmpa obsahuje ovšem též identitu, což výslovně neuvádíme. 
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b u d s t ř e d o v á nebo osová podle toho, jsou-li přís lušné h a r m o n i c k é kolineaoe 
p r v n í h o nebo d r u h é h o d r u h u . P o d g r u p g4 je 16. 

h) P o d g r u p y g3 jsou v y t v o ř e n y d v ě m a kol ineacemi fi(m, n) a (3(m - 2, 
n 4 2). Obsahuj í č tyř i h a r m o n i c k é kolineace přís lušné k téže z á p o r n é involuei, 
dvě záporné involuee s t ředové (se sdruženými s t ředy) n e b o osové (s osami 
obsaženými n a téže hlavní kvadrice) a j ednu kJadnou involuei, jejíž osy jsou 
spojnice s d r u ž e n ý c h vrcholů. T ě c h t o p o d g r u p je 8. 

o) P o d g r u p y gl{. j sou v y t v o ř e n y d v ě m a kolineacemi P(m, n) a ft(m j 2, n) 
nebť) [)(m, n -\- 2). Obsahují osm h a r m o n i c k ý c h kolineaoí př í s lušných ke d v ě m a 
z á p o r n ý m involucím obsaženým v téže podgrupe gs. č tyř i z á p o r n é involuee 
s t ředové (t j . všechny) nebo osové (s osami ležícími na h lavních k v a d r i k á c h ) 
a všechny involuee k ladné. T y t o p o d g r u p y jsou 4. 

d) P o d g r u p y g32 jsou v y t v o ř e n y d v ě m a kol ineacemi j3(m, n) a fi(nť. //'), 
kde m v ni'n n ~h ri (mod 2). Obsahují šes tnáct h a r m o n i c k ý c h kolineaoí 
téhož d r u h u , osu z á p o r n ý c h involuei obsažených v p o d g r u p á c h ť/16. čtyři zá
kladní kolineace cyklické přís lušné k téže k l a d n é involuei, jejíž osy jsou spojni
cemi s d r u ž e n ý c h vrcholů a všechny invo luee k l a d n é . 

S n a d n o se zjistí, že p o d g r u p a obsahující dvě l iarmonické kolineace r ů z n é h o 
d r u h u je t o t o ž n á s celou grupou GCyl. 

Harmonická kvartika 

Z vlastností l i a rmonických kolineací p r v n í h o d r u h u plyne v ě t a : 

Veta <). Supe ros kula ční roviny ve dvou sdružených superoskulačních bodech 
liarmonické kvartiky a dvojnásob tečná rovina dotýkající se této kvartiky ve zbýva
jících dvou superoskutacních bodech ležících r téže stěně jejího polárního Čťyř.<t< nu. 
patří do téhož svazku (jehož osa leží ve sdružené stěně polárního čtyřstěnu ).V to tnto 
svazku rovin jsou obsaženy též tři roviny, které krartiku protínají v-" čfrrřicích 
superoskulačních bodu a dvanácf rovin, které krartiku protínají re čtveřicích bodu 
osrnitečných. 

Ukážeme, že t a t o vzá jemná poloha superoskulačních a osrnitečných b o d ů 
je pro h a r m o n i c k o u k v a r t i k u charakter i s t ická . Vyšetř íme nejdříve v l a s t n o s t i 
týkaj ící se b o d ů superoskulačních. 

Věta 7. Jestliže u dané kvartiky super oskulewní roviny re dřou a dvojnásob 
tečná rovina ve zbývajících dvou superoskulačních bodech ležících v feze stt')}<-
polárního čtyřstěnu patří do téhož svazku, je tato kvartika harmonická. 

D ů k a z . Zvolíme polární č t y ř s t ě n k v a r t i k y za č t y ř s t ě n souřadnicový, při 
čemž očíslování souřadnicových b o d ů a volbu j e d n o t k o v é h o b o d u p r o v e d e m e 
t a k , a b y p r v n í d v a ze superoskulačních bodů uvedených ve vě tě by ly b o d y 
Wm (L, 1, V 0) a JV22(1, — I , V 0); d r u h é d v a jsou p a k b o d y ÍV>0( - V V V(>) 

a W{)2(\,\, -1,0). K v a d r a t i c k é kužele obsahující k v a r t i k u mají při t é t o volbo 
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s o u ř a d n i c o v é h o sys tému rovnice (-) a dvo jporrěr t ě c h t o č tyř kuželů v poradí 

I\\, A':i, /Y\>. A', je roven -2-1-.16 Superoskulační rov iny v bodech W00 a JV2.. 
^ 2 3 

které jsou zároveň t e č n ý m i r o v i n a m i kužele KA v t ě c h t o bodech, mají rovnice 

(\:i) e23xx ±e31x2 + el2x:i -- 0. 

Je j ich průsečnici, k t e r á zřejmě leží v rovině n2. lze vy jádř i t jednodušej i rovni
cemi 

14) e23xľ + el2xл =:(), 0, 

Dvojnásob tečná rovina dotýka j íc í se k v a r t i k y v bodech ÍF 2 0 a IV02 prochází 
vrcholem kužele Kx a je t e d y t ě m i t o t ř e m i body určena; její rovnice je 

(K>) x± -f ,r3 .= 0. 

Protože t a t o rovina podle 'předpokladu věty p ' o c h á z í př ímkou (14), musí být 

ío;t c l 2 . t j . 2 1 -••-- —• I. To z n a m e n á , že ( ivojpoměr (KJK.J\2KX) 1 

n kvart ika je t e d y h a r m o n i c k á . Tím je v ví a dokázána.. 
Osou O2. lze k(v kvar t ice vésti 4 dvo jnásob tečné roviny, k t e r é se jí dotýka j í 

ve dvojicích superoskulacnie.il bodů IV00. ÍV22; !V>fí, IF 0 2 ; IVu, ÍV3;>; H'S ], Wl:i. 
Je-li k v a r t i k a h a r m o n i c k á a jsou-li vrehly 02, 0i n a v z á j e m sdružené, jsou na
vzájem sdružené t a k é superoskulační body každé t é t o dvojice. Y kolineaci 
/>'(0.0) jsou body JF00, I ( 2 2 s a m o d r u ž n é , body IF 2 0, ÍF 0 2 se navzá jem vyměňuj í 
a zbývající 4 body tvoř í cyklus Wu H 3 1•- IF 3 3 --lV ia. To z n a m e n á , že dvě 
dvojnásob tečné roviny jsou s a m o d r u ž n é a zbývající dvě se navzájem vyměňuj í . 
( M t u d plyne vě ta : 

Yeííi N. Čtyři dvojnásob tečné roviny vedené, k harmonické kvartice spojnici dvou 
sdrri žen ých r řeholil jej i ho polárního čtyřstěnu froři- harmonickou čtveřici, a to tak. 
h dré roriny s dotykovffmi body ležícími r téže stene, jsou harmonicky sdružen?/ 
r zhlednu k< zbý-rojícím drhna rovinám, Jejich i dotykové body leží re sdružené 
sféne. 

Dokážeme také obrácenou větu : 

Yělii 9. J <s> i i že (trojnásob tečné roriny redené ke kvartice spojnicí dřou vrcholu 
froři r fiořadí určeném re réte $ harmonickou ctvhrici, je tato kvartika harmonická 
a i>říslus)ié dra (řeholy jsou sdružené. 

D ů k a z . Rovnice dvo jnásob tečných rovin vedených ke kvar t ice (I) o s o u o 2 , 
jsou 

(1(>) xr .!- x3 0, [/e^r, f |/c2l:r3 0. 

M; \' t r i o k a p i t o l o p í š e m e p r o s t r u č n o s t cn m í s t o c i — e.. 
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Jsou-li tyto roviny v určeném pořadí harmonicky sdruženy, platí vztah 

y ^ — j A : 2 3 . v?2i_+_v^__ = __l 

}fe2l ± ]/e23 ]/e21 - }/e23 

jehož úpravou dostaneme e23 ± e21 = 0. To znamená, že je (KjKgKgK,) = — 1 
a tím je věta dokázána. 

Vyšetříme nyní dvojice rovin, které kvartiku protínají v osmi superoskulač-
ních bodech ležících ve dvou stěnách polárního čtyřstěnu. Kromě těchto dvou 
stěn polárního čtyřstěnu existují čtyři takové dvojice a jejich osy leží po 
dvou ve zbývajících dvou stěnách polárního čtyřstěnu. Je-li kvartika harmo
nická a jsou-li dané dvě stěny polárního čtyřstěnu navzájem sdružené, splývají 
tyto osy s osami dvojic siiperoskulačních rovin ve sdružených superoskulačních 
bodech ležících ve zbývajících dvou stěnách polárního čtyřstěnu. Ukážeme 
že i tato vlastnost je pro harmonickou kvartiku charakteristická. 

Věta 10. Jestliže osy dvojic rovin položených popsaným způsobem superosku -
lačními body ležícími ve dvou stěnách polárního čtyřstěnu kvart iky splývají s osám i 
dvojic super os kula cních rovin v bodech ležících re zbývajících dvou stěnách tohotn 
čtyřstěnu, je tato kvartika harmonická. 

D ů k a z . Vhodným očíslováním vrcholů souřadnicového čtyřstěnu1 7 dosá
hneme toho, že dané superoskulační body Ježí v rovinách cox a coz. Osy dvojic 
rovin položených těmito body leží pak v rovinách o>2 a o 4 . Určíme rovnice 
těch dvou os, které leží v rovině co2. Jedna z nich je průsečnice rovin, které 
obsahují čtveřice [V10 — (V30--TV01— 1V03 a TV32— ÍV12— Wy3-~W2l a mají rovnice 

í'>23^i :í: \<Wz i" !'';i2-r3 = 0. 

Roviny druhé dvojice obsahují čtveřice ÍT10 - II 3 0 ir 2 3 1!.,̂  a li ~31 -•• íF 1 2— 
TV01—TV03 a jejich rovnice jsou 

|̂ 23*1 ±. 1̂ 13*2 - [/Va = °-

Zkoumané osy i ze tedy vyjádřit rovnicemi 

(17) j / ^ 3 ^ -j- ]!ei23cs =, o, x2= t). 

kdežto průsečnice superosku lačníeh rovin v bodech |V00, IV22 a IV>0. IV02 mají 
rovnice 

(18) e^ ± eux3 = 0. x2 ^ 0. 

Jestliže obě tyto dvojice přímek splývají; musí být splněn vztah e23 - e12 = 0 
z něhož vyplývá, že příslušná kvartika je harmonická. Táž podmínka platí 
i pro splynutí os ležících v rovině coA s průsečnicemi superoskulačníeh rovin 
v bodech IVn, W33 a TV31, IV13. Tím je věta dokázána. 

1 7 Za souřadnicový č tyřs těn volíme opět polární č ty ř s těn kvart iky. 
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Porovnáme-li rovnice (17) s prvními dvěme, rovnicemi (16), shledáme, že 
zkoumané osy leží i v těchto rovinách dvojnásob tečných jenom v případě 
kvartiky harmonické. 

Roviny obsahující superoskulační body ležící ve dvou stěnách polárního 
čtyřstěnu lze charakterisovat též jinak. Vyšetříme nejdříve rovinu, která ob
sahuje body W10, IV30, JV23, W21 ležící ve stěnách co1 a OJ3. Tato rovina prochází 
zřejmě bodem Ox. Protože součty argumentů dvojic bodů TV10, W23 a W30, W2X 

jsou 3O) -f- 3 c/ a OJ -f- OJ', jsou spojnice těchto bodů přímkami různých soustav 
Vossovy kvadriky Q charakterisované těmito hodnotami 1 8 a rovina, která tyto 
přímky obsahuje, je tečnou rovinou této kvadriky. Rozdělíme-li dané super
oskulační body na dvojice tak, že jednu dvojici tvoří body IV10, JV21, a druhou 
body 1V30, W23, dostaneme sčítáním jejich argumentů hodnoty 3<x> -f- OJ 
a (o -f- 3c/, jimiž je charakterisována Vossova kvadrika Q'. To znamená, že 
vyšetřovaná rovina je společná tečná rovina kvadrik Q, Q' vedená k nim 
bodem O,. Zbývající tři roviny obsahují čtverce 1V30—W10—Woz—W01, W32 — 
— W12— IVoi - 1V03 a W12— W32— W21— W23 odpovídají první rovině v jednotli
vých kladných involucích. Protože v těchto involucích jsou všechny kvadriky 
obsahující kvartiku samodružné, jsou tyto roviny zbývající tři společné tečné 
roviny kvadrik Q, Q' vedené bodem O4. 

Je-li (/liKgKg/Q) — — 1, jsou kvadriky Q, Q' hlavními kvadrikami harmo
nické kvartiky,1 9 takže poslední charakteristickou vlastnost této kvartiky lze 
vyslovit též takto: 

Věta 11. společné tečné roviny hlavních kvadrik harmonické kvartiky vedené 
k nim daným vrcholem jejiho polárního čtyřstěnu patři do svazků rovin určených 
dvojicemi superoskulačnich rovin ve sdružených superoskulačnich bodech ležících 
ve stěně protilehlé k danému vrcholu. 

Přistoupíme nyní ke studiu skupin bodů osmitečných, přičemž se omezíme 
na 16 bodů, které tvoří jednu ze skupin invariantních vůči grupě čr 3 2 . 2 0 Při 
vhodné volbě souřadnicového systému jsou to v našem označení body Wmn, 
jejichž oba indexy jsou liché. 

Čtveřice osmitečných bodů 

(1») Vu - Vn - F 7 7 - F 1 7 , F 5 5 - F 3 5 - F 3 3 - F 5 3 ) 

r w ^ F 3 1 - V„ - V„, F 1 5 - F 7 5 - F 7 3 - F 1 3 

leží ve čtyřech rovinách procházejících bodem O4. Protože tyto roviny tvoří 
v každé ze tří kladných involucí dva involutorní páry, jsou jejich průsečnice 

18 Viz [4], str. 74. 
19 Charakterisujeme-li totiž tyto kvadriky uvedeným způsobem, zjistíme snadno, že 

jsou ve všech harmonických kolineacích druhého druhu samodružné. 
a o Viz [2], str. 14. 
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obsaženy ve stěnách polárního čtyřstěnu kvartiky. Totéž platí o rovinách 
položených čtveřicemi osmitečných bodů 

(-'O) vn - vM - r „ - r M ) v,, - vn -- v33 - v17, Vn- - vм - ! • ' - _ -- vю, VrA -- vn - г33 

F51 -- vn - v* -- vlя, vu -- vn -- v^ 

r - Є21J = o 

ғ - Є 2 l ) -• 0 

ғ - Є 2 l ) '--- 0 

r - ^ ) = 0 

Rozdělíme všechny tyto roviny na dvojice tak, aby osy těchto dvojic ležely 
v rovině co2; jejich rovnice mají (pro libovolnou kvartiku) tvar 

(21) xx(]/r + e23 — ]/r — e23) ± a;2(l — i) ]/e31 — x3 (]/r + e21 

(22) ^ ( ] / r + ^ 2 3 - | / r " e23) + .r2(l - i) ]/^~ + x, (]jr + e21 

(23) xx(]/r + e23 + ]/<r — e23) + x2(\. — i) ]/e31 — x9 (]/r + e21 

(24) x^r + e^ + ]jr -~Q + x2(l - i) ]/e^+ xz (]/r + e21 

kde jsme pro přehlednost položili ],e23e21 -= r. 
Čtyři přímky vyjádřené dvojicemi rovnic (21) — (24) nemusí být všechny 

navzájem různé; vyšetříme všechny případy, které zde mohou nastat. 
Především snadno usoudíme, že přímky (21) a (23) jsou vždy navzájem 

různé, neboť to jsou osy dvou dvojic rovin obsahujících tytéž osmitečné body. 
avšak v jiném seskupení. Totéž platí o přímkách (22) a (24). Také přímky (21) 
a (22) jsou vždy navzájem různé, neboť jsou harmonicky sdruženy vzhledem 
k osám o1 4, o3 4, s nimiž nesplývají. Totéž platí o přímkách (23) a (24). 

Zbývají tedy dvojice přímek (21) a (24) nebo (22) a (23): podmínka totož
nosti je pro obě tyto dvojice vyjádřena touž rovnicí 

(]!r + e23 - ]jr- e23)(];f +"e 2 1 + ]'r - e21) + 

+ ()/r"+e~ + ]/r - e23)(]V T ^ - ]/r -'~ě~) -= 0 
neboli 

(25) [V + e23 ]/r + e21 — \r — e23 ]/r ~ e21 = 0; 

odtud po snadné úpravě dostaneme e21 + e23 = 0. To znamená, že zkoumané 
přímky mohou splývat jen u kvartiky harmonické. 

V případě harmonické kvartiky tvoří první dvě čtveřice (10) ;i druhé dvě (20) 
cykly v kolineaci /3(0,0), zbývající čtyři čtveřice cykly v kolineaoi /?(2,2), 
takže roviny jimi položené skutečně po čtyřech procházejí touž přímkou ležící 
v rovině w2. 

Podobně jako roviny, které obsahují superoskuiační body, jsou také roviny 
obsahující čtveřice (19) a (20) společné tečné roviny vždy dvou Yossových 
kvadrik, vedené k nim vrcholem polárního čtyřstěnu. O tom se opět přesvěd
číme sčítáním argumentů příslušných bodů. Roviny položené čtveřicemi (19) 
se dotýkají kvadrik E a 8 charakterisovaných hodnotami o> (nebo 3 o) a 0/ 
(nebo 3o>'), roviny položené čtveřicemi (20) se dotýkají kvadrik R' a 8'. 
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Vyšetřujme ještě společné tečné roviny vedené bodem O4 ke dvojicím B, S\ 
a Jí\ SY. Jsou to roviny, které obsahují čtveřice 

Vn - v3, - v„ - F 5 7 , r55 - F 7 , - F 3 3 - J V , 

r „ - F 7 1 F 3 7 - v17, vu - r 8 5 - F 7 3 - F 5 3 , 

l'n - I V - ř'V - F 1 3 , F 5 5 - F 3 1 - F 3 3 - V„, 
I'r,i - r 3 8 - IV - F 5 3 . F 1 5 - F 7 1 - F 7 3 - F 1 7 . 

.Jejich rovnice (seřazené opět do dvojic) jsou: 

(-'«) •«•,(]• r f fa, - Vr - ca) ± .r2(i + i) JV, - ;r3(]/r + e21 4- }/r - e21) =- o, 

(27) . r , ( lV+ effl - ]/r"— e23) + a 2(l + 0 V% + ^(V^ T í i + V»" — «*.) " °. 

(lis) .i^QV + e23 + |lr — e23) =F x2(l + i) ]/e31 — x3)]/r + e21 — |/V — c21) 0. 

(2U) ^(]/V + e23 + yr - e23) ± x2(l + i) ]/e21 + s ^ r + e21 — ]/r — e21) = 0. 

Osy těchto dvojic rovin leží v rovině co<> a jsou navzájem různé. Kdyby totiž 
splynuly přímky (26) a (29) nebo (27) a (28), bylo by 

(W + ^23 - V r " ^ ě 2 3 ^ ( F + ~ c a i - ]jr~~ e21) + 

+ ( f ^ *23 - í ^ ^3) (l> + en + ]/r -- e70 - 0 
č i l i 

(30) ]/r"+ e23 y r + e21 + ]/ř"-' e23 1/ř"^^ - 0, 

odkud úpravou dostaneme e21 + e23 = 0. To znamená, že by tato kvartika 
byla harmonická. Avšak pro harmonickou kvartiku, u níž splývají osy dvojic 
rovin položených čtveřicemi (19) a (20), platí rovnice (25), která — jak se snadno 
přesvědčíme —- je s rovnicí (30) ve sporu. Jiné dvě přímky rovněž nesplývají 
neboť příslušné dvojice rovin, jichž osami tyto přímky jsou, mají buď některé 
z osmitccných bodů společné anebo se dotýkají týchž dvou kvadrik. Podobně 
lze ukázat, že jsou různé i průsečnice zkoumaných rovin, obsažené v rovinách 
o>, a o>3. Tyto výsledky shrneme ve věje: 

Vela 12. Čtyři společné tečné roviny vedené vrcholem polárního čtyřstěnu ke 
dvěma Vossovým kvadrikám, které patři do různých dvojic,21 protínají kvartiku 
re skupině 16 osmitccných hodů. Průsečnice těchto rovin leží po dvou ve stěnách 
polárního čtyřstěnu a jsou navzájem různé: splynou-li tyto průsečnice v některé 
stěně s prusecnicemi společných tečných rovin zbývajících dvou Vossových kvadrik, 
které s uvedenými dvěma patří do týchž dvou dvojic, je kvartika harmonická a pří
slušný vrchol polárního čtyřstěnu je sdružen s vrcholeni protilehlým ke stěně, 
v ní z tyto průsečnice splývají. 

21 Jde o dvojice uvedené v poznámce \ 
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О ГРУППЕ АВТОМОРФНЫХ КОЛД ПНЕ АЦП II 
ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ГАРМОНИЧЕСКОЙ КВАРТИКИ 

Владимир Брутханс 

Вы воды 

Под гармонической квартикой мы понимаем в этой работе пространственную квар 
тику первого рода без особой точки, являющуюся базисом основой связки квадрик, 
четыре конуса которой гармонически базой сопряжены друг с другом. 

Гармоническая квартика воспроизводится —- как и всякая пространственна}! квар
тика первого рода без особой точки — 32 т. паз. основными коллинеациими и, кроме 
того, еще 32 коллинеациями, которые мы называем гармоническими. Все гармонические 
коллииеации являются циклическими четвертой степени; различаем два рода. В гармо
нических коллинеациях первого рода циклы образуются четырьмя точками, лежащими 
в плоскости, а эти плоскости входят в одну и ту же связку. В коллинеациях второго 
рода циклы образуются четырьмя точками, лежащими на двух скрещивающихся 
прямых. 

В связке квадрик, основой которой является гармоническая квартика, содержатся 
две квадрики, которые в гармонических коллинеациях первого рода переходят одна 
в другую, а в гармонических коллинеациях второго рода — неподвижны; мы их назы
ваем главными квадриками. Так же как и главные квадрики ведут себя при гармони
ческих коллинеациях еще две квадрики, пересекающиеся в квартике, которая кова-
риантна данной квартике (т. е. воспроизводится всеми 64 коллинеациями, которыми 
воспроизводится данная квартика). Другой квартики, ковариантной данной гармони 
ческой квартике, не существует. 

Из свойств гармонических коллинеаций первого рода следует, что у гармонической 
квартики две сверхсоприкасающиеся плоскости в двух т. наз. сопряженных точках 
сверхсоприкосновения, равно как и дважды касательная плоскость, касающаяся 
квартики в остальных двух точках сверхсоприкосновения, лежащих в одной и той же 
грани полярного четырехгранника с двумя указанными выше точками, входят в одну 
и ту же связку. В этой связке содержатся также две плоскости, пересекающие квартику 
в восьми точках сверхсоирикосновеыия, лежащих в двух сопряженных гранях ее 
полярного четырехгранника, и являющиеся общими касательными плоскостями глав
ных квадрик, и далее 12 плоскостей, пересекающих квартику в 48 точках касания 
восьмого порядка. Для гармонической квартики эти свойства характерны. 

Дальнейшим характерным свойством гармонической квартики является то, что 
дважды касательные плоскости, проведенные к ней через прямую, соединяющую две 
сопряженные вершины ее полярного четырехгранника, образуют в определенном 
порядке гармоническую четверку. 
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ÜBER EINE GRUPPE AUTOMORPHER 
KOLLINEATIONEN DER HARMONISCHEN 

RAUMKURVE VIERTER ORDNUNG 

V L A D I M I R B R U T H A N S 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

Als harmonische Raumkiirve vierter Ordnung betrachten wir in dieser Arbeit eine 
Raumkurve vierter Ordnung erster Species ohne Doppelpunkt, welche eine Basiskurve 
eines Quadrikeiibüschels darstellt, dessen vier Kegel om harmonisches Quadrupel bilden. 

Eine harmonische Raumkurve vierter Ordnung reproduziert sich — wie jede Raum
kiirve vierter Ordnung erster Species ohne Doppelpuikt — durch 32 sog. Grundkollinea-
tionen, außerdem aber auch durch andere 32 Kollineationen, die man harmonische Kolli-
neationen nennt. Alle^diese harmonischen Kollineationen sind zyklisch 4. Ordnung; wir 
unterscheiden zwei Arten. Bei den einen werden die Zyklen durch vier Punkte, die in 
einer Ebene liegen, gebildet, wobei diese Ebenen zu einem Büschel gehören, bei den ande 
ren werden die Zyklen vier Punkte, die auf zwei sieh kreuzenden Geraden liegen, gebildet. 

Im Quadrikenbüschel, dessen Basis die harmonische Raumkiirve vierter Ordnung 
bildet, gibt es zwei Quadriken, welche in den harmonischen Kollineationen. erster Art 
einander zugeordnet sind, hingegen, in den harmonischen Kollineationen zweiter Art 
invariant bleiben; man nennt sie (irimdquadriken. In demselben Verhältnis zu den harmo
nischen Kollineationen stehen auch zwei andere Qua triken. die sich in einer Raumkurve 
vierter Ordnung schneiden, welche mit der gegebenen, kovariant. (dh. durch dieselben 
H4 Kollineationen reproduzierbar) ist. Es gibt «eine t-.ndere Raumkurve vierter Ordnung, 
die mit der gegebenen kovariant wäre. 

Aus den Eigenschaften der harmonischen Kollineationen geht hervor, daß bei einer 
harmonischen. Raumkiirve vierter Ordnung zwei Wendeberührungsebeiien in zwei sog. 
konjugierten Wendeberühruirgspunkten und die Doppeltangentialebeiie, welche die 
Kurve in den übrigen zwei — mit den bereits angeführten in derselben Ebene des Polar
tetraeders liegenden — Wendeberührungspunkton berührt, zu demselben Büschel ge
hören. In diesem Büschel gibt es noch zwei Ebenen, welche die harmonische Raumkurve 
vierter Ordnung in acht- in zwei konjugierten. Ebenen des Polartetraeders liegenden — 
Wendeberührungspunkten scheiden und welche gemeinsame Tangentialebenen der beiden 
Haupt quadriken sind. Zwölf aridere Ebenen dieses Büschels schneiden die harmonische 
Kaumkurve/ vierter Ordnung in 48 Punkten, deren besondere Eigenschaft es ist, daß in 
jedem eine reguläre Quadrik acht zusammengefallene Schnittpunkte mit der betrachteten 
Kurve haben kann. Alle diese Eigenschaften der harmonischen Raumkurve vierter 
Ordnung haben sich als charakteristisch erwiesen. 

Eine andere charakteristische Eigenschaft der harmonischen Raumkurve vierter 
Ordnung besteht darin, daß vier Doppeltaiigentialebenen, die man zu ihr durch die 
Verbindungslinie von zwei konjugierten IrYVlar etraec erecken führen kann, in bestimmter 
Reihenfolge ein harmonisches Quadrupel bilden. 
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