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M A T K M A T U . M . - H Y Z I K A l NY C . W H ' I S - A \ . XIV. I-19P4 

ИЗ КОМБИНАТОРИКИ К О Н Е Ч Н Ы Х 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

А Н Т О Н К О Ц И Г ( Л п Ю п Кот/щ). Братислава 

1. 

Пус1ь ///. // — данные натуральные числа. Положим N={1,2, п\ и систе

му всех ///-членных последовательностей, в которых всякий член принадлежи! 

к N. обозначим через ч1.\". Если А = (ах , а2, — ат) — произвольная последова

тельное п> из ч 1 \ \ то последовательность А' = ( я г + 1 , аг+2 Й Г 4 А ) . ГЖ* 

О ^ /• < г + л- <] ///, мы назовем сегментом последовательности А. Через 

(/)Х(А) (иди же через (рх(А')) обозначим число, которое показывает, сколько раз 

вые 1 упасI число V в последовательности А (или же в ее сегменте А'). Пусть 

^ - некоторое нагуральное число. Мы будем говорить, что последователь

ность А уравновешена по модулю <у, если для всяких двух чисел N. г из N имее! 

м е с т : 

(рх(А) = (ру(А) (тос! ^). 

О последовательное!и А из ч4д?" мы будем говорить, ч т она пестрая по модулю 

^. если ни один ее сегмент не уравновешен по модулю ц. 

Теорема 1. В У" существует последовательность пестрая по модулю ^ тогда 

и только тогда, когда т < цп ~ \ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Пусть А = (ах, а2 ат) — произвольная последо

вательное! ь из ч4д," и пусть /' — произвольное число из {1.2 ///). Обозначим 

через А' следующий сегмент последовательности А : А' = (ах , а2 а{). Для 

всех V = 1.2 //: / = 1,2 т мы определяем числа со1

х гак: (о'х = (рх(А1) 

(той1 (/): (о'хе (0, 1 ^ — 1] и кроме того положим а^х = 0 для всех N6 N. 

Для каждого /' из {1,2 ///] мы получаем такую же самую //-тку чисел. 

И' = [(о\, о>'2, . . . , с^'.]. Пусть /' < / — произвольные два числа из {0, 1, т\. 

Очевидно, имеет место: сегмент А* = (с/| + 1 , < 7 / + 2 я ; ) уравновешен по мо

дулю с/ тогда и только тогда, когда для всех N. г из N справедливо: 

(о'х — (о'х = о)\. — (о'у (тос! ^). 

Число различных упорядоченных //-ток чисел О = [ш. , <х>2, . . . , ши], где 

.ох е {(). 1 <у — 1} для всех N 6 N. есть ап. Множество всех этих /?-ток можно 
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разбить на ^" классов по ^ я-тках так: п-тки ^ = [о/, , а ъ , со'п], ^ = 

-= [ш\, Ш2, . . . , оэ,',] принадлежат к одному и тому же классу разбиения только 

тогда, когда для всяких двух чисел х, V е N справедливо: 

о)х — оУх = о)г — Шу ( т о с ! ^). 

В силу предыдущего имеет место: Л является пестрой последовательное! ью 

по модулю ^ тогда и только тогда, когда между //-тками ^\ ^2. . . . , . 0 " ' и, 

каждого класса упомянутого разбиения встречается не более одной //-тки 

причем каждая из них встречается не чаще чем один раз. Кроме того, из класса 

разбиения, содержащего /7-тку О0 -— [0, 0 0] в последовательности О 1 , О 2 . . . : 

. . . ,(2 ' г ' не может выступать никакая /7-тка. Из этого сразу же следуе!, ч ю 

0 числе членов последовательности пестрой по модулю с/должно иметь место: 

1 ^ ^~х — 1 и, значит, ни одна из последовательностей из ч }\. где /// = </"' ! 

не является пестрой по модулю ^. 

2. Пусть В = (/?,, Ь2, . . .) — бесконечная последовательность, определенная 

следующим образом: Ьх = а тогда и только тогда, когда N делится на число 

^"~x и не делится на число ^ы (значит, если N не делится на число ^% го Ьх= 1). 

Обозначим через В1 сегмент последовательноегт> /?, который начинается первым 

и кончается /-тым членом из В. Очевидно, имеет место: если /// — ^~]. ю В'п 

принадлежш к "Ц™; для всех / < ^г~х справедливо, в частности, 0 < /?,<//. 

Мы докажем, что справедливо и следующее: если: /// = ^]~] -- 1, то В'" являек:я 

пестрой последовательностью по модулю ^. 

Построим прямоугольную матрицу С = || сг ч '! со ^х~х строками и // столб-

цами так: 

(О ('1л = О Д-Г , я в с е х ^ = 1-2 п. 

(2) сг , = (ря(Вг~ ] ) ( т о с ! ^ ) : *г л 1 [0,1 -7 - 1! для всех 

г = 2, 3 / _ , : 5 = К 2 //. 

Пусть к — целое неотрицательное число <п и. пусть / е [1,2, ^ п ~ к " ^ ) . И\ 

строк матрицы образуем ^п~к~^ групп к-тото порядка таким образом: /-тую 

группу к-тото порядка образуют строки начиная [(у — \) ^к + 1]-той и кончая 

У^-той. Следовательно, существует только одна группа {п — 1)-того порядка 

а всякая „группа" нулевого порядка содержит одну и только одну строку. 

Непосредственно из определения последовательности В ясно, что имеет 

место: 

(а) члены я-того столбца матрицы С сплошь нулевые: 

(Р) в произвольной группе к-тото порядка все строки в столбцах с (А: -ь 1)-то! о 

и кончая А1-тым имеют одинаковые числа, а две строки, принадлежащие к раз

ным группам к-тото порядка и к той же самой группе (к + 1)-того порядка 

имеют в (к + 1)-том столбце различные числа. 
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Из приведенного следует, что всякая строка матрицы представляет собой 

иной элемент декартового произведения: 

NxNx . . .х/Ух 'О!. 

, т - 1 рп:. 

Значт, если / < / — произвольные натуральные числа и / < цп~х, то имеет 

м е с т : <рп(В') ~ <рп(В') ~ 0 (тос! <у) и существует х е N такое, что <рх(В') ф 

ф (/> (В!) (юо! с/). Другими словами сказано: сегмент последовательности В'" 

который начинается элементом />,-+, и кончается элементом />,,не уравновешен. 

Поэюму В'" является последовательностью пестрой по модулю ^. Этим до

казательство теоремы проведено. 

П р и м е ч а н и е 1. Частным случаем последовательностей уравновешенных 

по модулю ^ являются последовательности, в которых некоторый сегмеш 

повюряегся непосредственно <у-раз один за другим. Последовательности, не 

содержащие никакого уравновешенного сегмента, могут быть, если равновесие 

определить 1аким образом, также бесконечны (т ='Х>), как показывает пример 

последовательности рассмагриванной в [1,2,3,4,6] (в этом случае ^ = 3: п = 2). 

или пример последовательности построенной в [5,6], где ^ = 2, п = 3. 

П р и м е ч а н и е 2. Для изучения сечений в регулярных графах /?-той степени, 

которых можно разбить на п линейных факторов, имеют важное значение урав

новешенные последовательности по модулю 2, которые обладают следующим 

свойством: всякий собственный сегмент является пестрым по модулю 2. 

Нефудно убедиться, что, напр. при п = 3 существует только три типа сле

дующих уравновешенных последовательностей^1) аа; аЬс; аЬаЬ; где {а, /?, с} = 

= [ 1, 2, 3} а в случае /7 = 4 существует уже пятнадцать этих типов: аа; аЬаЬ; 

аЬсЬ; аЬасаЬ; аЬасЬс;аЬсаЬс; аЬсасЬ;аЬсЬас; аЬсЬйЬ; аЬасаЬас;аЬасЬаЬс!; аЬсЬаЬсЬ; 

аЬсЬскЬе; аЬсаЬас!Ь; аЬсасйас причем |с/, Ь. г, с!} = (1, 2, 3, 4}. 

Пусчь А = (а^а2 ап) (п > 1) — произвольная //-членная возрастающая 
последовательность целых чисел. К последовательности А образуем мно
жество Р(А) так: число г принадлежит к Р(А) тогда и только тогда, когда 
существуют два числа / > / в N = (1,2 я}, таких, что имеет место а{ — а; = 
= /*. Последовательность А мы назовем совершенной, если Р(А) содержит 

I 1 элементов и если эти элементы можно расположить в арифметическую 

(М Члены последовательности запятыми не отделяем. 
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(.)} -

A гдe m = ( " последовательность я, , а 2 а„( ( где т = ( ^ ) ) так. что для всех А из <( 1.2. 

фаведливо 

ук = V + (А- - 1) А. 

причем V — число целое, Л — число натуральное. 

Напр. четырехчленная последовательность г/, = 1,о2 = 3. аъ = 6. <74 = 7 со

вершенна. Дело в том, что 1 = а4 — г/3: 2 = а2 — ах : 3 = г/3 — « 2 ; 4 = <73 — а2 : 

5 = а^ — ах : 6 = а4 — ах и. следовательно, множество Р(А) можно располо-

/ 4 \ 
жиг ь в 6 = I 1-членную арифметическую последова 1ельнос1 ь натуральных 

чисел 1 , 2 , 3 , 4 . 5 , 6 . Значит, в только что приведенном случае V = Л = 1. 

В дальнейшем мы ответим на вопрос существует ли для данного п «-членная 

совершенная последовательность, и если да, го сколько различных типов 

упомянутых последовательностей существует. 

Случай, когда /7 = 2 неинтересен: дело в том., что если ах — а2 — два произ

вольных целых числа, то последовательность А = (ах.а2) совершенна. Пе

рейдем к случаю, когда п = 3. Справедливость равенства V. = Л для всех трех

членных совершенных последовательностей легко обнаруживается следующим 

соображением: Пусть А = (ах.а2,аъ) - совершенная последовательное 1ь. 

Наибольшим числом множества разностей Р(А) является разность <73 — ах . 

Поэтому должно быть с73 — ах = V. + 2Л. Но, тогда имеет место или а2 — ах = 

= /;; аъ — а2 = V + А или а2 — ах = е + А: с/3 — а2 = е и. следовательно . 

всегда справедливо (а2 — ах) + (а3 — а2) = а3 — ах = 2и + Л. В силу преды

дущего также <73 — ах = к + 2Л. Из этого следует, е = А. Поэтому существует 

только два типа трехчленных совершенных последовательностей: 

первый тип: ах = с: а2 = с + А: <73 = с + ЪЛ: 

второй тип: ах = с: а2 = с + 2Л\ аъ = с + ЪА: 

тле, в обоих случаях, с — произвольное целое число. Л — произвольное нату

ральное число. 

Случай /? = 4: Пусть А = (ах, а2. г/3, аА) — произвольная четырехчленная 

совершенная последовательность. На1 большим числом множества К(А). со

держащего 6 элементов, является разность д 4 — ах. значш, имеет место: 
а± — а\ = *' + 5^- Очевидно, множество М = {а2 - ах : аъ — а2: а4 - а}\ со

держит число V а также число V + А. Дело в том. что сумма (<73 — <72) + 

+ (а2 — ах) = <73 — <:/, и также само с\мма (ах — а}) + (а* — <72) = а4 — </: 

принадлежит к Я(А) и ни к, ни V + А не мотут быть суммой двух чисел из Я(Л). 

Третьим числом множества М не може! быть число /: + 4А. Это следует из 

того, что сумма чисел множества М равна числу а4 — ах = к + 5А.а если бы 

число V + 4А принадлежало к М. то имело бы место V + 5А = а4 — ах = 

= V. + (V + А) + (V + 4А) = 3*: + 5А, Итак. *: = 0. что невозможно, поскольку 
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последовательность А. в силу предположения, в о з р о с - а я ю щ а я . Предположим, 

что третьим числом множества М является число /: + ЗА. Значит, справедливо: 

:: + 5А = а4 — ах = & + " + Л + г. + 34 = Зе + 44. Из этого следует, ч ю 

А = 2я и, значит, имеет место Я(А) = {*:, 3", 5~, 7", 9", 1 1е}. Итак. /?(/!) содержи 1 

юлысо нечем ные кратные натурального числа V. Однако а? — ах = (а2 — ах) -т 

+ («з — а2). причем как число а2 — ах гак и. число а$ — а2 принадлежит к Я(Л). 

Но, "югда ау — а1 (также принадлежащее к К(А)) является четным кратным 

числа V. Таким образом мы пришли к противоречию. Предположение: V + 3/1 

принадлежит к М приводит к противоречию. Остается уже только следующая 

возможность: [", V + Л. V + 24] == М. Значит имеет место: г. + 54 = а4 ~ ах = 

= 3*: + 34; итак: к = Л: М = {4, 24, ЗА): Р(А) = [4, 24, 6 4 ] . Имеем место 

1акже: а4 — ах = 6 4 ; [аъ — ах.а4 — а2) = [44, 5 4 ] . Надо различать сле

дующих два возможных случая: 

первый случай: # 3 — ах = АЛ: а4 — а2 = 54 

в юрой случай: //3 — ах = 5 4 ; а4 — а2 = 4Л 

В первом случае из а4 — ах = 6А;а 3 — ах = 4А:а4 - а2 = 54 следует а2 - ах = 

= Л: а4 — а3 = 24 и, значит аъ — а2 = ЗА. Во втором случае из приведенных 

уравнений следует а2 — ах = 24; аъ — а2 = ЗА: а4 - а3 = 4. 

Значит, если мы возьмем ах = с: а2 = с + А: <г/3 = с + 4 4 ; а4 = с + 64 

(первый случай), или возьмем ах = с: а2 = с + 24; а$ = с + 54; а4 = с + 64 

(вюрой случай), где с — целое число, 4 — натуральное число, мы обяза1елыю 

получим че т р е х ч л е н н у ю совершенную последовательность и каждая из 

чс| ырехчленных совершенных последовательностей должна принадлежать 

к одному из двух приведенных типов. 

О|ве1 на вопрос, существуют ли совершенные последовательности при// > 4. 

дае1 следующая теорема: 

Теорема 2. Не существует более чем четырехчленная совершенная пос.1е<)о-

ватс./ыюсть. 

Д о к а з а т е л ь с т в о 1. Сначала докажем, что при п > 4 не существус! пткая 

совершенная последовательность, для которой имело бы место ;; = Л. Пусть 

ц — произвольное натуральное число > 2, и пусть А = (ах,а2 ач) — про

извольная совершенная последовательность, для которой имеет место V = Л. 

Множеспю Я(А) содержит, очевидно, все такие и только такие элементы: 

*:, 2и. Зи ( ) /:. Очевидно, наибольшим числом из /?(А) является разность 

ац — ах и поэтому имеет место ач — ах = \ ^(^ — 1) V. Однако, справедливо 

ач — ах = (а2 — ах) + (# 3 — а2) + . . . + (ач — <*ц-\). Правая часть этого урав

нения является суммой ^ — 1 различных чисел множества К(А). 

Из уравнения 

«~1 1 

1 - 1 -
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следует, что для этой суммы О имеет место: 

Q„4'l<(/-,),:-

Однако, знак > мы не берем во внимание, поскольку а — ах = 2 ./(./ — !) = О. 
Из этого тотчас же следует, что последовательность А' = (а2 — а} , _73 — а2  

а({ — а1Г.х) является некоторой перестановкой последовательности к. 2г. 
(с/ — 1) с. Очевидно, что сумма лвух произвольных соседних членов последо
вательности./. ' является числом, которое принадлежит к Я(А) и не принадлежи, 
к А'. Из этого следует, что член 8 из А' является пли. первым пли последним 
членом последовательности А' и что его соседним членом в э ю й иосдедова.едь-
ности есть член (с/ — 1) с (во всех других случаях сумма члена с с соседним 
членом представляла бы собой опять член пз А\ чго, очевидно, в совершенной 
последовательности невозможно). Значит, или (первый случай): а2 — ах = л: 
<73 — <72 = (с/ — 1) г., или (второй случай): ./<._, — _/1У_2 = (<у - 1) .;; ач — а1Г.х = 
= .-, так что в первом случае — # 3 — ах = с/с и во втором случае — ац — а(!. 2 = 
= <уя. Мы утверждаем: в первом случае имеет место ач — #,._ , = 2_: а во в юром 
случае а2 — а{ = 2с. Докажем справедливость нашего утверждения: член 2с. 
из последовательное! и А' не может соседствовать с двумя членами (дело в .ом, 
что в противном случае сумма члена 2с с одним из его соседних членов должна 
была бы принадлежать к А') — а соседствует, очевидно, с членом (с/ — 1) с 
(с членом (<7 — 2) с не может соседствовать, так как сумму ^с дает уже член с со 
своим соседним членом). Однако, это значит, что 2с является в первом случае 
последним членом а во втором случае первым членом последовательности А'. 
Член (с/ — 1) г в обоих случаях одновременно является и вторым и предпослед
ним членом последовательности А'. Следовательно, последовательность А' 
имеет точно три члена и не может быть с/ > 4. Это доказывает, что для 
п > 4 не существует совершенной последовательности, для которой имело бы 
место с = А. 

2. Докажем, что для п > 2 не существует совершенной последовательности, 
для которой е = тА, где т — натуральное число > 1. Наоборот, предположим. 
что В = (_>. , _>2, . . ., Ьп) (п > 2) является некоторой совершенной последователь
ностью, для которой справедливо в = тА, где т — натуральное число > 1. 

/т\ 
Наибольшим числом из К(В) есть число Ьп — Ь{ = 

2 , - l + m А, которое 

одновременно является суммой всех чисел последовательности В' = (Ь2 — Ьх, 
/?3 — Ь2, ..., Ьп — Ьп^х). Однако, эта сумма не может быть меньше чем сумма 
первых п — 1 членов последовательности тА, (т + 1) __, (т + 2) /1, ..., значит, 
имеет место: 

[_(_) ~'+ т \А - [/"(" ~1} + -у-А-
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Откуда следует: 

2(/w \)A = n(m - \)A. 

Мы пришли к потиворечению, гак как в силу предположения п > 2; т > 1; 
А > 0. Предположение существования такой совершенной последовательности, 
которая имеет больше чем два члена и для которой справедливо е = тА: 
т > 1 приводит к прогивореченкю. 

3. В силу уже сказанного, для совершенной последовательности п > 4 
остается лишь одна возможность: е. не является кратным числа А. Но, тогда 
А > 1. Пусть со есть остаток числа <<: при делении на число А, то есть пусть 
V. = (о (тос. А); о) е { V 2, ..., А — 1 ]; предположим, что С = (с^ , с2, ..., <:'„); 
/2 > 4, ее! ь некоторая совершенная последовательность. Согласно предыдущему 
о произвольном числе N6 /?(С) обязательно справедливо: х = ш (тос! Л). Сле
довательно, имеет место напр.: 

c2 — c{ = Oj ( m o d A)5 

c3 — r 2 == (D (mod A) 

и, значит, также: 
- ,-, = ?. (o (mod A). 

Однако, имеет место — как уже было упомянуто — г3 - с, е /?(С) а, значит 
с3 — 1̂ = о; (той А), что при со ф 0 крэт иворечиг раньше нами выведенному. 
Предположение существования совершенной последовательности при п > 4 
ведет всегда к противоречию. Это доказывает георему. 

Результаты исследования в табл. 1. 

Т а б л и ц а 1 

все типы //-членных совершенных 

последовательностей 
предположения 

c, c '- i , c 

c, v \ 2 1 , < 

3 1 
; з i 

c, c -',- l ,c i 4 A , c ! 6.1 
c, c \ - 2A, c -ř- 5A, c f 6A 

с — целое число 

. 1 — натуральное 

число 
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O N S O M E C O M B I N A T O R I A L P R O P E R T I E S O F T H E F I N I T E S E Q U E N C E S 

Anton K o t / i g 

S u m m a r y 

Let ///, //, q be natural numbers. Let N [1.2 n\ and let sj>'" be the system, oi" all (finite) 
sequences A (ai-az a

m) where cj{e N (/' 1.2 ///). The symbol v v(A'), where A is 
the segment of A and .v E tV, will denote the number of members oi' the sequence A' which are 
equal to .v. By the equilibrium sequence modulo q we mean a sequence A in which </ X(A) 7 y{A) 
(mod q) for all x, y e N. By the varied sequence we mean such in which no its segment is an equilibrium 
sequence. In the paper it is proved that in s|>"' there exists a varied sequence modulo q iff /// q" ] 

The varied sequence of maximal length is constructed for any //, q. 
By the perfect sequence we mean an increasing (finite) sequence B (hl,h-) b;j) ot 

integers if all differences b- b- (where i > j ) are mutually different and if they can be arranged 
so that they would form an (finite) arithmetical progression. It is proved that there exists no perfect 
sequence with more than 4 members. All the types of the perfect sequences are constructed. 
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