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MATEMATICKO-FYZIKALNY ČASOPIS SAV, XIV, 1-1964 

UNE NOUVELLE DÉMONSTRATION ÉLÉMENTAIRE 
DE LA F O R M U L E COMBINATOIRE DE LI JEN-SHU 

JOSEF KAUCKY, Bratislava 

11 s'agit de l'identité combinatoire 

* (k\2 (n + 2k - A (n + k\2 

qui se trouve sans démostration dans le livre du mathématicien chinois du dernier 
siècle Li Jen-shu, publié en 1867 à Manking sous le titre ,,Tso-ku-hsi-chai hsiian-
hsiieh". 

En ce qui concerne l'histoire de cette formule remarquable, je renvois le lecteur 
à mon article récent [1] où Ton trouve aussi les références littéraires plus détaillées. 

Dans ce qui suit, je veux montrer comment on peut démontrer l'égalité (1) par 
une voie élémentaire nouvelle. 

2. 

Nous sortons de la relation (k ^ /) 

ÀC)G0'-,'-J;CX,J>-'™ 
dont la démonstration se trouve dans le travail de W. Ljunggren [2]. 

En écrivant l'identité évidente 

(ax + lif (1 + xf = [x(a - p) + j8(i + x)]k (1 + .v)1 (3) 

et en identifiant les coefficients de xk dans les développements des deux membres, 
on obtient la formule (2). 

Si nous posons dans la relation (2) 

/ = k, a = x, 0 = 1 , 

nous obtenons l'équation plus simple 
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Cette relation a été démontrée à l'aide de quelques propriétés des polynômes 
de Legendre par P. Turân dans son article [3] et d'une manière élémentaire par 
moi-même dans la note [4]. 

3. 

Posons maintenant dans la dernière équation 

x = E, 

où E désigne l'opérateur défini par l'équation 

E/(n) = / ( / ! + 1). (5) 

Ensuite nous avons la relation 

A =• E - 1, 

A signifiant l'opérateur de la différence qui jouit de la propriété 

Afin) =f(n + 1) -j\n) = (E - \)f(n). (6) 

Nous avons ainsi l'égalité suivante 

iC)v"'/")-i.C)C*>'"'w 

4. 

Pour obtenir la formule demandée (1), nous devons choisir convenablement la 
fonction / . 

Soit 

/w-(*i'.. 
Ensuite il est 

tf-VИ-C^-Л (9) 
D'autre part, nous avons 

'n + k+ \\ (n + k\ (n + k 
t\j\n) = ^ 

et, en général, 

A / ( " ) = ' 2k I l 2/c / - \ 2 / c - l 

^•)-u-V-y,)-(r+;> 
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En substituant ces résultats dans l'équation (7), on obtient 

l,j-TC+r')=,tc)C:')Ciî) 
5. 

Il nous reste à calculer la deuxième somme. Mais à Paide de Végalité connue 

(12) 
\ m / \m -+- vj \ m / \ v / 

nous avons 

hn + v\ / n \ ( n\(n ~~ m\ 
K m / \m f YJ \mj\ v / 

C:J)(:tí)-("i')G") 
et la somme mentionnée se réduit à 

n + k\ JL //. W k crižOC-,,) dЗ) 

Pour terminer notre démonstration il suffit maintenant de tenir compte de la 
formule de Vandermonde 

d'après laquelle 
,iC)(rHT")-

Il en résulte que l'expression (13) se réduit à 

// -f kV 
k ) 

(15) 

et ridentité (1) est ainsi démonstrée. 
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Н О В О Е Э Л Е М Е Н Т А Р Н О Е Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О К О М Б И Н А Т О Р Н О Й 

Ф О Р М У Л Ы Л И Ж Е Н - Ш У 

Иосеф К а у ц к и 

Р е з ю м е 

Здесь доказывается комбинаторное тождество (1). о истории и доказательствах которого 

я говорил в статье [1]. 

Мы выходим из уравнения(2). доказательство которого находится в работе Льюнггрена [2]. 

Оно состоит в том. что в тождестве (3) сравниваем коэффициенты при хк в разложениях выра

жений, которые стоят в обоих частях. 

Особым случаем уравнения (2) является уравнение (4), которое доказал П. Туран в статье 

(3], а я в примечании [4]. 

Если теперь положим в этом уравнении л — Е, где Е оператор, определенный соотноше

нием (5). го д- 1 = Е — I = А, где Д - разностный оператор, определенный уравнением 

(6). Так из уравнения (4) мы получим уравнение (7). 

Чтобы получить тождество (1), достаточно взять за /(//) функцию (8). Тогда, собственно 

говоря, имеют место соотношения (9) и (10), при помощи которых мы получаем уравнение (11). 

Чтобы закончить доказательство, остается вычислить значение суммы, стоящей в его 

правой части. Однако, с помощью известной формулы (12) мы получим сначала выражение 

(13), которое с помощью формулы Вандермонда (14) дает (15}. 

Так доказано комбинаторное тождество (1). 
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