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M A T E M A 1 K'KO-1 Y Z I K A L X V Č A S O P I S SAV, 10. 1, lí)00 

ЗАМЕЧАНИЕ ОБ АБСОЛЮТНОЙ НЕПРЕРЫВНОСТИ МЕР 

TllHOP H()ílr>pyHll (TIBOR XFUBRUNX), ];paTii(Maim 

Понятие абсолютно! ! неп[)ерывиости ф у н к ц и и множества, определенной 

на некотором измеримом пространстве, м о ж н о , к а к известно, сформу

лировать исключительно с помощью понятий теории множеств. Целью 

зтой заметки я в л я е т с я п о к а з а т ь , что не т о л ь к о ото понятие, но и доказа

тельства утверждений, в которых абсолютная непрерывность играет важ

ную роль, своим характером относятся полностью к теории множеств, 

лта работа не характерирует класс всех теорем, доказательства ко

торых можно провести таким способом. Приведенные здесь результаты 

я в л я ю т с я обобщением п дополнением нескольких известных результатов. 

Обобщение полумается обычно за счет того, что не работается с поня

тием меры и с теоремой Радон-Пикодима. 13 терминологии теории мно

жеств здесь вводится и понятие т-аепмптотической абсолютной непрерыв

ности, введенное первоначально д л я мер в [2]. Д л я и з у ч е н и я зтого типа 

абсолютной непрерывности и его связи с абсолютной непрерывностью 

автору в качестве отправного пункта п о с л у ж и л а работа [ 2 | . 

П о н я т и я м и , относящимися к теории меры, мы будем пользоваться 

в том смысле, в каком они используются в [1]. К а к п р а в и л о , мы напомним 

еще определения понятий на тех местах, где они встречаются в первый 

раз. Сразу же скажем, что под измеримым пространством мы понимаем 

пару (Л\ -9"), где N -абстрактное множество, У—некоторое а— кольцо 

(т.е. непустая система, з а м к н у т а я относительно о б р а з о в а н и я счетных сумм 

и разностей двух множеств) его подмножеств. Объединение множеств 7ц Ат, 

их пересечение и разность будем обозначать соответственно через Е и Р, 

Е п У, Е V. Через Е' будем обозначать множество N — Е (дополнение 

множества Е), через 0 — пустое множество, а через [х: . . . ) — множество 

элементов, обладающих свойством, у к а з а н н ы м за двоеточием. 
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1.1. Определение. Преть (Л". С/') и./меримое прострине/юю. нр<чнь 

.//С .9 система, содермсаш.ая с /л!мс()о/) после()осанп,лыюстыо \Мп\п , 

прннадле.нсашцх /V ней мномесснт и срмлп/ .п/ю'и посич/осатаытеши I] .)/,,, 
п 1 

// с /л(мс()1>!м м/тмееспюом Ее.//- и \<] п /< м)е I1 е .9 нроюхолыюг. 

Сианем//.// б!р)ем называть еае/немо/1 нцлссы.г м/юмсе<ч/т с 1ымсри.\т\' 

простраисптс { Л\ .9'). 

1.~. М р ил; еч а и и е. Кслп лил будем писать (А, У\ „//), то зто будет обо

значать излюрпмое пространство с системой -// пулевых множеств. 

1.3. Теорема. Преть ( Л , / / ' , < / ) -— измеримое прострн/нспюо с епс/не-

мо'и .// нрлесых мпожеа/ю. Преть </'—• .// не со()срмснт //ссчетнос число 

попарно неперессааюти.хся мнюмсеепю. Преть V некоторое ссон<чт;<> 

измеримых м/юм/ччч/ю Е е //' пнилн\ что хотя бы одно мномесс/т.о I: •. . / 

-// облагает .ином сао/'нч/том н счеп/ная срмма непересе/лаоюрахсч м/ю-

лсеснт сохраняет л/т еео'иепто. Тогда слюссптрет м/и),)/сссюс<) М с V .//. 

ясляюшсеся максимальным мномсесшеом со ссонсптом V с том смысле. чпю 

(i) С е -/\ К С М', Е обладает ссо/'ичнс(> C *-: .//. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и — первое несчетное порядковое чне.е». 

Д л я каждого *̂ < _0 построим послодователыюетъ !-!;, |„' ]• Д-чя порядко

вого числа \ М,', ]..," , отроится следующим образо.м. В качестве , 1 | 1ю:и>лю\1 

множество и:} ,9У --,-//, обладающее свойством V. Д л я п 2 пусть .V' на 

- / ' - - , / / обладает свойством V и пусть оно таково, что Л) Г\ А). О 

для /' < п. Если такое множество для некоторого п ~_" 2 не существует. 
н 1 

то объединение и Л( является уже .макеплшльны.м множествол!. Муеть 
/ I 

I < $ < О и пусть уже д л я всех // < $ построены ,М^]„ , так', что что 

непересекающиеся множества, п р и н а д л е ж а щ и е к -/' .//. Образуем 

-1 и I) Л'<. Выбором Л\ таг;, что Л \ е -/' .//. А] С\ Л 0, если 
Ч ^ п 1 

такое множество существует. Если же оно не существует, то у ж е .1 я в л я 

ется искомым максимальнььм мпожество.м. .1; г для п 2 оиреде. ше.м 

аналогично случаю $ — V Коли для некоторого п лшожеетно .1;" уже 

по существует, то .множество .1 и \Л А) -= I/ я в л я е т с я .максимальным. 
I 1 

Такой случай, что для некоторого <$ и п ужо по существует . 1;, . должен 

действительно произойти. В противном случае мы построили бы несчетное 

число попарно непересекающихся пзлюрп.мых .множеств, -шачит, суще

ствование множества М обеспечено. 



1.1. П р и м е ч а н и е . 1<]слп М\ --- д |)угое такое максимальное множество 

( <> свойством V, то М -- М\ - (М — М\) и (Л/1 — М) либо не обладает 

свойством Г, либо п р и н а д л е ж и т к .//. 

1.Г>. Следствие. Пусть (X, //,.//) - измеримое пространство с систе

м/и'! . // иулееых мно.ш есп/е и пусть // , # не содержит несчетное число 

ттар/т иеперееекаюи/ихся мномееешс. Пусть ,///* С //" -— произвольная, 

нулевая система миомсесшв, не жияюи\аяся подсистемой .///. Тогда суи'с-

етсует мномсестсо М е //'-.// такое, что М е Л* и для всякого мно-

жестса Е С .17' для которого Е е .//*, имеет место Е е .у//. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П качестве4 свойства V множества Е достаточно 

взять свойство 

(2) Ее//, Ее.//*, Е ф .// 

и применить предыдулущую теорему. 

I .(>. Следствие. Пусть (Х,-с/,ш) - пространство с вполне о-конечно!/ 

меро!1. Пусть ш* мера на У и пусть т. не является абсолютно непрерыв

ней! относительно ш*. Тогда еуи{сствуст множество М такое, что т*(М) --

О, ш(М) > 0 // для каж'дого Е е //'', для которого Е С Л/, т*(Е) -~ О, 

имеет место ш(Е) ----- 0. 

Напомним сначала о п о н я т и я х , ф и г у р и р у ю щ и х в 1.. (). Под простран

ством с мерой мы понимаем тройку (.V, //,т), где (А', //)— измеримое 

пространство и /// мера па // (т.е. н е о т р и ц а т е л ь н а я действительная 

ф у н к ц и и , п р и н и м а ю щ а я , быть может, и значение сю и т а к а я , что ///(0) — 0, 

>>>{ и Е„.) — ^ п/(Ен.) для произвольной последовательности {Еп}^ { мио-
// I /Г" ! 

жегтв, п р и н а д л е ж а щ и х // п т а к и х , что Е% П Еъ = 0 д л я I /- к). Мера т 

называется абсолютно непрерывной относительно т* (обозначаем зто 

через /// •:///*), если т*(Е) — 0 > т(Е) — 0 д л я п р о и з в о л ь н о г о Ее//. 

Мера /// называется с-конечной, если д л я каждого Ее//' существует 

\Еы\п ,, Ен е •/' для п —^ 1,2, . . . т а к , что Е С ^] Еп и т(Еп) < о^. 

и -1 

К следствию 1.() добавим уже только то, что если т— вполне о --ко

нечная .мера, то в //'- -, // существует не более счетного числа попарно 

непересекающихся множеств, где , # — [Е: т(Е) — {)}. I] качестве .//* 

здесь с,надует взять систему ,//* ----- \Е: ш*(Е) — 0} . 

1.7. П р и м е ч а н и е , сг-конечность меры т не я в л я е т с я необходимым 

условием для того, чтобы система //'--?/// не с о д е р ж а л а несчетное число 

непересекающихся множеств. Достаточно рассмотреть простой пример 

пространства с мерой, в котором .V одноточечное множество, и поло-



ж и т ь У (V, 0 ] . В качестве меры т достаточно взять такую функцию ///, 

что т(Х) ^ оо, ///(С) 0. 

1.8. П р и м е ч а н и е . Следствие I .(> доказано в | 2 | для конечной меры /// 

методом, использующим свойства меры. 

С понятием абсолютной непрерывности связано понятие т-асимптоти

ческой абсолютной непрерывности. !)то понятие введено в | 2 | в связи 

с изучением инвариантных мер. 

2.1. Определение. Пусть (Х,У\т) п.роешрапспню с мс/нн'г. Пусть 

т(х) измеримое несингулярное преобразование X с, X (игм(^)имое о.шпчиет. 

что К е У > г 1(К) ь У , и несингулярное о.шичиет, что ш(1\) О 

-:• т\т Х(Е)\ -•••• 0, где т ] (/:) — \х: т(х) г- К}. Мера /и ттыеисшся т-исн.мп/т-

пшчески абсолютно непрерывной относительно пеиоторо/1 мс1>ы т*. оп[/<-

()сленно(1 на У', сели для веяного множества К ( У , Оля /л)то1>псо ш*(К) п. 

имеет место шт т\т "(К) \ •- 0. 
п 

2.2. П р и м е ч а н и е . Nказанный вид абсолютной 1нч1рерывности будем 

обозначать черев /// • т//1*. Е с л и имеет место /// тш*. то говорят т а к ж е . 

что ш* (Ч1лкнее ///. 

Мы покажем, что понятие /// т/п* можно с ф о р м у л и р о в а н , для изме

римых пространств с некоторой системой нулевых множеств и что им 

понятия совпадают при переходе от пространства с мерой к* соответству

ющему измеримому пространству с системой нулевых множеств. 

2.3. Определение. Пусть ( А ' , У ) измеримое пространство и . / / С " . 1 / . 

.//* С У ---• ()пе системы нулевьи -множеств. Пусть г измеримое и отно

сительно .// несингулярное (т.е. К е .// • г {(К)г.//) п/нчк^н/.юсаннс 

X в X. Мы будем- писать. •// < Т-//*, сели Оля п^оиввольносо К :._ .//* с/гри-

<чч)ливо П г-"(К) Р. У/. 
п 1 

2.4. Теорема. Пусть (Х\ У\ ш) - пространство с личину в котором 

не существует несчет нос число попарно непересекчиои/ихел множеств с по

ложительной мерой. Пусть т* --- мера, определенная ни У и пусть т 

измеримое преобразование X в V, несингулярное относительно и/ и отно

сительно т*. Пусть ,// = [К: т(К) - О}, • //* -- \К: т*(К) 0\. II .тис 

условиях имеет место /и У т'"* тогда и только тогда, пог<Н( .// Т.//*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /// т/н*. Если .1/ <- У/*, значит, сели 

ш*(М) : 0, то из неравенства 

24 



(1) т( П тг»(Е)) < ш[т , ( / / ) | 
и -- 1 

Л-"- »• -- -I,--, ••• вытекает ш( П т п(Е)) <~ 1пГ///[т "(Я)) --_• 0 , значит . 
и - 1 

П Г »(У1) Ь" . / / . 

Пусть Ее.//*. Пусть , // <ч; т, //*. Тогда либо п.мсмч1 место ^/*С^/, 

но тогда из несингулярности вытекает т »(Е) е .у// д л я п ----- 1,2, . . . , значит, 

тГ„, ш\т п(Е) | -- 0. Если Л* Ф ,//, то согласно 1.5 существует множество Л/ 

такое, что Ме^/*, М еЛ и д л я каждого множества Е С М\ Ее.//* 

имеет место Е е .//. Воспользуемся тем, что д л я т ](М) имеет место 

(2) т ](М) С Л/ и%{), 

где г/{) с - //. 

\\ самом деле, достаточно положить Яо -- т ](М) М. Так* как /о С 

С т ' ( ^ Ь Т ( > и ;* несингулярности т относительно - # получаем %{)е,//*. 

Т а к как о д н о в р е м е н н о г о С Л/', то д о л ж н о иметь место ГЛ{) е. //. Мз соотно

шения (2) получаем т »(М) С т » л(М) и %п д л я и, - 1.2, . . . , где Я„. 

т ~» ](/С{)) е. //, что следует ив несингулярности п р е о б р а з о в а н и я т отно

сительно -//. Т а к как т(Х/п) —- 0 д л я //, — 1,2, . . . , то имеем т »(М) С 

Ст »](М) для п --- 1,2, . . . за исключением множества, мера которого ш 

равна ну. по. С. юдовате. 1ьно, имеет место 

///( П Т "(М)) :--- 11111 ш\т "(М)\ ^ шГ/?, Ш\Т'»(М)\ — 0 . 
)> Л ^ - - ^ г . . 

Так1 как' Л' = Е П Л/ ^ ( / ^ — Л7), го доказательство теоремы накопчено. 

Сразу ж е видно, что при н е с и н г у л я р н о м преобразовании т относительно 

- // из свойства ,//<^,//* (где ,// У^,//* означает ,///*С-//) вытекает спра

ведливость .//•/:: т,//*. В общем ж е случае из справедливости , # -- ' т .//* 

не вытекает справедливость /// к / / / * . (Мрпмер для .мер приведен в [ 2 | 

п в доказательстве следующей теоремы мы т а к ж е приведем приме}) такого 

рода.) 

Приведем необходимое и достаточное условие для того, чтобы из усло

вия •// <^ т.//* вытекала справедливость ./•/<• е .//*. 

- . о . Теорема. Пусть (Х,У?) — измеримое пространство. Пусть .//С 

С V -- система т/лееых миомсеетв и т —- измеримое несингулярное преобра

зование относительно ,//. Необходимым и достаточным условием Оля того, 

чтобы (),!.ч произвольной системы ,//* СУ' утверждения .// <-,, Т,///* и <// 

• .//* были .швивалепшными, является справедливость (~)т »(Е)ф.// 
н I 

Оля произвольного множества Е е У такого, что Е ф ,//. 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность условия очевидна. Д о к а ж е м необхо

димость. Пус'п, существует множество Ее,-.// \\ п у т ь П т "(1:<) { •//. 

Положим .//* ;.1/ и Е : М е .//, Е С Е. Е л .</!. ( Н е в и д н о . .//* не

которая система нулевых множеств. Кслп Ел-.//, то П т И(Е) > -//. чм> 
к 1 

вытекает и:, несингулярности. 1м';ш ЕС 1С то 

П т "(/Д С П т "(/-') ^ V/, 
н I /> 1 

:шачит, П т "(Е) *•- -/С и доказано, что .//•- г . / / * . Однако . / / * с ^ . / / . 
// 1 

следовательно, не имеет места .// С •//*. 

-.(>. Следствие. Преть (Х,У.ш) п/юешрапешво с сполне п-консч/ю11 

м-е/ю11. Прешь ///* ме/)(1 на У и преть преобразосаиис т иссиню/.1я/ню 

относительно т и ///*, н преть для каждого /С; с/\ Оля которого ш(Е) • п. 

будет такмес т{ П т н(^\) "> ^- Тогда свойства и/ - г///* // /// ///* 
// I 

•шанса, н'ншпы. 

\1 | 2 | приводится одно достаточное условие1 для зквпвалентностп соотно

шении /// ; г///* и /// С;///*. Приведем его полностью. 

2.7. Преть т взаимно-однозначное несингулярное измеримое п/нчю/ш-

зосание с измеримым обратным., тогда для всякой конечно;/ мс/>ы ///*. 

ннеа/пшнтюн! относительно г, для которой т -; г///*, спрааегКщво так.нес 

т ///*. 

1> работе [ 2 | доказано т а к ж е следующее утверждение о существовании 

инвариантно! ! моры. 

2.Н. ( [2 | , стр. 481 . теорема 2). Прешь (V, //,///) пространство с мс/нн/ 

и т/сть т измеримое несингулярное преобразование X с X. /> юнн.г усло

вия.)- мера ///*, инвариантная относительно т и такая, что ///* Тт. 

///* ///, существует тогда, и только тогда, когда функирт т\т "{Е)\ 

равномерно абсолютно непрерывны относительно ме/и>/ т. 

Из 2.7 п 2.8 вытекает следующее утверждение, первоначально доказан

ное1 в [л|. 

2.9. Теорема. Пусть (X, с/1 т) пространство с ме/ю//. т несин

гулярное измеримое взаимно-однозначное преобразование X в X с пчмери.чым 

обратным. /> чшн.г условиях мера ///*, инвариантная относительно пре

образования т и .нлиишленшная ме/нюн существует тог<)а и только тог<П1. 

когда т\т И(Е)\ равномерно абсолютно непрерывны относительно ме/)ы т. 

2() 



(1 помощью 2.0, которое мы здесь д о к а з а л и , можно ил теоремы 2.-^ по

лучить следующее утверждение, аналогичное 2.!). 

2.10. Теорема. Пусть (А, //\ ш) пространство с конечной л\еро(1. 

Пусти ихиерилюе преобразование т X с X (удовлетворяет условия.и, при-

<;со< /тыл/ -.- 2.1). Н гтих условиях .мера ///*, зквивалентпая мерс ш и ннва-

рианншая на т сунн'сшвуеш тогда и только тогда, когда ш\т п(Е)\ - равно-

л'ерно абсолютно непрерывные функции. 

С понятием абсолютной непрерывности мер непосредственно с в я з а н о 

понятие домшшрованности систем мер, имоющоо применения в матема-

тпческой статистике. !1|)инедем определение (ель, н а п р . , [.'>|, стр. 2'Л\). 

\\Л. Определение. Пусть Я.Н и ЯЛ* дес системы льер, опре<)ененных 

ни ( А', // ' ) . Пусть ()яя произвольного лтомсесшоа Е с~ -У такого, что т*(Е) 

О для каждого ///* е ЯЛ*, справедливо п/(Е) •-- 0 для каждого /м е ЯН. 

Тог<)а пудс.ч говоришь, что сисшелш ли>р Я̂ ^ч абсолютно непрерывна относи

тельно снетслин мер ЯЛ* (Ш <\ ЯЛ*). Если множество ЯЛ* содержит только 

одну .меру Я, то будел1 писать ЯЛ --:' X и говорить^ что сисшелш л/ер ЯЛ до

мин и рована л/ера// X. Если ЭДС -V Як* и Я.Н* :С ЯН, шо будем говорить, 

что системы ЯН // ЯЛ* лллваленшны. 

При доказател ьстве теорем, о т н о с я щ и х с я к системам домииированных 

мер, в существенной мере используется то, что /. я в л я е т с я вполне сг-коиеч-

но|"| меро1"| и что можно применить теорему Р а д о н - Н и к о д и м а д л я к а ж д о г о 

/н с Ш. гГакого типа я в л я е т с я например доказательство леммы 7 в работе 

| . ' ) | , играюще! ! в указанной работе существенную р о л ь . Т а к и м же способом 

можно было бы докапывать утверждения в работе [4]. Систематическим 

рассмотрением вопросов, связанных с д о м ш ш р о в а н н ы м и системами мер, 

мы имеем в виду заниматься вне рамок зтой работы. В настоящей заметке 

мы покажем, как можно без применения теоремы Радон-II икодима об

общить у к а з а н н у ю лемму 7 из [.Т|. (»г)та лемма утверждает, что если ЯН <; Я, 

где X вполне о-копечная мера, то существует счетная система 91 С ЯЛ 

такая, что 91 ЯН, т.е. 9с ЯН и одновременно ЯН <С 91). 

Мы обобщил! ату лемму в том смысле, что из ее доказательства исключим 

теорему Радон-И икодима, и докажем ее даже д л я т-аеилшготической до-

минированиостн, которую мы здесь введем. 

*Л."2. Определение Пусть (X, У ) -• измеримое пространство. Пусть 

ЯН и ЯЛ* классы (класс здесь обозначает систему систем) нулевых м-но-

месеше пространства (X, -/'). Пусть т -— измеримое преобразование X в Л', 
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пссипгуяярнос относительно всякой системы из *Ш,а п/акмес из Ш*. Систему 

УК назовем т-аеимпп/ошически непрерывно/1 относитеяьно Ш" (Ш Д){*). 

сея и дня каждого Е г V) 1)?* еыпонняетен V) т И(Е) г VI 30 {. Ее/и кяасс ЗЛ* 
// I 

содержит единственную систему У , то будем писать УЯ • Г У и говорить^ 

что кяасс Щ дом и ни росли/ системой У . 

3.3. Теорема. Пусть (X, У) —- измеримое прострипеп/со. Пусть УЯ 

к./асе систем нуяесых .множеств из У !! пусть У С У - система ну.'ссы.с 

множеств такая, что ЗШ У Т У !/ У - У не содержит несчетное чист 

нспересекаю/цихся мномсеств. Пусть т --- несингу./ярнос относите,п>но 

сеяного //гШ преобразование, оояадаю/цее с.\едуюи/ими ссо/'/стсамн: 

а) Д./я калсдого Е г -У, Е ф У выпо./нястся V) Т С^У -' У • 
п 1 

о) Дня каждого .// г ЗШ и ()./я ка.нс.()ои счетно// системе/ \Е,.}^ , неп^рс-

сенаю/цихся измеримых мномсеств, п рннадясмс(Ш//1Х .//. снравс<)пиво 

пт »(и Ек) и п г "(Е/.-). 
н \ к I к 1 // I 

Тогда су/цествует кяасс У1 С 30{ такой, что 91 счетныII и 31 УШ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть //гШ. Пусть V следующее свойство 

множества Е г У : 

(1) Е г .// и Г) т "(/<;) г УС 
// I 

Определим /С// следующим оорамом: Ь У ш по существует множество 

К е-У, удовлетворяющее ( I ) , то положим /С _// -- Г. Коли хотя пм одщ» 

такое множество существует, то (согласно Со) существует максимальное 

множество о мтпм свойством и в атом случае пусть / ^ совпадает с ->тпм 

максимальным множеством (%.// -— %_у/</>). З н а ч и т , имеет моего 

(2) /;,;.У\ нся\и, /•;..// , Пг"(/;).; У. 
// 1 

Пусть 1С означает следующее свойство множества Е У : 

(•ч) !•: II !:*•, 
/• 

где сумма на правой стороне ечетна, а Ек г У попарно не пересекаются 

и оомадают том свойством, что д л я каждого /У существует . //>• г Ю? такое, 

что Ек С %\//к и П т "(Ек) & У - Коли по существует множество с чтим 
// 1 

свойством, то д о к а ж е м , что теорема справедлива . |> качестве счетного 
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класса систем можно в этом случае в з я т ь , н а п р и м е р , множество, состоящее 

из единственной произвольно в ы о р а ш ю й системы Л/\. Н у ж н о п о к а з а т ь , 

что если Е е ,//\, то П т' »(Е) е .// для каждого ^/еШ. Е с л и взять про-

п з в о л ы ю е множество Ее,,//}, то справедливо Е — К\ и Е*, где К\ -----

Е СЛ % у / , Е> ---: Я П ^ /

/ / . Но имеет место П т»(К) --- П т~«(Е\) и 
^Э / / 1 / I 

и П т "(1^-2). Т а к как П т »(Е\) е .// (учтем /^ С ^ у ^ и несингулярность 
/ / I ;/• I 

т), то достаточно п о к а з а т ь , что П т п(Е->) е ,//. Т а к к а к Е-> С ГА ^, то 
со // I 

д о л ж н о выполняться Р\ т »(Е->) е У (в противном случае множество со 
// I 

свойством VI существовало оы), а следовательно, т а к ж е Е> е: У (согласно 

) ) . а из условия 9Л ^; ТУ вытекает П т "(К?) е ••$ • 
II i 

Значит, достаточно рассмотреть случаи, когда множество Е вида (л) 

существует. Свойство V] с о х р а н я е т с я при счетной сумме непересекаю

щихся множеств, значит, согласно 1 С> существует максимальное мно

жество со свойством VI . Обозначим его через К. З н а ч и т , имеем К — С1 Ек, 
к 1 

где Ек С%[/л, П т »(Ек) $ УС .//к е 9Л д л я к - 1,2 П о л о ж и м 
/ / - 1 

91---- \-//\ ,•//•:., .. .). П о к а ж е м , что 9)1 г9с. Т о , что 91 <^ Г9Л, очевидно 

из несингулярности т относительно к а ж д о г о - # е 9)1. Достаточно п о к а з а т ь , 

что 9П < , т9*. Пусть Е е П ^к- П о к а ж е м , что П т~»(Е) е П 9)?. Пусть 
к I и 1 

существует .// е ЯК такое, что П т "(К) $ -^• Можно п р е д п о л а г а т ь , что 
и 1 

Е С /С „ (в самом деле, если некоторое множество У/ С ГЛ у//, то // е . # , 

значит, из того, что т н е с и н г у л я р н о относительно - # , получаем П т »(П) г-
п 1 

/ / ) . Далее имеет место (~] т "(Е - Е) ф.///. В самом деле, рассмотрим 
и --- I 

два случая, а именно, П т 71(Е — Е) е I/ ' и П тп(Е — У̂ ) $ У . И первом 
// М // --1 

случае по условию теоремы Е — Е е ^/\ а значит, из д о м и н и р о в а ш ю с т п 

вытекает П т "(К ^ ) ь-«#. Второй же случай приводит к противоречию 
и 1 

<• максимальностью множества Е. 

Имеет место 

п т "(/л - п т »(!•: -- п и п т »( и к п /<-д.) = п т-»(/1 — и ^ ) и 
./ I / / 1 // 1 /• 1 / / Л А- 1 
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и Ы П т " ( ^ п ^А-), откуда получаем С! П т " ( ^ п ^С) ^ ^ - З н а ч и т . 
А- 1 .; 1 /• 1 // 1 

хотя бы для одного А' справедливо р | т "(/'- П А1/,) ^ -/'/• 
/? I 

Так' как Е П Кк С ^ / ^ и .С П Кке.//к, то из 2). и:, а) и п.* домпнпро-

ванностп •.),)} ^ ТУ получаем П т "(Е П /*\-) с- .//\ что я в л я е т с я проти-
// I 

воречном. 

Следствием я в л я е т с я лемма 7 па [Л|. 

3.4. Следствие. Пусть ( X, >/') — !Н1мс[)имое н/юст/ки/сшео. н/шчгм 

X е г9\ Пусть да— система мер на ,5/' // / — а-понечпая мс/ш на V танин, 

что 9К <$; /. Тогда существует счетная система 9с С ЯН та пая. что Ш У\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно принять во внимание, что условие 

Ж <<:;/ можно записать в виде да <<; т / , где / тождественное преобра

зование. Д)>угис условия теоремы л . З , очевидно, выполнены, сели к дан

ным мерам взять соответствующие системы множеств меры нуль . 
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