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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 15, 3, 1965

PLOCHY S AFINNE VYTVORUJICI SITI
(S KONSTRUKCI SPECIALNI BIELIPTICKE PLOCHY)

VACLAV HAVEL, Brno

1. VySetiujme afinni prostor 43 a oznaé¢me o7 jeho dplnou afinni grupu.
Vrstva na plose v Az nazyva se afinné vytvotujici, odpovidaji-li ¢ary vrstvy
pevné ¢afe pii afinitach, probihajicich monosystém & C .o7. Sit na plose v A3
nazyvé se afinné vytvoiujici, sklada-li se z afinné vytvorujicich vrstev tako-
vych, Ze ¢ary jedné vrstvy jsou trajcktoriemi vzhledem k systému afinit
odpovidajicimu druhé vrstvé a naopak.(l)

Plocha s afinné vytvoiwjici vrstvou md parametrické rovnice

(1)

' = di(v) ¢’ (u) + '), (w,v)el, x I,
kde xt = gi(w), w € Iy jsou parametrické rovnice pevné Edry

(o) o) ajlo) @) |
@ ai) ai) @) a)

1,‘ , v €1y, je matice afinily monosystému & C 7. ()
@) ai(v) aiw) @) |

Dikaz je ziejmy.

Plocha s afinné vytvoiwjici siti md parametrické rovnice

(2) aF = al; P(u) () + b ¢ (u) -+ ck PY), (u,v)ely X Iy,

o ak  BE ok ie . oh — o . R
kde a3y, b7, c; jsou konstanty, xt = ¢i(u), w € Iy, resp. a7 = yi(v), v € [, jsou
parametrické rovnice dvou éar a

(1) VSude zde pajde o &ary, plochy systémy predepsané tiidy € ';r = 0,1, 2,

Nilezi-li & do nékteré podgrupy z o7, obdrzime specialni afinné vytvorujici vrstvu.

(*) Indexy nabyvaji hodnot 1, 2, 3, pokud neni vyslovné fe¢eno néco jiného. Uzivame
obvyklé sumacéni konvence.
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“,11‘1"'(“) + e, "/}z(l":(“) + c5, ang' () + 03> big'(w) i‘
,lf/ () + ¢f, abg'(w) + 3, (t,J(/)( )+ c“ bgi(u) r" . wely,, resp.
alg () + ¢, ale'(w) + el ahe'(n) 4 ¢, b‘;(]* () |

wMW)*b‘uww%+®m@Ww+WL@WMﬁ

E
(llltp v) + bF, @iy’ (v) + b3, ((";]1/)-f(v) + :{)g, c;f)qpf(v) ’[' s vel,,
@i’ (v) 4 OF, ala(v) + 03, adp’(v) + 03, cly’(v)

Jsouw matice afinit dvow monosystémi, = o7 .

Dakaz. Jo-li ddna plocha o parametrickém popisu (2), pak polozme

t) pro u e [,

alig’(n) + ¢ <= B, bf’(/"'(u) = B
AF@) pro vel,,

ki, ko aky, ey
algl(n) 4 0 = K@), eyi(v) ~
takze danou plochu lze vyjadiit dvojici parametrickych rovnic

(3) = Ah(w)y/(n) + AM(),
(34) = .B]‘-’(u)y)j(v) 4 B*u).

Jde tedy o plochu s afinné vytvorujici siti o vrstvach danych rovniceni
v = konst. rosp. w = konst.

Méjme danu plochu o parametrickych rovnicich at = a¥(w, v), (u, 0) & 1, - 1,
obsahujici afinné vytvorujici sit s vrstvami ¢ar o rov lllLl(fh v == /;rm,szf., resp.
u == konst. Tuto plochu lze vyjadiit rovnicemi tvaru (3¢), (34) s vhodnymi 4%(r),
AFw), v'(v), Bi(u), B*(u), ¢'(w). Plati tedy identita

(4) Af)g'(u) 4+ A*w) = Bi(u)y'(v) - Bf(w) pro (n. v) e, » I,.
Z ni plyne nyni jako dasledek

(5) Akw) = a/ﬁf/)j(v) + ¢, Al(w) = Vly'(v), vel,

2

pro vhodné konstanty af; . b‘
Vskutku, je-li ¢ara o 1()vmclch 2t = gi(u), u € I, prostorovd, zvolme na ni
¢tyii linedrné nezavislé body o parametrech wy, us2, ug, wa, takze plati

(6) Al)p'(w) + A*(v) == Bl(w)y'(v) + B*w) pro 1 =1, 2, 3, 4.

Pii pevném k mame tedy zde &tyii rovnice pro ¢tyfi nezndmé 4%, A% AL, AF
Soustava ma jediné ieseni, které je skutecné tvaru (5).

Analogicky postupujeme v ptipadé ¢ary rovinné (pak jde o vybér tif linedrné
nezavislych bodit) a v pripadé ¢ary obsazené v primee (pak jde o vybér dvou
linedrné nezavislych bodi).

Po dosazeni z (5) do (3p) obdrzime rovnice plochy v zZadaném tvaru.

2. Uvedeme nékteré specialni typy ploch s afinné vytvorujici siti. Uplatnime
dvé klasifika¢ni hlediska: a) podle typu ¢ar v obou vrstvach, b) podle typu
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grup afinit v nichZ jsou obsaZeny oba monosystémy odpovidajici vrstvam
dané afinné vytvotujici sité.

Ad a): Jednoduchym pfipadem afinné vytvofujicich siti jsou ty, jejichz
vrstvy jsou tvofeny vesmés parabolami, resp. hyperbolami nebo elipsami
(parabolickd, hyperbolicka, resp. eliptickd vrstva).

Ad b): Jednoduché typy ploch s afinné vytvoiujici vrstvou ziskame, kdyz
prisluSny monosystém afinit volime tak, aby byl obsazen v grupé translaci,
v grupé perspektivnich afinit s pevnou rovinou samodruznych bodi, v grupé
homotetii, v grupé biaxidlnich afinit atd. Obdrzime tak transla¢ni plochy,
Salkowského plochy, Kadetavkovy plochy(?) atd. ([2], str. 270, 225—227;
[3], str. 51— 52).

KaZdd parabolickd, hyperbolickd, resp. eliptickd vrstva dané plochy je afinné
vytvotujici. (Bez dikazu.)

Vsimneme si nyni bieliptické plochy (plochy se siti elips) a to takové,
ze sit elips je afinné vytvotujici. Necht rovnice elips obou vrstev jsou w = konst.,
resp. v = konst., pak vySetfovand plocha ma parametrické vyjadieni

(7) x¥ == a%| cos u cos v + af, cos u sin v + a¥, sin u cos v +

+ ab, sinwsinv + b¥ cos u -+ b sinw 4 ¢k cos v + cksinw, (u,v) eR X R
s vhodnymi koeficienty af;, bf, ¢f.(%)

V teorii zavésenych stfech setkdvame se s timto namétem:(°) V eukleidov-
ském prostoru K3 méjme dany kruznice I, 11 jednotkového poloméru, prvou
v roviné (a! == 0) se stiredem (0, 0, 1), druhou v roviné (x? = 0) se stiedem
(0, 0, —1). Hledejme plochu s afinné vytvoiujici siti slozenou ze dvou elip-
tickych vrstev a zadejme, aby elipsy prvé vrstvy byly soumérné podle roviny
(2! = 0), aby jedna jejich osa prochéazela bodem (0, 0, 1) a jeden z vrchola
byl na kruznici I a aby kruznice II nalezela do prvé vrstvy a kruznice [
do druhé vrstvy.

Ukazeme, Ze takova plocha existuje. Elipsy prvé vrstvy lze vyjadiit para-
metricky takto:
(8) 2! = b(v) sin u,

x? = (a(v) cos u + a(v) + 1) cos v,
x® = (

a(v) cosu + a(v) + 1)sinv 4 1,

kde a(v), b(v) jsou délky poloos a zidime a(37/2) = 1, b(3n/2) == 1, takZe
pro v = 3n/2 je al =sinu, 22 =0, a® = —cosu — 1, coz vyjadiuje to,

(®) Téz: klinové plochy.
() R je mnoZina vSech redlnych &isel.
(°) Ndmét laskavé poskytl Prof. Ing. Dr. F. Lederer (Vysoké udeni technické v Brné).
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ze kruznice I nalezi prvé vrstvé. Protoze viak plocha ma parametrické rovnice
tvaru (7), je tedy

(9) 2! = (4 cosv + Bsinv -+ C)sin u,
2% = cos u cos v + 2cos v,
x3 —

-cosusinv -+ 2sinv 4 1,

kde 4, B, C jsou konstanty, — B ++ C = 1; pro u == & je x! == 0, a? == cos v,
% = sin v 4 1, takZe kruznice I nalezi druhé vrstvé. Obdrzeli jsme para-
metrické rovnice hledané bieliptické plochy.

Specidlné pro 4 = 0, B = —1, ¢ = 0 piejdou rovnice (9) v rovnice

(10) 2! = —sin u sin v,
x? = (cos u + 2) cos v,
lxa = (cosu + 2)sinv 4 1;

zde je rovnéz druha afinné vytvoiujici vrstva sloZzena z elips soumérnych
podle roviny (22 = 0); roviny téchto elips prochazeji vesmés polatkem,
jak lze okamzité ovéfit vypodtem.

LITERATURA

[1] Hoppeu A. I1., Teopus noseparocmeis, Mockna 1956.

[2] MIupokos II. A., Hupoxros A. IL., Afdunnas dugepenyuaaniias ceonempus,
Mockna 1959.

[3] Havel V., O plochdch klinovgeh T—T11I, Cas. pést. mat. 80 (1955), 51— 59, 308 - 316.

Doslo 27. 3. 1964.
Katedra matematiky a deskriptivni geometric
Vysokého uceni technického, Brno

FLACHEN MIT AFFIN-ERZEUGENDEM NETZ
(MIT DER KONSTRUKTION EINER BIELLIPTISCHEN FLACHE)

Vaclav Havel

Zusammenfassung

Man untersucht eine Fliche im affinen Raume 43, auf der sich das folgende Kurven-
netz befindet: Sind ¥7, #~ beide Netzscharen, dann entsprechen sich die Kurven einer
jeden Schar in gewissen affinen Transformationen und die Kurven jeder Schar sind
Trajektorien der restlichen Schar beziiglich der entsprechenden affinen Transformationen.

Nachtraglich konstruiert man eine spezielle Flidche im euklidischen Raume £3, welche
ein solches Kurvennetz von lauter Ellipsen enthélt.
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