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MATEMATICKO-YYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, 15. 3. 1965 

ЗАМЕТКА О МНОЖЕСТВАХ, РЕГУЛЯРНЫХ 
ПО ВНЕШНЕЙ МЕРЕ КАРАТЭОДОРИ 

ЗДЕНА РИЕЧАНОВА ( 2 0 Е ^ ШЕСАЖЗУА), Братислава 

Подмножество Е метрического пространства X называется абсолютно 
измеримым, если оно измеримо по произвольной внешней мере Кара­
тэодори. В работе [2] (стр. 11) при некоторых предположениях о X дока­
зано, что всякое абсолютно измеримое множество регулярно по всякой 
внешней мере Каратэодори Г (т. е. его можно по отношению к Г извне 
аппроксимировать открытыми, а изнутри — замкнутыми множествами). 

В настоящей заметке мы докажем аналогичную теорему для внешних 
мер Каратэодори в локально компактном хаусдорфовом топологическом 
пространстве. Непосредственным следствием ее является, в частности, 
известное утверждение о том, что всякая бэровская мера регулярна. 

В работе мы будем пользоваться терминами и понятиями из теории 
меры в соответствии с книгой [1]. Мы будем все время предполагать, 
что X — локально компактное хаусдорфово топологическое пространство, 
Н — наименьшее наследственное о'-кольцо над всеми компактными под­
множествами X, и В — система всех бэровских подмножеств X (т. е. 
система всех подмножеств X, принадлежащих наименьшему с-кольцу 
над системой всех компактных (т^-множеств). 

Определение. Действительную функцию множества Г(Е), определенную 
для всех Е е Н, мы будем называть внешней мерой Каратэодори на Н 
(согласно [3]^, если Г — внешняя мера на Н, и для произвольных множеств 
Л, В е Н, для которых существуют открытые множества ^, V так, 
что А С ^', В С V', |[7 П V — 0, справедливо 

Г (А и В) = Г (А) + Г(В). 

В дальнейшем пусть Г — произвольная внешняя мера Каратэодори 
на Н. Множество Е е Н назовем измеримым по Г (или же коротко Г-изме-
римым), если для каждого множества А е Н справедливо 

Г (А) = Г (А ПЕ) + Г (А — Е). 
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Введем еще следующие определения: 

\. Множество Е е Н будем называть абсолютно измеримым, если Е 

измеримо по всякой внешней мере Каратэодори, определенной на Н. 

2. Множество Е е Н будем называть внутренне регулярным по I7, если 

Г(Е) = 8 ир {Г(С): Е Э С е С } , 

где С — система всех компактных множеств в X, которые суть Об • 
3. Множество Е е Н будем называть внешне регулярным по I7, если 

Г(Е) = т Г {Г(О): Е С О б Г/} , 

где Г/ — система всех открытых бэровских множеств в X. 

4. Множество Е е Н будем называть регулярным по I1, если оно внутрен­
не и внешне регулярно по Г. 

5. Внешнюю меру Каратэодори Г н а Я будем называть (О, в)-конечной, 
если существует счетная система {071}^=1 открытых бэровских множеств 
такая, что 

оо 

Х=ЦОп, Г(Оп)<сю для л - = 1 , 2 , . . . . 
п = 1 

П р и м е ч а н и е . Если Г — внешняя мера Каратэодори на Н, которая 
(О, о)-конечна, то X е Н, значит, Н содержит все подмножества X. В этом 
случае мы говорим, что Г есть (О, о-)-конечная внешняя мера Каратэодори 
и X. 

Лемма 1. Пусть Г — произвольная внешняя мера Каратэодори на Н. 
Для Е е Н определим 

Го(Е) = т Г {Г(О): О Э Е, О — открытое бэровское} . 

Тогда Го — внешняя мера Каратэодори на Н. Если Е Го-измеримо 
и Го(Е) < оо, то Е внешне регулярна по Г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, /о — в н е ш н я я мера на Н. Покажем, 
что она является внешней мерой Каратэодори. 

Пусть Л, В е Н— такие, что для них существуют с75 V открытые так, 
что выполняется 

(1) А С с7, Б (IV, 1 7 г ^ = 0. 

Так как все с-ограниченные множества образуют о~-кольцо, содержащее 

все компактные множества, то каждое множество, принадлежащее Н, 

а-ограничено. Следовательно, существуют компактные множества К\, 

]<2, . . . ; Е\, Гг, . . . такие, что 
оо оо 

п = 1 п = 1 
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Для всякого п справедливо 

АпКпСАСС, Вг\ЬпСВСУ. 

Так как X — локально компактное хаусдорфово пространство, то существу­

ют открытые бэровские множества с7^, \\,(п= 1,2, ...), для которых 

справедливо 

Апкпс^пС^пс^, Вп ь п с V,, с \\с V. 

Положим 

сп = и с 1с, Оп = и V,. 
Тс = 1 к = 1 

оо со 

Тогда, очевидно, Сп С [/", Вп С V, [| С» Э А, и Бп ^ Ъ\ причем 
71 = 1 11^1 

Сп, ^п — открытые бэровские множества. 
Выберем произвольное число е > 0. Согласно определению Го суще­

ствует открытое бэровское множество (9 ^ У! и I? такое, что 

оо 

Г0(А и В) + в ^ Г(0) ^Г[Опи (Сп и Бп)] = 
п = 1 

со 

= Г( и [О п {Сп и I?»)]) = Нт Г[0 о (С„. и Д,)] = 
71 = 1 га — > о о 

= Нт (О П С„) + Нт Г(0 п /Л«) = 
га—>оо га—>оо 

со со 

= г[ и (о п с»)] + г[ и (о п /л)] ^ 
га = 1 га = 1 

> А И ) + -Го(-9). 

Тем самым мы показали, что для А, В со свойством (1) имеет место нера­

венство 

Г 0 ( , 4 и Я ) ^Го(А) +Г0(В). 

Обратное неравенство очевидно. 
Пусть Е .Го-измеримо и Го(Е) < оо. Пусть е > 0 — произвольное число. 

Тогда существует открытое бэровское множество О Э /^, для которого 

Г0(О) = Г(О) <Г0(Е) + е. 
С другой стороны, 

Го(0) = Г0(Е) + Г о (0 - .Е). 
Отсюда получим 

Г (О — Е) ^ А ( 0 — Е) - Го(0) — Го(-Е) < е. 

Значит, множество Е внешне регулярно по Г. 
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Лемма 2. Пусть Г бэровская мера, определенная на В. Для Е е Н по-

ложим 

Г0(Е) = т Г {Г(К): Е С К, Р е В}. 

Тогда Го — внешняя мера Каратэодори на Н. 
Д о к а з а т е л ь с т в о этой леммы аналогично доказательству леммы 1. 

Теорема. Пусть X — локально компактное хаусдорфово топологическое 
пространство, Н — наименьшее наследственное а-колъцо над всеми ком­
пактными подмножествами X. Пусть Г — внешняя мера Каратэодори, 
конечная на всех компактных множествах. 

Тогда все абсолютно измеримые множества регулярны по Г. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала покажем, что всякое абсолютно измеримое 

множество внешне регулярно по Г. 
Пусть Е — абсолюнотно измеримое множество. Так как Е с-ограничено, 

оо 

то существуют компактные множества Кп такие, что Е С \} Кп. Согласно 
п = 1 

теореме 4, стр. 212 книги [1] существуют открытые о*-компактные мно­
жества Цг

п такие, что Кп С Жп и Г(Жп) < оо для п = 1,2, . . . . Но соглас­
но той же теореме всякое открытое о--компактное множество IV — бэров-

оо 

ское, так как имеет место IV = у С\, С\ С А С IV для п = 1,2, . . . , 
оо г = 1 

IV = ^| Д , где Сг — компактные и А — компактные Ст^-множества. 
г - 1 

Значит, существует такая последовательность открытых бэровских 

множеств ]Уп (п = 1,2, . . . ) , что 

Я СЦ) Жп, ЦУГп) < оо. 

ПОЛОЖИМ Еп = Е П Ж п (п = 1,2, . . . ) . Так как Еп абсолютно измеримо, 
то оно также Го-измеримо, где То — внешняя мера Каратэодори, опреде­
ленная в лемме 1. 

Одновременно Го(Еп) ^ Го(Цг

п) < х>, значит, согласно лемме 1 Еп 
оо 

внешне регулярно по Г (п = 1,2, . . . ) . Множество Е = \1 Еп, очевидно, 
71 = 1 

также внешне регулярно по Г. 
Покажем дальше, что Е также внутренне регулярно. 
1. Предположим, что Е ограничено, т. е. существует компактное мно­

жество С, содержащее Е. Согласно [1] (теорема 4, стр. 212) существует 
^м-компактное множество Со такое, что С С Со. Множество Со — Е 
абсолютно измеримо, следовательно, согласно только что доказанному 
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оно внешне регулярно. Выберем произвольное е > 0. Тогда существует 

открытое бэровское множество ^ такое, что 

^^Со — Е, Г№ — (С0 — Е)]<е. 

Множество Со — V компактно, и поскольку оно бэровское, то оно является 

также 6?<5-множеством. Очевидно, имеет место 

Со— С СЕ, Г[Е — (Со — Щ] < Г[с7 — (С0 — Е)] < е. 

2. Пусть Е — произвольное абсолютно измеримое множество. Тогда 
оо 

Е С и Еп, где Еп — компактные вй-множества и Еп С Еп+\ (п = 1,2,...). 

Положим Еп = Е П Еп (п = 1,2,...). Еп — ограниченные абсолютно 
измеримые множества, значит, согласно доказанному они внутренне 
регулярны по Г. Далее, Еп С Еп+\, значит, 

Г(Е) = Н т Г(Еп). 
1г—>оо 

Пусть с — произвольное действительное число меньшее Г(Е), тогда 

существует п такое, что с < Г(Еп), и так как Еп внутренне регулярно, 

то существует компактное 6г<,-множество С такое, что С С Еп и с < Г (С). 

Следствие 1. Если X — локально компактное хаусдорфово топологи­
ческое пространство, а Г — ((9, а)-конечная внешняя мера Каратэодори 
в X, то все абсолютно измеримые множества регулярны по Г. 

Следствие 2. Всякая бэровская мера регулярна. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /и — бэровская мера на В. Согласно лемме 2 

Го(Е) = т Г {/и(Е): Е Э Е, Е е В} для Е е Н является внешней мерой 
Каратэодори на Н. Если К — компактное множество, то существует 
компактное бг^-множество Со Э Х , значит, Го(К) < //(Со) < оо. Согласно 
теореме 1 работы [3] (стр. 247) все бэровские множества абсолютно изме­
римы, а согласно только что доказанной теореме все абсолютно измеримые 
множества регулярны по Л). 
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NOTE ON THE SETS THAT ARE REGULAR UNDER ANY CARATHEODORY 
OUTER MEASURE 

Zdena R i e e a n o v á 

Summary 

A subset E of a metric space X is called absolutely measurable, if it is measurable 
under any Caratheodory outer measure. In the paper [2] it is proved, under certain 
suppositions about X, that each absolutely measurable set E is regular under any 
Caratheodory outer measure m (e. g. m(E) = l.u.b. {m(G) : G D E, G open} = g.l.b. 
{m(F) : F C E, F closed}). 

In this article an analoguous theorem for Caratheodory outer measures is proved 
in any locally compact Hausdorff space. An immediate corollary of this theorem is the 
well known statement that each Baire measure is regular. 
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