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MATEMATICKO- FYZIKALNY CASOPIS SAV IX, 3-1959

0O EKVIVALENCII ISTYCH PRAVIDIEL
KRATENIA V POLOGRUPACH

RENATA HRMOVA, Bratislava

Tiato praca do istej miery nadvizuje na pracu [1], v ktorej sa vysetrovali
pologrupy splnujice niektora z tychto podmienok:

Podmienka A;: za = 2y - @ = y pre kazdé x, y,z € S.

Podmienka 4,: vz = yz — x = y pre kazdé z, y,z € S.

Podmienka A4: 8 spliuje stéasne 4,1 4,.

Podmienka (": a? = xy = y* - r = y pre kazdad dvojicu «, y € S.

V' opraci [1] sa vySetroval predovsetkym vyznam podmienky . Je celkom
prirodzené sa pytat na vlastnosti pologrip, ktoré spliuji niektoré z tychto
podmienok:

Podmicnka B, @ = vy - x == y pre kazdé a, y € 8.

Podmienka B,: a? = yax — x = y pre kazdé x, y € 8.

Podmienka 3: N spliuje sti¢asne podmienku B, i D, .

Logicky stvis vietkych uvedenyeh podmienok je dany touto schémou:
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Je zrejmé, ze podmienka A4, (resp. 4,) je vo vieobecnosti slabSia nez pod-
micenka A.

Priklad multiplikativnej pologrupy redlnych
0, 1> diva dalej priklad pologrupy, ktord sphiuje podmienku ¢/, ale nespinuje

4

Cisiel uzavretého intervalu

podmienku B.

Nasledujiei priklad, ktory je modifikdcion istého prikladu pochadzajticeho
od (5. Thierrina [4], je prikladom pologrupy, ktord spliuje podmienku I3,
ale nesplnuje podmienku A4,

Priklad. Uvazujme o mmnozine S roznych prvkov {«; } u {b;.}, kde

177

12 Matematicko-fyzikalny ¢asopis SAV. IX, 3-1959



v = 1,2, ... prebicha vetky prirodzené ¢isla, zatial¢o k& nadobida iba dve
hodnoty, k = 1, 2. Zavedme do S ndsobenie tymito definiciami:

Wipoo Ay == iy g, - by, = gy,

z’i,L' . b[m = Ui, b, .«

0 im

= q,..

Lahko sa presvedc¢ime, Ze S je nekomutativna pologrupa.

V S nie je splnenda podmienka 4,, lebo aj pre m == n, t. j. pre b,, =+ b,
plati a;. . b,, = a,, . b,, Podobne nie je splnend ani podmienka A4, , lebo aj
pre ¢ == j, t. j. pre b;. = b;., plati b, . «,, = b;. . «,,. V pologrupe S nie je

e Jo
splnend ani podmienka B5,, lebo aj pre k == m, t. j. pre ¢, + «,,,, plati («,.)? -

im
= Uy . Uy, -

Avsak uvedena pologrupa spliiuje podmienku f3,.

Na dokaz tohto tvrdenia ukazeme, ze pre prvky x, y, z € § rovnica 2% = yr
implikuje @ == y.

Ak 2 je tvaru @ =a,, a y je tvaru y = b, . v:(ch tvaiu (o, =1 .«
nie je vébec mozny, lebo je totozny so vztahom a,. ;. = «;, . ¢o nie je mozne.
lebo 2¢ > 1.

)

Ak 2 je tvaru @ = q;, a y je tvaru y = «,, ., potom vztah (a;.) = «,, .«
je totozny so vztahom ay = a,,,. To je moziné vtedy a len vtedy, ak
U =i, k=in:t. j. =1, k=m, teda a,. = «q,,.

Ak 2 je tvaru x = b,. a y je tvaru y = q,,, vztah a? = ya je totoiny so
vztahom by, . = «,,; taky vztah je vSak nemoizny, lebo kazdy prvok «, . je
rozny od ktoréhokolvek prvku b, .

Ak konecéne x je tvaru x = b,, a y je tvaru y == b,,,, potom vztah @' = yur
a tento vztah _jo

e (0:)2 =D, . b je totozny so vztahom by . = b,., .,
mozny vtedy a len vtedy, ak 20 =1+ ¢, b= m, t. j.ak ¢ = [, b = m, teda
by = by, Tym je nase tvrdenie dokdzané.

Ulohou tejto price je ukazat, ze pre dve Siroké triedy pologrip, totiz pre
periodické pologrupy a pre tzv. po elementoch bikompaktné pologrupy (kto-
rych Specialnym prikladom st bikompaktné pologrupy) st podmienky A, a B,
(a analogicky A4, a B, ako i A a B) ekvivalentné.

Najprv dokizeme jednu lemmu, ktort budeme v dalSom potrebovat.

Lemma 1. Nech v pologrupe S je splnend podmienka B,. Potom pre kaidé
dva idempotenty ), ¢, €8 plati egey = ey.

Dokaz. a) Nech « je Tubovolny element € § a ¢ [ubovolny idempotent
€ S. Potom

a vzhladom na podmienku B, : ewe = ae, t. j. e(ue) = ae.

178



h) Pre dva Tubovolné idempotenty € .S mame teraz
(1€0)* = €10, . €1€y = €1(04165).

Vzhladom na vztah dokazany sub a) je vSak ey ee, = eje,, teda
(e165)* = ey(€)en) = €10, = (€1€5) €,.

Odtial, vzhladom na podmienku B;, dostavame e,;e, = e,: tym je nase tvrdenic
dokazané.

Veta 1. Nech S je periodickd pologrupa. Potom podmienka B, je ekvivalentnii
s podmienkow A,.

Dokaz. Stadi dokazat, ze z podmienky 3, vyplyva, Ze v pologrupe plat
pravidio kratenia zlava (t. j. podmienka A4,).

a) Nech « € 8. Potom existuje také prirodzené ¢&islo o = o(a), Ze a* = ¢,
kde ep je idempotent. Zrejme plati

(e, = eyt

Z rvovnice (e)? = (eyt) (eyat) = e(wry) a = e(e,a) @ = () a0, t. j. (e,00)* =
= (eyr) «, vyplyva (vzhladom na podmienku B)) ea = «, teda e¢a == ae; = «.

b) Nech je teraz e, lubovolny idempotent € S a « Tubovolny element € 8.
Potom (pouzivajie lemmu 1) mame

eyt == ey(eg) == (e,01) (4 = €, = a.

Vztah e, = « hovori, Ze ktorykolvek idempotent €8 je lavou jednotkou
pologrupy S.

¢) Nech st teraz @, y, « tri Tubovolné prvky € 8. Ukazeme, Ze zo vztahu
ax == qy vyplyva x = y.

Tym bude nasa veta dokdzana. Nasobme dany vztah ax = ay prvkom av
rlava. Mame avv = a?y t. j. ¢,@ = ¢;y. Vzhladom na vzfah dokdzany sub
b) mame ey = 2, ey = y, teda x =y, ¢. b. t. d.

Pozndimka 1. Podobne sa dokaze, 7ze v periodickej pologrupe st podmienky
A.a B, resp. A a B ckvivalentné.

Poznamka 2. Periodickd pologrupa, v ktorej plati 3, (a teda aj -,), ma
znamu struktarn: je saétom disjunkinych izomorfnych grip. Periodickd polo-
arupa, v ktorej plati B (a teda aj 4) je dokonea grupou. Dokazy tychto tvrdeni
st zndame a urobia sa analogicky ako v praci [3].

V tomto odseku ukdzeme, zZe veta analogickd k vete 1 plati aj v istych
typoch topologickych pologrip.

Nech S je topologicka Hausdorffova pologrupa. Nech je ¢ € 8. Oznaéme
A = {a*m = 1}. Budeme hovorit, Ze S je po elementoch bikompaktna polo-
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grupa, ak pre kazdé a € § je mnozina A4 obsazend v nejakej bikompaktnej
podmnozine z S.
Pripomeiime si eSte toto (pozri [2]): Ak oznadime A, = {a'i = n}. je
ee)
prenik G(a) = n 4, neprazdna mnozina a je to grupa. Oznaéme znakom e jej
n=1
jednotkovy element. Element e je jedinym idempotentom leziacim v 4 (t. j.
v uzdvere mnoziny 4). Pritom plati ed = de = G(a).

Veta 2. Nech S je po elementoch bikompakind pologrupa. Potom v polo-
grupe S si podmienky A, a B, ekvivalentné.

Dokaz. Stadi opat dokazat, ze podmienka B, implikuje platnost podmien-
ky 4,.

a) Nech je a € S. Polozme A4 = {a*jn = 1}. Ozna¢me znakom e; jediny
idempotent leziaci v 4. Pretoze 4 je komutativna pologrupa a elementy «
ako i e, lezia v A4, je ae; = eja.

Z toho dostavame (pouzitim lemmy 1) — prave tak ako v dokaze vety 1
e, = e = a.

b) Nech e, je lubovolny idempotent €. a « Iubovolny element € S. Prave
tak ako v dokaze vety 1, odsek b) dostdvame e, = «: t. j. kazdy idempotent
pologrupy S je jej lavou jednotkou.

¢) Nech st 2, y, « tri [ubovolné prvky € 8§ a nech plati «a = «y. Pretoze
plati ej@ = «, zo vztahu e;d = G(a) vyplyva vztah o = ¢ € 0 = ((a).
t. j. « €G(a).

Kedze elementy «, ¢, patria do grupy (/(«), existuje taky element b € (7(«).
7e b .« — ¢,. Nasobme vztah aa = ay elementom b zlava. Mame baa = bay.
t. j. eqr = ey, Pretoze kazdy idempotent € § (a teda aj ¢;) je lavou jednotkou
pologrupy N, z posledného vztahu vyplyva x == 7, ¢o bolo treba dokdzat.

Poznamka. Kedze v pologrupach po elementoch bikompaktnyeh st pod-
mienky A, a B, ekvivalentné, z vysledkov prace [3] vyplyva, ze po elementoch
bikompaktna pologrupa, v ktorej plati podmienka B,. resp. B, je sa¢tom
disjunktnych topologicky izomorfnyeh grap.

V tomto odseku poukazeme na jeden dalsi typ pravidla krdatenia, ktory, ako
sa ukdze, je vo vieobecnosti ,silnejsi— nez vetky doteraz uvedené pravidli
kratenia.

Podmienka 4, : vy = yz - ¥ == z pre kazdé @, y, 2 € 5.

0 . . D
Podmienku A, napisani v tejto forme by sme mohli nazvat pravidlom

kratenia |, vniatornymi elementami.
Kedze vztah ay == yz moino pisat tiez v tvare yz = xy, moZno sidcasne

elementami.
Veta 3. Ak pologrupa splivuje podimienkw Ay, potom splincje tieZ podmienku A.

hovorit aj o kriateni | ,vonkajsimi
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Dokaz. Nech S sphhuje podmienku A, a nech plati ab = «c. Nasobenim
sprava elementom « dostavame aba = aca. Vzhladom na platnost 4, po
krateni ,,znttra’™ dostdvame ab = ca a po krateni ,,zvonku‘* dostavame & = c.

Analogicky: vztah ba = ca implikuje vztah aba = aca, z ktorého po krateni
Lznutras dostaneme ab = ca a po krateni ,zvonka‘ dostavame b = c.

Logicky siuvis podmienok 4,, 4, 4,, A je tento

Ao

/

Ay‘/ A\A

r

Ze¢ podmienka A, vo vieobecnosti nie je totona s podmienkou 4 ukazuje
tato veta:

Veta 4. Ziadna nekomutativna pologrupa nespliiuje podmienku A, .

Ddkaz. Nech 8§ je pologrupa, majica aspon dva elementy a nech spliuje
podmienku 4,. Nech z, y € S. Potom zo vztahu (zy) x = x(yz) vyplyva
vy = yx, t. j. 8 je komutativna. Teda ziadna nekomutativna pologrupa
(a takd ma aspon dva elementy) neméze sphiovat podmienku 4.

Teraz lahko niajdeme vetu o ekvivalencii podmienok 4 a 4,,.

Veta 5. Nech S je pologrupa splitujica podmienku A. Potom S splituje pod-
micnkw A, vtedy a len viedy, ak S je komutativna.

Dokaz. a) Ak S splnuje podmienku 4,, potom musi bvt podla vety 4
komutativna.

b) Nech § je komutativna. Potom vztah ac = cb je totozny so vztahom
ac -= be. Kedze S sphiuje podmienku A, vyplyva z posledného vztahu « = 0.
Teda S sphhuje podmienku A, .

LITERATURA

1] Schwarz St., O pologrupich splitujacich zoslabené pravidla kratenia, Matematicko-
tvzikalny casopis SAV 6 (1956), 149---158.

SNchwarz St., K teoriji Hausdorffovych bikompaktnych polugrupp (rusky), Cecho-
slovackij matematiceskij Zurnal 5 (80), 1955, 1—23.

[

[3] Sehwarz St., Poznamka k teérii bikompaktny<ch polograp, Matematicko-fvzikéalny
tasopis SAV 5 (1955), 86-—89.
|4] Thicerrin G., Caractdérisation des groupes par certaines propriétds des équivalences,

Néminaire A. Chatelet et P. Dubreil (Algébre et Thdéorie des Nombres), Anndo
1953/54, Exposé N° 19, L1~ 10, Faculté des Sciences de Paris 1956.

Doslo dna 15, marca 1959.
Katedra matematiky SVST v Bratislave

181



O DEKBUBNJIEHTHOCTH HERNKOTOPHBINX HPADBIL
CORPAILENWSE B HOJAVEPPYITITAN

PEHATA 'PMODA
BoiBo,ib

Hyern S - noayrpynna. Crases, 4ro S y0BIeTBOPACT Vel loBiio BBy, cour o2 = yr -
o=y 0 BCAROR naps z, y €505 yI0BJACTBOPSHCT YeA0BINO L1, ¢ClID B LY HMCCT MeUTO
11PaBU/I0 coRpalllelvs cnpaBa.

B crarhe nokassiBacerest (na 0;10OM HPUMEPE), 4T0 NCAOBIS L, 41 12, B 0OHUIOCTIT 1e RBIT
BAJICHTILL.

FLAPOM padoThe sis/stioTes TeopeMbl | 2, B ROTOPLIN JLORABAHO, 4TO L1 ABYX HUIPORIX
RAQCCOB HOAYEPYHI, UMCHO L1 TICPHOHYCT REX HOJN PPV JL LI HOAV TPV 10 D.1eMen
TaX OMROMHARTUBLIN VCI0BHs A, 1 3, DRBHUBAICHTIN,

B nocacuieii wacr paceMaTpuBRIOTCSE HOAYTPVIITLL YIOBACTBOPIHONUIC NCAOBIIO: /)y ==
= y: > @ ==z Uil BCex ., iy, 1 €.

ON THE EQUIVALENCE OF SOME FORMS OF
THE CANCELLATION LAW IN A SEMIGROUP

RENATA HRMOVA

Summa ry

We shall say that a semigroup S satisfies Condition B, if . yao implies o -y for
every couple of elements a, y €.5. A semigroup S is said to satisfy Condition A, it the
richt cancellation law in S holds.

An example constructed above shows that in general Conditions 4, and B, are not
equivalent. The main purpose of the paper is to show, that there are two wide classes
of semigroups, namely the torsion semigroups and elementwise bicompact semigroups
in which Conditions 4, and B, are equivalent.

The last section contains a remark on semigroups satisfving the following condition:
wy = yz implies @ == 2z for all @, y, z€S.
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