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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, IX, 3-1959 

0 EKVIVALENCI! ISTYCH PRAVIDIEL 
KRÁTENIA V POLOGRUPÁCH 

RENÁTA HRMOVÁ, B r a t i s l a v a 

Táto práea do istej miery nadvázuje na prácu [1], v ktorej sa vyšetřovali 
pologrupy splňujúce niektorú z týchto podmienok: 

P o d m i e n k a Af: zx = zy -> x = y pre každé x, y, z € 8. 
P o d m i e n k a Ar: xz = yz -> x = y pre každé x, y, z 6 S. 
P o d m i e n k a A: S splňuje súčasne AL i Ar. 
P o d m i e n k a C: x2 = xy = y2 -> x = y pre každú dvojicu x, y € S. 

V práci [ 1] sa vyšetřoval predovšetkým význam podmienky C. Je celkom 
l)rirodzené sa pýtať- na vlastnosti pologrúp, ktoré splňujú niektoré z týchto 
podmienok: 

P o d m i e n k a BL: x2 = xy —> x = y pre každé x, y 6 S. 
P o d m i e n k a Br: x2 = yx —> x = y pre každé x, y € S. 
P o d m i e n k a H: S splňuje súčasne podmienku BL i Br. 
Logicky súvis \šetkých uvedených podmienok je daný touto schémou: 

A, / 

Je zřejmé, že podmienka At (resp. Af) je vo všeobecnosti slabšia než ])od-
mienka A. 

Příklad multiplikatívnej pologrupy reálných císiel uzavretého intervalu 
0, 1 y dává dalej příklad pologrupy, ktorá splňuje ])odmienku C, ale nesplňuje 

podmienku B. 
Následujúci příklad, ktorý je modifikáciou istého příkladu pochádzajúceho 

od (í. Thierrina [4], je príkladom pologrupy, ktorá splňuje ])odmienku Br, 
ale nesplňuje podmienku Ar. 

P ř í k l a d . Uvažujme o množině S roznyel) prvkov [aL• } u {bii{.}, kde 
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i = V 2, . . . p reb ieha v š e t k y pr i rodzené čísla, zat ia lco k n a d o b ú d a iba dve 
h o d n o t y , k = 1,2. Zaveďme do S násobenie t ý m i t o deřiníciami: 

(lin • alm — ai+l,. > ail: • bhll = aik , 

bi, • bhn = bi+l,,, bi, .ahil = aT:. 

E a h k o sa přesvědčíme, že S je n e k o m u t a t í v n a pologrupa. 
V S nie je sp lněná p o d m i e n k a At, lebo aj pre m 4= n, t. j . pre b//? = b!t, 

])latí aiU . bltl} = ai:, . bln P o d o b n é nie je sp lněná ani p o d m i e n k a A , lebo aj 
]>re i 4-- j , t . j . p re bi:, 4= bj:,, p l a t í bik . ahn = b}-, . ahn. V pologrupe S nie je 
s])lnená ani p o d m i e n k a Bf, lebo aj pre k 4= m , t . j . p re a7/, 4= ř/

d//! • p la t í (a,:,)
2 -----

— ailc • íli,x • 

Avšak u v e d e n á pologrupa splňuje p o d m i e n k u Br. 
N a dókaz t o h t o t v r d e n i a u k á ž e m e , že p r e prvky x, y, z f. S rovnica x2 ~ yx 

implikuje x = y. 
Ak x je t v a r u x — aik a y je t v a r u ?/ = b7 , \ > ť r h t v a i u (O, )? = /. . a 

nie je vóbec možný, lebo je t o t o ž n ý so vzťahom a2.- .. = O,//?. co nie je možné, 
lebo 2i > i. 

Ak tT je t v a r u x = Oa. a y je t v a r u H = aim, potom vzťah (at,)
2 = alhí . ati, 

je t o t o ž n ý so vzťahom a2i, = a1.,ri. To je možné v t e d y a len v tedy, ak 
2i = / -|- i, k = m: t. j . / = i, k = m, t e d a ai, = a!m. 

Ak x je t v a r u x = b>:, a y je t v a r u ?/ = alm, vzťah x2 = yx je t o t o ž n ý so 
v z ť a h o m b2i k = aLln; t a k ý vzťah je však nemožný, lebo každý p r v o k at. je 
rózny od k toréhokoívek prvku blm. 

Ak konečné x je t v a r u x = bi:, a y je t v a r u y = b7ř, potom vzťah xl = yx 
. j . (b, ;)

2 = blm . bf,, je t o t o ž n ý so vzťahom b2i ,, = bL,iin, a t e n t o vzťah „je 
možný v t e d y a len v tedy, ak 2i = / -f- i, k = m, t. j . ak i --- I, k —- m, teda 
/>.,. r̂ z l>/m. T ý m je naše tv rdenie dokázané . 

Úlohou t e j t o práce je ukázať , že pre dve široké t r iedy pologrúp, tot iž p i e 
periodické ])ologrupy a pre tzv . po e lementoch b i k o m p a k t n é pologrupy (kto-
rých špeciálnym pr ík ladom sú bikom])aktné ])o!ogrupy) sú p o d m i e n k y A, a H 
(a analogicky A. a Hť ako i A a H) ekv iva lentně. 

í 

Najprv d o k á ž e m e jednu lemmu, k t o r ú b u d e m e v dalšom p o t r e b o v a ť . 
Lemma 1. Nech v pologrupe S je splněná podmienka Bt. Potom pre každé 

dra idempotenty e1. e2 6 S platí e^e2 = e2. 
D ó k a z a) Nech a je lubovoTný e lement 6 S a e [ l ibovolný i d e m p o t e n t 

€ S. P o t o m 
(eae)2 = (eae)(eae) = (eae) ae 

a vzh iadom n a podmienku Bl : eae — ae, t . j . e(ae) = ae. 
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b) Pre dva lubovolné idempotenty € 8 máme teraz 

(exe2f = exe, . exe2 = ex(e2exe2). 

Vzhladom na vzťah dokázaný sub a) je však e2exe2 = exe2, teda 

(exe2f = e^e^z) = exe2 = (exe2) e2. 

Odtial, vzhladom na podmienku Bx, dostáváme exe2 = e2\ tým je našetvrdenie 
dokázané. 

Vela 1. Nech S je periodická pologrupa. Potom podmienka B, je ekvivalentndí 
s podmienkou AL. 

D o k a ž . Stačí dokázat, že z podinienky Bl vyplývá, že v pologrupe plat 
pravidlo krátenia zFava (t. j . podmienka At). 

a) Nech a c 8. Potom existuje také prirodzené číslo O — o(a), že a''-' = el9 

kde (\ , je idempotent. Zrejme platí 

ael = exa. 

Z rovnice (<yt)2 = (exa) (exa) — e^ae^) a = e^e^a) a = (exa) a, t. j . (exa)z — 
— ((\a) a, vyplývá (vzhladom na podmienku Bt) exa = a, teda exa = aex = a. 

b) Nech je teraz e2 [ubovolný idempotent € 8 a a lubovolný element € 8. 
Potom (použivajúc lemmu 1) máme 

e2a = e2(exa) = (e2ex) a = exa = a. 

Yzíah c2a — a hovoří, že ktorýkoT vek idempotent € 8 je lávou jednotkou 
pologrnpy 8. 

c) Nech sú teraz x, y, a tri lubovolné prvky 6 8. Ukážeme, že zo vztahu 
ax ~- ay vyplývá x = y. 
Tým bude naša veta dokázaná. Násobme daný vzťah ax = ay prvkom a'' ! 

zTava. Máme aÍJx = a°y t . j . exx = exy. Vzhladom na vzťah dokázaný sub 
b) máme (\x = x, exy = y, teda x = H, c. b. t. d. 

Pozn á m k a 1. Podobné sa dokáže, že v periodickej pologrupe sú podmienky 
A. a /7 , res]). A a B ekvivalentně. 

P o z n á m k a 2. Periodická pologrupa, v ktorej platí BL (a teda aj A,), má 
známu strukturu: je súčtom disjunktných izomorfných grup. Periodická polo
grupa, v ktorej platí B (a teda aj A) je dokonca grupou. Dókazy týchto tvrdení 
sú známe a urobia sa analogicky ako v práci [3 | . 

V tomto odseku ukážeme, že veta analogická k vete 1 platí aj v istých 
typoch to])ologických pologrúp. 

Nech 8 je topologická HausdorfTova pologrupa. Nech je a € 8. Označme 
A -- {(t '-\n ̂  1}. Budeme hovoriť, že 8 je po elementoch bikompaktná polo-
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grupa, ak pre každé a € S je množina A obsažená v nejakej bikompaktnej 
podmnožině z S. 

Připomeňme si ešte toto (pozři [2]): Ak označíme An= {ai:i 7z n}. je 
00 

prenik G(a) = n An neprázdná množina a je to grupa. Označme znakom e jej 
n=\ 

jednotkový element. Element e je jediným idempotentom ležiacim v A (t. j . 
v uzávěre množiny A). Přitom platí eA = Ae = G(a). 

Veta 2. Nech S je po elementoch bikompaktná pologrupa. Potom v polo-
grupe S sú podmienky At a Bt ekvivalentně. 

D o k a ž . Stačí opáť dokázat, že podmienka Bl implikuje platnost podmien
ky At. 

a) Nech je ačS. Položme A = {an\n ^ 1}. Označme znakom ex jediný 
idempotent ležiaci v A. Pretože A je komutatívna pologrupa a elementy a 
ako i ex ležia v A, je aex = exa. 

Z toho dostáváme (použitím Iemmy 1) — právě tak ako v dókaze vety 1 
aex — exa = a. 

b) Nech e2 je [libovolný idempotent € S a a [libovolný element € S. Právě 
tak ako v dókaze vety 1, odsek b) dostáváme e2a = a; t. j . každý idempotent 
pologrupy S je jej lávou jednotkou. 

c) Nech sú x, y, a tri [libovolné prvky € ASY a nech platí ax = ay. Pretože 
platí (\a = a, zo vzťahu (\A = G(a) vyplývá vzťah a ~ (\a € (\A = G(a). 
t. j . a eG(a). 

Kedze (Mementy O, (\ ])atria do gru])y G(a), existuje taký element b £G(a). 
že b . a •= (\. Násobme vzťah ax = ay elementom b zlava. Máme box = bay. 
t. j . eltT -—: (\y. Pretože každý idempotent € S (aAeda aj (\) je lávou jednotkou 
pologrupy S, z posledného vzťahu vyplývá x = y, čo bolo třeba dokázat. 

P o z n á m k a . Kedze v pologrupách po elementoch bikompaktných sú ])od-
mienky A( a Bt ekvivalentně, z výsledkov ]>ráce [3] vyplývá, že po elementoch 
bikompaktná pologrupa, v ktorej platí podmienka Bf. resp. H.y je siiětom 
disjunktných topologicky izomorfných grup. 

3 

V tomto odseku poukážeme na jeden další typ pravidla krátenia, ktorý, ako 
sa ukáže, je vo všeobecnosti ,,silnější" než všetky doteraz uvedené pravidla 
krátenia. 

P o d m i e n k a A{) : xy = yz -> x = z pre každé x, y, z € S. 
Podmienku A{) napísanú v tejto formě by sme mohli nazvať pravidlom 

krátenia , ,vnútornýmik ' elementami. 
Kedze vzťah xy ----- yz možno písať tiež v tvare yz --— xy, možno súeasne 

hovoriť aj o krátení ,,vonkajšími" elementami. 
Veta 3. Ak pologrupa splňuje podmienku AQ, potom, splňuje tiež podmienku A . 
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D ó k a z . Nech S splňuje podmienku A{) a nech platí ab = ac. Násobením 
správa elementom a dostáváme oba = aca. Vzhladom na platnost A{) po 
krátení „znútra" dostáváme ab = ca a po krátení „zvonku" dostáváme b = c. 

Analogicky: vztah ba = ca implikuje vztah aha = aca, z ktorého po krátení 
,,znútrak* dostaneme ab = ca, a po krátení „zvonka" dostáváme b = c. 

Logicky súvis ])odmienok A{), A, At, A je tento 

Že podmienka A{) vo všeobecnosti nie je totožná s podmienkou A ukazuje 
táto veta: 

V ctil 4. Žiadna, nekomutatívna pologrupa nesplňuje podmienku A{). 
D ó k a z . Nech 8 je pologrupa, majúca aspoň dva elementy a nech splňuje 

podmienku A{). Nech x, y€S. Potom zo vztahu (xy) x = x(yx) vyplývá 
xy — yx, t. j . 8 je komutatívna. Teda žiadna nekomutatívna pologrupa 
(a taká má as])oň dva elementy) nemóže splňovat podmienku A{). 

Teraz lanko najdeme vetu o ekvivalencii podmienok A a A{). 
Veta 5. Nech 8 je pologrupa splňuj ú ca podmienku A. Potom 8 splňuje pod

mienku A{) vtedy a len vtedy, ak 8 je komutatívna. 
D ó k a z . a) Ak 8 splňuje podmienku A{), potom musí by t podlá vety 4 

komutatívna. 
b) Nech 8 je komutatívna. Potom vztah ac = cb je totožný so vzťahom 

(tc -- bc. Kedze 8 splňuje podmienku A, vyplývá z posledného vztahu a -- b. 
Teda S splňuje podmienku A{). 
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О Э К В И В А Л Е Н Т Н О С Т И Н Е К О Т О Р Ы Х ПРАВИЛ 
С О К Р А Щ Е Н И И В ПОЛУГРУППАХ 

РКНЛТА ГРМОГ.Л 

1)Ы в о д ы 

Пусть Л' - полугруппа. Скажем, что Л' удовлетворяет условию Нг, если ^ 2 = //./• — 
-> х = у для венкой пары х, у € Л'. Л' удовлетворяет условию Лг, если в Л' имеет место 
правило сокращения (права. 

Н статье показывается (на одном примере), что условия Лг и Нг в общности по .жни 
валентны. 

Ядром работы являются теоремы 1 и 2, в которых доказано, что для двух широких 
классов полугрупп, имепо для периодических полугрупп и для полугрупп по члемен 
тах бикомпактных условия Лг и Нг эквивалентны. 

И последней части рассматриваются полугруппы удовлетворяющие условию: ./•// — 
= у: > ; г = 2 для всех х, //, з 6 Л'. 

ON THK EQUIVALENCE OF SOMK FORMS OF 
T H E CANCELLATION LAW IN A S E M I G R O U P 

R E N A T A H R M O V A 

S u m m a r y 

We shall say t h a t a semigroup S satisfies Condition Br if x'1 -- yx implies x y for 

every couple of e lements x, y € S. A semigroup S is said to satisfy Condit ion Ar if the 
r igh t cancellation law in S holds. 

An examp le constructed above shows tha t in general Condit ions AT and Br are not 
equivalent. The ma in pu rpose of the paper is to show, t h a t the re are two wide classes 
of semigroups, name ly the tors ion sem igroups and elementwise bicompac t semigroups 
in wh ich Conditions Ar and Br are equivalent. 

The last section contains a remark on semigroups satisfying the following condi t ion: 
xy •----. yz implies x --- z for all x, y, z 6 S. 
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