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IMRICH STARICEK

ROVINNA VLNA SVETELNA V NEVODIVOM
PROSTREDI TOTALNE ANIZOTROPNOM

Tedria elektromagnetického vlnenia v prostredi anizotropnom, vy-
budovani Maxwellom a Fresnelom predpoklad4, Ze v anizotropnom
prostredi platia okrem Maxwellovych rovnic medzi vektormi elektro-
magnetického pola tieto vzfahy:

D=2s.G, 1)
B=29; @)
D je vektor elektrickej indukeie, & vektor elektrickej intenzity, B vektor
magnetickej indukeie, § vektor magnetickej intenzity a & je symetricky
tenzor dielektricky. Rozborom Maxwellovych rovnic mozZno ukézat, Ze

v anizotropnom prostredi v tomzZe smere danom jednotkovym vektorom n
mdze rovinnd vlna postupovat s dvoma roéznymi rychlostami.

Vo svojej predoslej préci o tomto probléme uvedenej nizie v litera-
tire vySetroval som rovinnu svetelni vinu v prostredi totédlne anizo-
tropnom, v ktorom platia vzfahy

D=7%.6, @)
B=pu.8, #)

kde u je symetricky tenzor magnetickej permeability.
Vektory elektromagnetického pola prisluiné rovinnej elektromagne-
tickej vine o vlnovej norméle n, v tomto prostredi splituja rovnice

B = nXGE, (5)

D=— X9, (6)



kde ¢ je rychlost svetla vo vdkuu a v rychlost postupu rovinnej viny
v danom prostredi danym smerem. Rychlost v ako funkcia smeru je
pritom uréend korelimi kvadratickej rovnice, ktort pre elektricky anizo-
tropné prostredie odvodil uz Fresnel.

Zo vztahov (5) (6) uzitim vzfahov (3) a (4) vyplyva bezprostredne
rovnica, odvodend v citovanej prdei:

o B .
(” FLuXp—!Xn|.6=0. (7

02
Kedze v svetelnej vine € nemoze byt stile rovné nule, rovnica (7)
hovori, Ze treti skaldr (determinant saradnic) tenzoru

2— =
Tz%?—}—nXu—‘Xn

je rovny nule. V citovanej prici som z tejto podmienky uréil rychlost

postupu rovinnej vlny explicitne iba pre ten pripad, Ze oba tenzory

z a u s shosé (stosd anizotropia), t. j. ked plati
T= i1 & i + & Ef,
W=y it u i + ps tE.

V tomto pripade rychlost svetla, prislusnd rovinnej vine o vlnovej

®)

normsle
n=cosat-+ cos it cosyl,

je uréend rovnicou

vt vz[cos“'a ! + 1 ]—{—cos"ﬂ( 1 + 1 )+cosgy( ! —)——-‘——)]+
(3-3 Us & Uy 3y & M S Uy & U
n (cos2 a cos®fB cos? 7) _ (cos2 o  cos® B  cos? 7') —0, ©)
&y &3 & & 81 & Mo U3 s Uy Hy W

- v, . , .
v ktorej miesto — piSeme len » (v znadi potom rychlost meranu, v jed-
p . .

notke rychlosti svetla vo vakuu).

V tejto préeci budeme sa zaoberat rovinnou svetelnou vinou v pro-
stredi totdlne anizotropnom pri obecnej vzdjomnej polohe tenzorov & a p.
Upravime si najprv rovnicu (7), ktora piSeme teraz vo tvare

e+ nXu—*Xn).E =0,
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Dosadenim z rovnice (3) dostdvame
[l mXu—tXn) . e . D=0,

kde I je tenzor identity. Posledni rovnicu mozeme pisat aj vo tvare

1]+ [(nXu—") Xnj. e h.D=0
a z toho trivektorovou zdmenou
[] + (X pu=1) . (nXe"Y)]. D =0. (10)

Kedze vo svetelnej vine ® nemdze byt stdle rovné nule, rovnica

(10) hovori, Ze treti skaldr tenzora U,
U=2»1+mXu").@mxXeb), (11)

rovnd sa nule. KedZe viak tenzor T vystupujiei v rovniei (7) je s ten-
zorom Y vo vziahu T=U .z a ¢ je tenzor neplandrny, je tito pod-
mienka identickd s podmienkou vyjadrenou rovnicou (7).

Treti skaldr tenzoru U urcéime v ortogondlnom siradnom systéme
jednotkovych vektorov r;, ro a r3, v ktorom su 1enz0ry; ,1:, T a u!
dané v slozkdch

& :22 Ejn Lj Ly u =X L ETRT
j=1k=1 Jj=1k=1

_ 3 3 = 33

E =3 Ayt 1, u—t= 2 I My tj i,
j=1k= j=1k=1

. . . ! =
kde Aj; je rovné minoru prvku &; v determinante suradnic tenzoru e,

&1 &g 813'
A= &y &y &y

, (12)

831 832 &33

delenému jcho hodnotou 4 a podobne M , je rovné minoru prvku p;
v determinante

Uy Mgy Ugg ‘
M= |ty Mos Mg |, (13)
Wsy  HUz2  Uss

delenému jeho hodnotou .
Tenzory ¢! a u—! s tieZ tenzory symetrickeé.

Vektor vlnovej normily nech je n,

3
= Zn; L

j=1

20



Ak piseme =M, 1+ My 13 + My xs,
vektorovy sidin n X u—1 s vyuzitim symetridnosti tenzora u—’ mézeme

pisat vo tvare determinantu

. Ly L2 L3
nXpt=| n mon |, (14)
M M M,
kde je 8
W= 2 M (15)

a suéiny 1; M, s dyadické,
Rozvojom determinantu (14) dostdvame najprv

— ¥ 1 Mgy, Mo
nXuy ‘=2 , 6
S A Y (16)

3%
kde hviezdicka v znaku X bude znadit, ze vo vysledku treba upravit

indexy kongruentne modulo 3 (t. j., Ze od indexu vysSieho ako 3 od-
¢itame celé d&islo typu 3», kde n=1, 2 ... tak, aby indexom bolo
vzdy jedno z ¢&isel 1, 2, 3).

Dosadenim z (15) do (16) dostdvame

3* 3 { Nty Ny

Ly (17)

nxXp—t=3 3
# i=1j=1 |+ Migayyy Miys,;
a podobne = 3 Rif1, Nits
nXe =23 2 T L L Lk (18)
i=1 k=1 A-‘-{-L,k» Ai-% Nk |

KedZe skalirny sadin tenzoru A= X Z ¢, 11 s tenzorom
B::ZZb;kgigkA.Bje C
ik

A . B: "Z'Z(l;s"skgl Ek'

Ik

skaldrny sudin tenzorov (17) a (18) je dany suméciou

— _ g% g% g% Bty Mitn ! Nof1y Nug g [
nXu ). mXe H)-2 XX . B
( ) ( =1 k=1s=1 MZ—}»I,:} -Z”—l-{--:’ys }AS—FIH‘? A”'{' 277" b

Tenzor U (11) mozno teda pisat

5% 3% 3

U=2 Zd. L+ v* X Li Lis
. I L k=1 i1
kde sme oznadili

3

Ny1y Nite
dlk == Z
s=1

MIJrle? Ml‘l‘2)3

Na 1y Msyg

’ Aa—{-—lvks A-er-;z,k

(19)
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Rozvedenim sumécie v (19) dostdvame

| e | | Ny Ny nyms || man ‘ Mals || My
. JZl[2l ]'[;] iAgl /.{31 + ZII22 ]'{32’ ’ Agﬂ A“ * ]l[g:; J'[_;Ii ) I A]1 -A2l
L Ng Ny [ Ny ng g N Ny, | | ngm, l Ny Ny ;
dyg="o o + . H . (20)
“]k[Ql ]l[:‘yl ! A“AE’, A~,:2 1,122 ]l[gg Agg Alg ']'[g:; ]'[,!;: ‘ ALg A 9
p i N Ny ’ Ng 123 Ny wg | | ngm, | Ny Mg ETTRTS
n= . -+ . : . .
VM Mol Ay gy | My M| Ay Ay \ Moy Mg| | Ays Ay

Ostatné cleny dix dostaneme z tychto eyklickou zimenou | =2 =3-=1,

napr.
nyn, } ny N, I | mym, ‘ [ myme || nsmy | nsmg

e = iMs,Ml | s sy 3| g 00 20| s 4, é
gy || omymg || omgmy || wyng || mamg || namy EY

dy, = N + |

M 3o ]”12' ' Agy Ayy | [ M ]le .{ Ay Aoy | | My, ]1[11’ | Ay Agy

Rovnicu rychlosti svetla dostaneme, ked determinant siradnic

tenzorn U porovndme s nulou
2
4 dy 0% dy, dyy
|
’ dyy  dyy 4 0% ys
! 1y 39, dyy 4 *

Il

|
| 122)
[
|

Teraz ukizeme, Ze rovnica (22) je len zdanlivo kubickd, pretoze jej
absolitny ¢len je rovny nule. Absolatny ¢len rovnice (22) je préave

rovny determinantu

(23)

‘dau 29y 2‘;

i dyq, dys, dyy l
i
!
|
1

E
sy gy, da ‘

Aby sme urdili jeho hodnotu, mdozeme bez ujy na obecnosti pootodit
siradny systém tak, aby jednotkovy vektor r, lezal vo smere vektora n.
Tak docielime, Ze 1 =13, t. j. %y =1, n,=mn,;— 0. Pri tomto otoCeni
zmenia sice suradnice Air a M;; svoje hodnoty, ale ako vidno ihned
z rovnic (20), dleny d,, dyy a dy; sa stand rovné nule nezdvisle na

tenzoroch ¢—! a u ~'. Pretoze vtedy je prvy riadok determinantu (23)
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rovny nule, je aj sdim determinant (23) nulovy. Nulovost determinantu
[dir | sa viak oto¢enim nemeni a preto determinant (23) je v kazdej
polohe suradného systému rovny nule a teda rovnica (22) je kvadra-

tickd pre v* a mozno ju pisat vo tvare

vt —v? (dyy + das + dsy) + diy dow — dyg doy +
+ d22 d33 - dg:; d;;g + (24)
_I_ d33 dll - d31 dl?‘ = O

Linedrny dlen tejto rovnice je

. [ M22 A23 ]l[‘;}‘ A:lli .
dyy + dyy + dsg =mn, 1 My Ay, + My, A uE
: | My, Ay M, Ay |]
. ”r /(
TN g Ay | T M 4y ()T
, M, A M, Ay |] .
R IV R S TR (25!
9 [ My Ass My Ay |]
TEM Ay || My Ay [T
c M?} Alf Mll Al2 1
el LA Rl T |
My Ay M,y Ay,
- 2”3 nx MI Ale + 1' ]'[ Az
.23 29 | 12 13

Vyraz (25) je symetricky v stradniciach tenzorov ¢ a u. Ked zavedieme
tenzor vlnovej normdly N,
3 3 8 3 .
N=2 Zn it =2 % Nip Lils, (26)
i=1 k1 i=1 k=1
mozno jednoduchou upravou nahliadnut, Ze ¢len (25) je symetricky vo
vietkych troch tenzoroch N, e=! a u~' a moZno mu dat takyto tvar:

Ny Mg Ay Ay Ny My My, Ay Ny
Ay g+ dgy = | Noy Myy Agg |+ | Aoy Nag Moy |+ | My Agg Ny |+
]V31 ]l[.%z A.'m A:n Mw M33 Zl[:}l A:m N:;:;
Ny Ay My Ay My Ny My Nis Ay
A Ny Aoo My |+ | Agy Moy Nog |+ | My Ny Aoy
Z\Tl;l A32 M;:i A31 M'ﬁi’ NZ$3 1;131 Z\T32 A‘i'»ﬁ
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Zavedenim jednotného oznacenia

(1) 2) 3)
(27)
]Vik = Pw Mkzpik' Aik — D
moZno napisaf predo$ly stfet vo form& sumdcie tak, Ze je
@ 0 ™
jPIl Pi2 PIS
29 0w o ¢ 5
= 7/
dn + d,, + dw= Zi P2L P22 P2§ (28)
O U <)
j*31 232 #33
(1.2,3)
kde stéet U znddi, ze je v tom tieba previest postupné vietky soskupe-
i,k
nia prvkov 1, 2, 3 v indexoch i, j, Je.
Pre urCenie absolutného ¢lena v rovnici (24)
a = d, ("2 di2 U21 + ~22 "33 — ~23 ~32 + "33 «ll ~31 4js
postadi, ked sa budeme zaoberat iba prvou dvojicou &Elenov
a, — dn dzz - d1’2 dz/’ (29)

pretoZze dalSie dostaneme z tejto cyklickou zdménou. V g, sa ruSia
Cleny: (4,)i ("22)3 s clenom id )i (di)* 9 ¢Elen ("11)2("22)1 s Elenom
("12)2("21)1 a ¢len ("11)3("12)2 s ¢lenom (4,,), (d,), > kde (<Z,), znai Z-y
¢len suétu d,, v (20) a v (21). Ostatnych dvandst Elenov v a, vhodné

upravime, takze je

n$ n, % Wi T n, % W3 % n, n$ % ni 11

45 =IM,, M,| 32 M\ [|A4, A%i| " ~=2~12 A, 432 |~31-11 9 F
«2 «3 % Wi Ir| n,n, n, n, n, n% W on, 1

+Mm, M, | Mp ) [|A, Asi| |4, 4a,, 4, 45| |AuA,l_|+
n, n, »3>1 Ir n, w, n, n, nz%l'l

+ M, M., | ai et [z a,| |~22 432 A%, 4i, || ooprsr ) T
\ n, n w, Wi TEE sy Wi % n$ ni Wi on, I
+M2[ 31| |*M33 ZETAl L | ~.31 4 <M2 =722 A™2  Ai, A\i A4,, |
h, n, % W It p op, "2 % n, n, ' n,n-, 1|
+M2S M?j AI-MHIIII’AiAZI ~22 A, Ai, A, | §i-r21-731 .

1 n,n “«.ni |r

n.n, n, n, n, n, «j Wi r

\MAM33 A3aJ/J[ Yio1n21

]

A?>2 AI2 A, A, |7 31 AL
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Clen v prvej hranatej zitvorke upravime takto:

Ny Ng Ng My ng Ng Ny Ny
-A21 A31 A52 A12 ASQ A32 A31 All

=N3 ["1 (Ayp Age — Ass A.‘u) + ng (A31 Ag— Asp An) + s (Azﬂ Ay — Amg)] =

n
“23“ (11 831 + 19 &35 + 13 &33).

Po takejto uprave aj ostatnych ¢&lenov v hranatych zdtvorkdch mozeme -
pisat

1
a = 2‘ K”’l €31 + Ny E39 _|_ ng 833) °

o Ny ng N, ny Ny ny N,
VO By M| M Mg | T | My M| | M, M, J*‘
) (| ns ng ny Ny Ny "3 Ny Ny ] ‘
T My Mg | " | Moy My | ™ Moy My | | My M| ] T
(| 7y ng ng M, Ng Ny ng Ny “
+N1 L M‘A2 M32 ’ M33 le’» o M23 Mif} : J”-EW M]2 -

1 .
= A (11 &1 - 1y 899 - 15 835) « | By (g Py —+ Mg Pag + N3 fhy3) +

+n2 (1) Py - My Ugp - Mg M) —+
+ 1y (M W31 - Ma Use | ng H35)] -

Pretoze daldic é&leny absoltitneho ¢lena @ dostaneme cyklickou z4--
menou, je

" (7’&1 Pu + "2 fg + N3 ul?i) 'f‘ LG} 'in &1+ Ny &0+ 15 813)+
a= A 4 13 (g Pgy + Mg ag + M3 Mag) +( + {2 (R18a1+Ra8ap -+ N38y3)+ ¢ =
+- my (1y g1 - Mg pgs + 105 fgs)) g (Mg 8y + Mg 850+ 13 E33)
1 5 3 3 3
T AM ["51 jflni " Sij] . (kz::l Z:Z»"Lnk " u“)' (30)

Pouzitim dvojbodkového sidinu mozno dat &lenu a tvar

_ 1 - =
o=~y @ N N, (31)

kde N je tenzor zavedeny v (26).



Zavedenim reciprokych tenzorov mozno pisaf (31) vo tvare

[Z\T ‘4;!'_‘ A23 + 7\7 A.‘%L’} ASL _{— _N ‘4-11 ALZ
aQ —= L P
. . 14y Ay B 4y Ase
A:‘.1 Aﬂ3 Al? All Aﬂl A-X:Z
QAT y 2 < T
TN gy a | T | TR 4,
l“ MoaBa| o | MnMo) o M,
DMy M, My, My, M, M .,
]l[gl ]‘[3‘3 ]‘[12 -ZIIIL Z‘[); Mg-g
2N, +2N,, —92N. )
+ ]\1“ Mg M }— - BTg3M1:: ' N My, M.,
ktorému mozno dat tvar stdéinu stétov determinantov
Ny My M| | My Ny My | |, M.
a=9 Noy M My |+ My, Ny My |4 | My M,
1\7'31 ]l-[x‘) Zl[‘ﬂ M‘H N§2 ﬂf'%? ) ]‘/[‘51 J‘{"}?
Z\Y” Al? Al3 All l\rl’ Al‘;; Al] A12
1 Ny An Ay |+ | Asr Noy Ay |+ 4ay Ase
N31 A:iz A:;:% A:u ]\T?r? A%‘—i A31 39
¢o vyjadrené oznadenim (27) diva
(i) () (k) | (7) (€2} (k)
‘ P P2 P ! Piv P12 P
R O ]“’f{f‘) G U ®
T CT R ik | P P2 Pas
) Gh 0w (OIS B ]
Psi Psz s | P31 P32 Pss

~——

(32)

Dosadenim do rovnice (24) dostdvame pomocou vyjadreni (28) a

(32) rovnicu rychlosti svetla v prostredi totdlne anizotropnom:

¢ G
P11 Pre 1’13}

1,2,3)| . )
4 PR i (i e i
VT — v !
ik | P2r P22 Doy
0 G )

P31 P Pisi
tu podla (27) je

1

L(1,22)

(@)
P
()
g,k P2
(¥)
D31

3

[©)IC]
P2 Pus
(G, k)
D22 Pos
Gy (&
P32 V33

Pik = NiNy,  Pix — My,

26

)

(e

Py P12 i3

L,3,3)1 .
I G

i)

(*)

Cig | D2t Paz Pl

SERURNCE
P31 P32 Pss |
(3
P = Au.

0; (33)



V sdtoch (12’7:)& (.1,2.3:,:).]‘6 treba postupne vykonat vietky od seba
rozdielne soskup;:l’ia plli:;kov 1, 2, 2, resp. 1, 3, 3 v indexoch i, j, k.
Tieto suéty maju preto na rozdiel od sactu (28) po troch determinan-
toch, kym v sudte (28) je ich Sest.

Pre explicitné vyjadrenie rovnice rychlosti svetla ako funkcie vlnovej
normély v suradnom systéme ry, s, L

n=-cosay, + cosfr, -+ cosyy
je vyhodné dosadit do rovnice (24) &leny (25) a (30), takze plati
vt — ot |VCOS2 o (Mgg A;;g —2 ]V[g:; A32 -f‘ M;;:; Agg) ‘l"

+cos? B (M3 A1y — 2 My, Ars + My, Ass) +

—+ cos® y (Myy Asg — 2 Mys Asy + My Ay1) —

—cosacos B (Mg Agy — My Ags — My Ay + Mgy Ayy) —
—cosfBcosy (Mo Ay, — Mg Asy — M5 Ay + M, Agy) —

—cos ycos @ (Myy Agy — My Aye — My, Ayy + Mys Ayy)| - (34)

—+ -A—l]l—l (8,1 €08 @ - 859 cO8% B - &5 cos™ 7 -
+— 2 &y c08 @ cos -4 2 &, cos feosy - 2 &, cos y cos a) .
(Mg co8® & 4 pyg cos? B+ pgy cos? y

—+ 2 g5 cos e cos 3 42 py5 cos f cos y + 2wy cos y cos o) = 0.

V Specidlnom pripade suosej anizotropie, v suradnom systéme,
ktorého osi lezia v osiach elipsoidov oboch tenzorov, takze tieto st dané
rovnicami (8), prechddza rovniea (34) do rovnice (9), pretoZe v tomto
pripade 4 =g, & & a M = uy py ls.

Pre mnohé obecné Gvahy je vhodné pootodit suradny systém tak,
aby vinovd normdla mala smer suradnej osi r;. Potom je

LIEEE
a cosa =1, cosf} ==cosy=0.

V tomto siradnom systéme sa rovnica (33) velmi zjednodusi, pretoze
(1) (1)

okrem p;,. vSetky ostatné py sh rovné nale, takze je
| M A-;; ]V[: Ao‘; 1[w M Am Ao‘.‘,
ot — U i 38 L }+ Mag Moy | Amds) (35)
]|['23 'AE}Z') MZE} 4422 M23 Mﬁfi A23 Al'!?‘
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Pretoze sucet koreiiov kvadratickej rovnice je rovny jej zdporne
vzatému linedrnému ¢lenu a ich sudin je rovny jej absolutnemu ¢lenu,

plati pre obe mozné rychlosti v; a v, vo smere n =g,

M22 A.ﬂ Mﬂ?n A23
” + = My Ay My, A22 (‘36)
a
Myo My, Agy Ay
R 22 LM as ' 22 4123 . (37)
Mg M, Agy Ass
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BrIBOIBI
B HacToAmleil craThe s ONpenc/dAi0 yPaBHeHHe CKOPDOCTH CBeTa B IIOJIHE
anu30TPOIHOM cpeje, B KOTOPOIil TuajleKTPHYecKasa MocToAHHAA 6 u MarHmT-
Hasg IPOHUIIAEMOCTh E ABJIAIOTCA TeH3opamu., HapBsAspiBasg Ha IIPEKHIOD
MoI0 paboTy A YKasplBalo, YTO €Il CBeT JOJKeH pPaclpoCTPaHATHCA B Ha-
paBjeHNN MePHeHuKY/IsApa BOJHBL 1, TO TPeTUuil cKajJsAp TeHszopa U,

U=v21—|-(u><;=/4_1)-(nx—s—:—])

AoJ/nKeH PaBHATLCA Hyo. VI3 3Toro ycjloBHA MBI MojiyyaeM JJis CKOPOCTH
cBeTa v (M3MepsieMy0 B eIMHUNAX CKOPOCTH CBETA B IYCTOTe) ypaBHeHHe:

[ O G &) O O w] L@ G) )
EPll P12 Pis . ‘P11 P12 Pis ‘P11 P12 P13
1,2,3) . . 1,2,2) . . 1,3,3) . .
T O I N O I ©) BN IO I R R
i,?,lk P21 P22 P ik ;‘le P32 Pas3 Y P21 P22 Pas
@ ) *] |G ) * @ G ®
P31 P32 P3s | |Ps1 Pe2 Pay | P31 P3s Py
rjae Mbl I10J1L30BAJIMCh CHeNYIOIIMU 0003HAYCHUAMY :
3
= X omy
=1
1)
Py = ;1
a0 et
i—1 k=1 kiR i=1 k=1 ¥ b
(2 (3)
Py = My, Pg = Ay
1,2,3)
Cymma Y c¢0oszHauaeT, 4yTo HaAm0 B Hell MOCTENEHHO HCIOJHUTHL BCe
i, 7, k
IPYIIIPOBKU dJieMellToB 1, 2, 3 B NokaszaTensax i, j, k (cymMmMa 1ecrtu ciara-
1,2,2) (1,3,3)
eMbIx), B cymmax S ou ) Hamo COBCPLIMTL BCe PasHbie APYr OT
.7 k i, 7,k

Apyra rpynnoMpoBKH 3JieMelToB 1, 2, 2 muam-mke 1, 3, 3 B mokazarensax i, j, k

(cyMMBI Tpex ciraraembix).
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Résumé

Dans ce mémoire je déduis 1'équation de la vitessc de propagation de la
lumitre dans un milieu totallement anisotrope, dans lequel la constante diélectrique
ainsi bien que la perméabilité magnétique sont de caractére tensoriel. En me référant
4 un de mes travaux antérieurs je démontre que, si la lumiére doit se propager
dans la direction du vecteur d’unité n normale au plan d’onde. le troisitme scalaire
du tenseur U, _ _

U=»14+mxp Hh.mxet)
doit étre égal a zéro. De cette condition j'obtiens pour la vitesse de propagation de
la lumiére v (rélative 2 celle dans le vide) 'équation
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Pig = M, pir = Air.

Les Air (M) sont les mineurs des éléments =i (1) dans le déterminant

leix |l (|1ix]) du tenseur diélectrique = (de permeabilité }_I), divisés par la valeur dun

déterminant || =i |} (|| ix ).
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