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O ROVNOMERNEJ K O N V E R G E N C I I 
SPOJITÝCH F U N K C I ! 

J Á N J A K U B Í K , Košice 

Cieibm dalších poznámok je vyšetrenie dvoch problemov, ktoré sa týkajú 
rovnomernej konvergencie spojitých funkcií. Aby sme ich mohli prehladne 
formulovat, zaveďme najprv tieto oznacenia: 

Nech M je množina všetkých spojitých funkcií x (t), t € <0,1>. Ďalej všade 
písmeny x, y, z, u, v, w, . . . (připadne s indexmi) značia prvky množiny M. 
Konvergenciu postupnosti funkcií v každom bode intervalu <0,1> budeme 
označovat xn -» x, rovnomernú konvergenciu v <0,1> xn => x. Pre Mx C M 
definujme množinu ML (Mr) t ak to : 
x € My (x £ Mx) vtedy a len vtedy, ak existuje postupnost {xn}, 
xn € M±, n = 1,2 . . ., taká, že platí xa -> x (xn => x). 

Naskytujú sa tieto otázky: 
1. Ci existuje vlastná podnozina Mx c M, pre ktorú platí M^ = M, Mx = Mx. 
2. Či existuje vlastná podnozina Mx c M, letová splňuje podmienky z otázky 1. 

a, taká, aby bola grupou (ak grupovou operáciou je scítanie funkcií). 
Dokážeme, že odpověď na obidve otázky je kladná. Dókaz vykonáme tak . 

že zostrojíme množiny, ktoré majú žiadané vlastnosti. 1 

V odseku 1 odvodíme niekolko pomocných viet. V odseku 2 urobíme vlastmi 
konstrukciu hladaných množin. 

1. 

Pojmy ,,rovnoměrné ohraničená postupnost funkcií í ť a ,,lineárna závislost 
funkcií í ( považujeme za známe. Postupnost (čísel alebo funkcií) budeme nazývat 
stacionárnou, ak existuje také číslo N, že všetky jej členy s indexmi vacšími 
ako N sú si navzájom rovné. 

Lemma I. Nech xn => x. Potom postupnost {xn) je rovnoměrné ohraničená. 
D ó k a z je zřejmý. 
Definícia 1. Nech A c M. Předpokládá jme, íe je dané zobrazenie množiny A 

na množinu B c M, (v označení d(A) = B, d(x) = y, x € A, y € B), pre ktoré 
platí: ku každému x € A existuje množina m(x) c (0,1) tak, že 1. pre xx 4= x2 je 

1 Otázky položil (vychádzajúc z problemov, ktoré sa týkajú topologických grup) 
L. Mišík, ktorý už skór vyriešil (iným postupom) prvú otázku. 
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m(xr) O m(x2) — 0.2. Ak d(x) == y, potom t € m(x) z=> x(t)— y(t)2.Zobrazenie 
týchto vlastnosti budeme volat deformáciou množiny A na B. Znakom d budeme 
všade dalej označovat deformáciu. 

Lemma 2, Nech d(A) = B. Potom A c B. 
T> ó k a z . Nech xQ € Á. Potom existuje postupnost xn -> x0, xn € A, n = 1, 

2, . . . Uvažujme postupnost {yn}, yn = d(xn). Dokážeme, že platí yn -> x0. 
Nech t € <0,1>. 1. Ak pre každé xn : t € m(xn), potom yn(£) = xn(t) -» #0(č). 

2. Ak pre isté xN : t € m{xN), potom pre n^> N : t€ m(xn), xn (ť) = vn(t), teda 
aj v tomto případe yn(t) -> x0(t). 

Poznámky. 1. Ak je speciálně Á = M, potom d(A) — B => B = M. 
2. Eahko sa dokáže zostrenie lemmy 2 : d(A) = B => Á = B. (To ďalej 

nepoužijeme). 
3. Lemma 1 a 2 nám naznačujú cestu k zostrojeniu příkladu na zodpovedanie 

otázky 1. Třeba vyjsť z nejakej množiny X, pre ktorú platí X = M a pokusit sa 
deformovat množinu X na množinu Y tak, aby žiadna nestacionárna postup­
nost {yn}, yn€Y nebola rovnoměrné ohraničená. Podlá lemmy 1 potom platí 
f = Y a podlá lemmy 2 Y = M. 

Lemma 3. Nech xx, x2, ... xk sú navzájom lineárně nezávislé funkcie, nech a1} 
sú reálné čísla (i = 1,. . . k, n = 1, 2 , . . . ) . Označme anxy + anx2 + . . . + a%xk = 
= in. Nech £n -> x. Potom funkcia x je lineárně závislá na x1, ... xk. 

D ó k a z . Pre k = 1 je tvrdenie zřejmé. Predpokladajme, že je to dokázané 
pre 1, 2, . . . k — 1. 

a) Ak sa z postupnosti {a%} dá vybrat konvergentná čiastocná postupnost 
ak'-> ak, vyberme k nej príslušnú ciastočnú postupnost {£'n} z postupnosti {£„}. 
Nech in = an'x1 + . . . + on

kxk. Potom an'x1 + . . . + an
k-x

xk-\ -* x — ĵb̂ fe* 
teda funkcia # — a^r^ je podlá indukcného předpokladu lineárně závislá od x1, 
. . . xk„x, z čoho vyplývá tvrdenie lemmy. 

b) Ak sa z postupnosti {a*,} nedá vybrat konvergentná čiastocná postupnost, 
dá sa z nej vybrat čiastocná postupnost {&%'} taká, že 1. \a%'\ -> OD, 2. a%' 4= 0. 
Vyberme k nej príslušnú postupnost lj'n = an'x1 + ag'#2 + . . . + ak'xk -> o:. 
Označme: n, 

^L = bf (i = 1, . . . fc — l ) .Pla t í — - > 0, teda: 
a & 

bn'xx + 65?̂ 2 + • • • + K-v*i*-\ + xk -> 0 

Podlá indukcného předpokladu by funkcia xk bola lineárně závislá od 
funkcií xl9 . . . , xk^1, co je spor s predpokladom. 

Dosledok 1. Nech platia předpoklady z lemmy 3. Potom každá z postupností 
{an} (i = 1, . . . k) je konvergentná. 

2 Znak => na tcmto mieste značí implikáciu. V dalšcm texte je zo súvislcsti zřejmé 
o aký význam symbolu => ide. 
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Do k a z . Stačí dokázať, že postupnosť {a%} je konvergentná. Pod-Ta dókazu 
predošlej leminy sa dá z nej vybrať konvergentná ciastočná postupnosť 
a%' -*a'k. Ak číslo ak je hromadným bodom postupnosti {a%}z, existuje jej 
ciastočná postupnosť an

k -> ak. Vyberme příslušné postupnosti z postupnosti 

^"'' rn = an'x1 + . . . -f a%' xk -* x, 

K = < ' * ! + . . . +afxk-»x. 
Z toho vyplývá: 

« - af)Xl + . . . + (a^ - a^x^ -> (a'k ~ ďk)xk. 

Ak by a'k — ak + 0, dostali b y sme spor s tvrdením lemmy 3. Teda postupnosť 
{a%} má jediný hromadný bod a je konvergentná. 

Dóslcdok 2. Nech platia předpoklady z lemmy 3, nech a^i — 1, . . . k, 
n = 1, 2, . . .) sú celé čísla. Potom postupnost {£„} je stacionárna. 

D ó k a z . Stačí dokázať, že každá z postupností {an-} (i — 1 . . . k) je stacio­
nárna. Podlá dósledku 1 postupnosť {a^} je konvergentná. Postupnosť, ktorej 
všetky členy sú celé čísla, móže byť konvergentná len vtedy, keď je stacio­
nárna. 

Poznámka. Predošlá lemma vyplývá bezprostředné a priamo zo základných 
viet teorie lineárnych priestorov s konečným počtom dimenzií. 

Lemma 4. Nech xl9 . . . , xk sú lineárně nezávislé funkcie, nech CJ (i = 1, . . . k, 
n = 1, 2, . . . ) sú celé čísla, nech postupnost {£„}, £n = cnxx + . . . - { - c%xk má 
všetky členy navzájom rózne. Potom postupnost {!„} nie je rovnoměrné ohraničená. 

D ó k a z . 1. Nech k = 1. Kedže postupnosť celých čísel {cn} je prostá, platí 
cn\ -> co. Postupnosť funkcií {cjx\} potom nemóže byť rovnoměrné ohraničená. 

2. Predpokladajme, že tvrdenie je dokázané pre 1, 2, . . . k—1. Predpokla-
dajme, že by postupnosť {gn} bola rovnoměrné ohraničená. 

a) Ak by přitom postupnosť {c%} bola ohraničená, obsahovala by len ko­
nečný počet róznych cleno v; postupovať s členmi 

š% = cn
1x1+ . . . +c%_1xk_1 (1) 

by potom musela obsahovať nekonečné mnoho róznych élenov, teda by sa 
z nej dala vybrať ciastočná postupnosť {£g'}, ktorej všetky členy by boli na­
vzájom rózne. Z uvedených predpokladov zároveň vyplývá, že by postupnosť 
{£%'} bola rovnoměrné ohraničená (kedze |jf = kn

r — c%xk)- To je spor s indukč-
ným predpokladom. 

b) Ak {c%} nie je ohraničená, dá sa z nej vybrať taká ciastočná postupnosť 

{c%'}, že platí \c%'\ -» co, c%' + 0, teda—-r--> 0. Pre čiastočnú postupnosť {c%'} 
ck 

3 Podlá časti b) dókazu leniny 3 -f oo ani oo nernóžu byt hromadnými bodmi 
uvažovanej postupnosti. 
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vybernle príslušnů postupnost {£n}, i-'n = cfx1 + •-• + ckxk- Oznamme 

l- = bf, i = 1, . . .k — 1. Z předpokladu o rovnomernej ohranicenosti po-

stupnosti {š'n} vyplývá, že postupnost o clenoch 

— -^ f n = bi Xl + • • ' + bTk-lXk-l ~~ Xk 
Ck 

konverguje k funkcii x = 0, teda br(x1 + . . . + b%L1xk_1 -> xk .Podlá lemmy 3 
by funkcia xk bola lineárně závislá o d ^ , . . . Xk-i> co je spor s predpokladom. 

Poznámky. 
1. Nech x 6 M, nech / c <0,1>. Pod znakom xr budeme rozumieť funkciu, 

ktorej oblasťou definície je množina I a ktorá na tejto množině nadobúda 
rovnaké hodnoty ako funkcia x. Budeme hovořit, že funkcie xl9 .. . XkSÚ 
lineárně závislé, resp. nezávislé na I, ak funkcie xxl, . . . , x^ su lineárně závislé, 
resp. nezávisle. Ak funkcie xu, . . . xkl sú lineárně nezávislé na I, potom sú 
lineárně nezávislé (opačné tvrdenie neplatí). 

2. Připomeňme výslovné, že v lemmách 3 a 4 je nie potřebné předpokládat, 
že uvažované funkcie majú za oblast definície interval <0,1> (oblast definície 
móže byť 1'ubovol'ná, ovšem rovnaká pre všetky funkcie xl9,.. .x^, x). 

Definícia 2. Funkciu x G M budeme volat racionálnou lomenou ciarou, ak 
existuje prirodzené číslo n a racionálně čísla 0 == t0. <^ tx <^. . .<^ tn = 1 také, 
ze 1. x (t^ je racionálně číslo (i = 0,1,. . .n), 2. funkcia x je lineárna v intervale 
(t^1, ti} (i = 1, . . . n). Množinu vsetkých racionálnych lomených čiar budeme 
označovat X. 

Lemma 5. Množina X je spoČítatelná a platí X = M. 
D o k a z oboch tvrdení je zřejmý. (Platí dokonca X = M). Množinu X 

budeme v ďalšom uvažovat v tvare postupnosti X = {xn}. 
Definícia 3. Zvolme si postupnost otvorených intervalov In, n = 1, 2, . . . , 

Inc<0,-— > s racionálnymi koncovými bodmi, z ktorých lubovolné dva sú 

disjunktně. Funkcii xn € X přiřaďme funkciu yn definovánu takto: 
Ak t € In, položme yn(l) = xn(t). Nech In = (an, bn), v střede cn intervalu In 

nech yn(cn) = n + max \xi(cn)\ pre n^> 1; y^) = 1; v intervaloch (an, cn), 
t - = l f . . . n~T 

(cn, bn) utvoříme yn(t) tak, aby funkcia yn(t) bola lineárna vkazdom z intervalov 
(an, cny, (cn, bn}. Množinu všetkých funkcii, vystupujúcich v postupnosti {yn}, 
označme Y. Zrejme platí: 

Lemma 6. Priradenie d(xn) = yn, ktoré s?ne právě definovali, je deformáciou 
množiny X na Y. Platí Y c X. 

Lemma 7. Ý = Y. 
D ó k a z . Nech {n^ je postupnost prirodzených císiel; uvažujme postupnost 

1 ^7 Matematicko-fyzikálny časopis IV, 3. x%Jt 



{yn.}. Ak postupnosť {n,-} ob3ahu]e nekonečné mnoho róznych císiel, potonl 
podlá definície 3 postupnost {yn.} nie je rovnoměrné ohraničená, teda (podlá 
lemmy l ) n i e je rovnoměrné konvergentná. Ak {/̂ } obsahuje len konečný počet 
róznych císiel, potom je {yn.} alebo stacionárna, alebo divergentná. Tým je 
dókaz vykonaný. 

Veta 1. Platí Y = M,Ý = Y. 
D ó k a z prvého tvrdenia vyplývá z lemmat 5, 6 a 2; druhé tvrdenie je 

vyslovené v lemme 7. 
Dcfinícia 4. Nech A c M. Znakom g(A) označme množinu všetkých funkcií, 

ktoré sa dajú vyjádřit v tvare lineárně) kombinácie funkcií a^ A s celočíselnými 
koeficientmi. 

Zřejmé platí: 
Lemma 8. Nech A c M. Množina g(A) je grupa (kedpod grupovou operáciou 

rozumieme scitovanie funkcií). 
Poznámka. Postup pri sostrojovaní příkladu k otázke 2 bude tento : Vyjdeme 

od množiny Y z definície 3 a deformujeme ju na istú množinu Z tak, aby funkcie 
množiny Z boli lineárně nezávisle. Utvoříme množinu g(Z) a vyšetříme otázku 
rovnomernej ohranicenosti postupností, ktorých cleny sú prvkami g(Z). Na 
základe zistených vlastností množiny g(Z) deformujeme množinu Z na istú 
množinu V tak, aby žiadna nestacionárna postupnost, ktorej cleny patria do 
g(V), nebola rovnoměrné ohraničená. Výsledná množina bude W = g(V). 

Dcfinícia 5. Definujme množinu an c <0,1> (n = 1, 2, . . . ) takto: t € anvtedy 
a len vtedy, ak medzi funkciami y±, . . . yn^1 existuje aspoň jedna taká, ktorá nemá 
deriváciu v bode t. ax nech je rovná prázdnej množině. 

Lemma 9. Všetky množiny an sú konečné. 
D ó k a z vyplývá z definícií 3 a 5. 
Dcfinícia 6. Nech {In} je postupnost otvorených intervalov, z ktorých lubovolnc 

dva sú navzájom disjunktně, nech I'n C Q ,f>- Zvolme si v kazdom intervale In 

racionálně číslo tn, tnG an. Přiřaďme kazdej funkcii yn€Y funkciu zn, pre ktorú 
platí: 1. zn € X, 2. zn nemá deriváciu v bode tn, 3. pre t€Pn je yn(t) = zn(t). 
Takáto funkcia zn zrejme existuje. Množinu všetkých zn označme Z. 

Lemma 10. Pre množinu Z platí: 1. Z = M, 2. Z = Z, 3. funkcie množiny Z 
sú navzájom lineárně nezávislé v intervale <-£, §>. 

D ó k a z . 

1. Zobrazenie množiny Y na Z, zavedené v definícii 6, je zrejme deformácia, 
teda podlá vety 1 a lemmy 1 Z = M. 

2. Dókaz je taký ako v lemme 7, kedze na intervale <0, £> platí yn(t) = zn(t). 

3. Žiadna z funkcií zn je nie identicky rovná nule, (v intervale In je supremum 
funkcie zn ^ n). Funkcia zn nie je lineárně závislá od zx, . . . , zn^1 (v opacnom 
případe by malá deriváciu v bode tn, v spore s definíciou 6). Ak by sa zadala 
vyjádřit v tvare zn = axzni + . . . + akz móžeme bez ujmy všeobecnosti 
předpokládat an. =j= 0 ( i = 1,.. ./^.Nech^oJenajvacšiezcíselTi,^, . . ,nk. Potom 
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lby bolo znQ lineárně závislé od tx, . . . , ^ _ x , co je spor s už dokázaným tvrdením. 
Lemma 11. Označme Zn = {zx, z2, . . . zn). Množina g(Zn) obsahuje len konečný 

počet funkcií, ktorých absolutné hodnoty sú v kazdom bode intervalu <^, §> 
menšie ako n. 

D o k a z. Ak by takýchto funkcií v g(Zn) bol nekonečný počet, mohli by sme 
z nich utvořit postupnost, ktorej všetky členy by boli navzájom rózne. To by 
bol spor s lemmou 4, keďže funkcie zl9... zn sú lineárně nezávislé v intervale 

< * , ! > • 

Označme gi(Z±) = g(Z1), 9l(Zn) = g(Zn) - g(Zn_1) (n = 2, 3, . . . ) . 
Množinu všetkých funkcií, ktoré patria do gx(Zn) a ktoré nie sú identicky 

rovné nule a majú vlastnosti uvedené v predošlej lemme,4 označme g0(Zn). 
Ak g0(Zn) je neprázdná, budeme jej prvky označovat £5. Podlá lemmy 11 
móžeme písať g0(Zn) = {£j, . . . , gf}. Ďalej budeme používat označenia 

H = cnX + ci% + . . . +c»hny 

Ví = Cfz± + C»% + . . . + CjLxZ,,-!-

Bcfinícia 7. Nech {In} je postupnost otvorených intervalov, z ktorých Tubo-
voTné dva sú disjunktně, In c <f, 1> (n = 1, 2, . . . ) , nech I"n = • « , bn

n), ťn € In. 
Priradme kazdej funkcii zn€Z funkciu vn, definovánu takto: ak g0(Zn) = 0, 
nech vn = zn; ak g0{Zn) + 0, potom 

1. pre t € In nech vn(t) = zn(i), 
\y1n(f,r\\ _[_ w 

2. pre t = tn položme vn(i
1') = max l / t v f 1 . / — a k n > l5 a v^ťj = z"(in), 

i«i;..J« \cy\ 
3. v intervale (a/n, tn) \_(ín, bn)~\ definujme vn tak, aby funkcia vn bola lineárna 

v intervale « ' , Q [ < C 6J>], 
Množinu všetkých funkcií vn označme V. Označme dalej 

Vn = < V l , . . . . * „ > , j ^ ) == ^(7..), ^ ( F „ ) = g(V„) - g{V^.x)(n íš 2). 

Lemma 12. P t o í 1. V = -M, 2. funkcie množiny V sú navzájom lineárně 
nezávislé. 

D o k a z prvého tvrdenia vyplývá z toho, že zobrazenie množiny Z na F, 
uvažované v definícii 7, je zrejme deformácia. Dókaz druhého tvrdenia vy­
plývá z toho, že v intervale <£, f> platí z^í) = vn(ť) a z lemmy 10 a 3). 

Lemma 13. .ATecA n > 1. -YecA w € ^(íV,,), t í i-j-0. Potom existuje t0 6 <0,1> 
tó, ze \w(t0)\ ^ w. 

D ó k a z . Podlá předpokladu sa w dá vyjádřit v tvare w = c ^ + . . . - { - cnvn 

(Ci celé). Uvažujme prvok f = c-.^ + ...-{- cws„. Rozlišujeme tieto možnosti: 
1. f € Í 7 O ( ^ ) . Potom existuje í0 6 <£, f>, pre ktoré platí [f(ř0)| -Š w. Podlá 

4 t . j . v každom bode intervalu <J, £ > sú v absolútnej hodnotě menšie ako n. 
5 Kedže je n > 1 a ty g gx(ZH), ty + 0, musí byť c#« + 0. 
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definície 7 je však w(t0) = £(í0), teda \w(t0)\ > n. 2. £ É gr0(-2„). Potom je 
pre vhodné i € {l, . . ., l„> £ = £>?, 

f = c"''^ -f- . . . + c»'.3„, teda pre w platí: 

u» =- cfVi + . . . + c f r„. 

Podfa definície 7 pre ť = ť> platí |»„(ť„')| > J ^ l + * ( i = ,. . . .. /j. teda: 

k-wa ^ i»/7(ol + w, 
!'ť?(0 + <^„(Ol -* l^f-ííM - |'/7(i;')! -* n. 

Podlá definície 7 je ďalej v^t") = zť(i!£)(i = l. . . . w - 1), 

teda: 

>/7(o + c«vn(o = cfvx(tn) +... + ci_xvn_x(ťn) + Ó>„(C) = M O -
Podlá poslednej nerovnosti je |«'(/^;| ^ n. 

Pozr.ámka. Zrejme platí g(V) = Ug(Vn) = EtyiíY-)-
n = l n=-»l 

Veta 2. Označme W = #(7). Množina W je grupa a platí pre nu W = M, 
W = IV.6 _ 

D ó k a z . Je zřejmé, že r/(V) je grupou. Keďže V c IV, V = M, tým skór 
platí IV = M. 

Nech w„ € lV(?i = 1 , 2 . . .) , wn => u€ M. Nech existuje také prirodzené 
číslo N, že všetky členy postupnosti {wn} Ježia v množině g(VN). Podlá dólscdku 
2 lemmy 3 postupnost {ivn} je stacionárna, teda platí iv € TV. 

Ak neexistuje také prirodzené číslo N, že všetky členy postupnosti {icn} 
ležia v množině g(VN), potom pre lubovolné N existuje m ^> N tak, že i stý 
člen Wn uvažovanej postupnosti patří do g^Vm). Teda je max |&n«(£)| -ž m 

(podlá lemmy 13). Postupnost {wn} nie je potom rovnoměrné ohraničená, teda 
nie je rovnoměrné konvergentna, čo je v spore s predpokladom. 

Poznámka. Výsledky lemmy 10 a vety 2 možeme zhrnúť t a k t o : 
Existuje množina Z C M, pre ktoré platí 
1. fimkcia množiny Z sú n a v z á p m lineárně nezávislé 
2. Z = Jf, g(Z) = g(Z) =#= M. 

Došlo dňa 26. januára 1954. 

O PABHQMEPHOJÍ CXOftMMOCTM HEITPEPBIRHBIX d>yHKIíM]/l 
ÍIH flKYBPIK 

B L I B O A U 

nycTB M — MHO/KecTBo Bcex iienpepLiBiiLix (fiyiiKiiiTH x(t), t € <0,1>. TDVKBLI X, y, . . . 

B CTaTi>e oGosnanaioT ajieMciiTU MHO/KecTBa M. CXO/IHMOCTL nocTie^oBaTeJitnocTH ^yiiKiuiii 

B KaHí/iOM TOHKe HHnepnajia <0,1> MLI GVACM oGoaiianaTk x„ -> x, paBHOMepnyio cxo-

/IHMOCTB X„ => x. 

6 Zrejme W 4= M. 
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Пусть Мх с М . Определим множество М1 с М (Мг с М) следующим образом: 
* € Л1\ (х € МО тогда и только тогда, если сусчествуем последовательность {хя}: 

х„ 6 Л/-., /г = 1,2, . . . , такая, что имеет место х„ «-> о; (а?я => а?). 
Множество М — группа (если групповую операцию представляет сложение фун­

кций). Если МгС2М, обзначим через ё(Л/.) персечение всех подгрупп группы М, 
содержащих множество Мг. В стате построен пример множества 2 с М , которое 
имеет следующие свойства: 

1. Функсии множестра % линейно незавиеимы 
2.2=М, § Й = § Й Ф М . 

3 Materaaticko-fyzikálny časopis IV, 3, VaX* 
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