Matematicko-fyzikalny ¢asopis

Jan Jakubik
O rovnomernej konvergencii spojitych funkcif

Matematicko-fyzikdlny ¢asopis, Vol. 4 (1954), No. 3, 154--161

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126844

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1954

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126844
http://project.dml.cz

O ROVNOMERNE]J KONVERGENCII
SPOJITYCH FUNKCII

JAN JAKUBIK, Kosice

Cielom dalsich poznamok je vySetrenie dvoch problémov, ktoré sa tykaju
rovnomernej konvergencie spojitych funkeii. Aby sme ich mohli prehladne
formulovaf, zavedme najprv tieto oznadenia:

Nech M je mnozina vietkych spojitych funkeii z (t), t € €0,1>. Dalej viade
pismeny =z, v, 2, w, v, w, ... (pripadne s indexmi) znadia prvky mnoziny M.
Konvergenciu postupnosti funkeii v kazdom bode intervalu (0,1> budeme
oznadovat x, — x, rovnomernu konvergenciu v <{0,1> x, = z. Pre M, c M
definujme mnozinu M, (]ﬁl) takto:

x € M, (x € Il,) vtedy a len vtedy, ak existuje postupnost {z,},
x, €M, n=12..., taka, ze plati 2, > = (2, = 2).

Naskytujt sa tieto otazky:

1. Ci existuje vlastnd podno¥ina M, c M, pre kiord plati M, = M, M, = M, .

2. (i existuje vlastnd podnofina M, c M, ktord splivuje podinienky z otdazky 1.
a takd, aby bola grupou (ak grupovou operdciou je sCitanie funlkcit).

Dokédzeme, Ze odpoved na obidve otdzky je kladnd. Dokaz vykondme tak.
ze zostrojime mnoziny, ktoré maju Ziadané vlastnosti.!

V odseku 1 odvodime nickolko pomocnych viet. V odseku 2 urobime vlastni
konstrukeiu hladanych mnozin.

Pojmy ,,rovnomerne ohrani¢ena postupnost funkeii* a ,,linedrna zavislost
funkeii‘‘ povazujeme za zname. Postupnost (¢isel alebo funkeif) budeme nazyvat
staciondrnou, ak existuje také &islo N, Ze vietky jej ¢leny s indexmi viiésimi
ako N st si navzajom rovné.

Lemma 1. Nech z, => x. Potom postupnost {x,} je rovnomerne ohranitend.

Doékaz je zrejmy.

Definicia 1. Nech A © M. Predpokladajme, Ze je dané zobrazenie mnoZiny A
na mnofinu B € M, (v oznaleni d(A) = B, d(x) = y, x € A, y € B), pre ktoré
plati: ku kaZdému x € A existuje mnofina m(x) c {0,1) tak, Ze 1. pre x, == w, je

1 Otézky poloZil (vychédzajic z problémov, ktoré sa tykaji topologickych griip)
L. Misik, ktory uZ skér vyriesil (inym postupom) prvu otézku.
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m(z) Nm(xy) = 2. 2. Ak d(x) = y, potom t € m(x) = % (t)= y(1). Zobrazenie
tyjchto viastnosti budeme volat deformdciou mnoZiny A na B. Znakom d budeme
véade dalej oznadovat deformdciu.

Lemma 2. Nech d(4) = B. Potom 4 c B.

Dokaz. Nech z,€ 4. Potom existuje postupnost x, — 2y, 2, € 4, n =1,
2, ... UvaZujme postupnost {#,}, v, = d(x,). Dokdzeme, Ze plati y, = z,.

Nech t € ¢0,15. 1. Ak pre kazdé a, : t € m(x,), potom y,(t) = x,(t) — 2(t).
2. Ak preisté xy : t € m(xy), potom pre n > N : 1 € m(x,), @, (t) = v,(t), teda
aj v tomto pripade y,(t) = x(f).

Poznamky. 1. Ak je 3pecialne 4 = M, potom d(4) = B = B = M.

2. Lahko sa dokéZe zostrenie lemmy 2:d(4) = B => 4 = B. (To dalej
nepouZijeme).

3. Lemma 1 a 2 ndm naznadéuji cestu k zostrojeniu prikladu na zodpovedanie
otdzky 1.Treba vyjst z nejakej mnoziny X, pre ktora plati X = M a pokdsit sa
deformovat mnoZinu X na mnozinu Y tak, aby Ziadna nestacionarna postup-
nost {v,}, ¥, € Y nebola rovnomerne ohrani¢end. Podla lemmy 1 potom plati
Y =Y a podla lemmy 2 ¥ = M.

Lemma 3. Nech x,, x,, ... st navzdjom linedrne nezdvislé funkcie, nech a%
stredlne éisla (t=1,... k,n = 1,2,...).0znaéme a?x, + alxy, + ... + afa, =
= ¢,. Nech &, — x. Potom funkcia x je linedrne zdvisld na x,, ... x.

Dékaz. Pre k = 1 je tvrdenie zrejmé. Predpokladajme, Ze je to dokdzané
prel, 2, ... k— 1.

a) Ak sa z postupnosti {a}} d4 vybrat konvergentnd Ciastoénd postupnost
ap’— aj,, vyberme k nej prislusnt éiastoént postupnost {£} z postupnosti {£,}.
Nech &, =a%2 + ... + a¥'ap. Potom o¥ax, + ... + afly2p 4 = — ajxy,
teda funkcia 2 — ajay, je podlaindukéného predpokladulinearne zavisla od «; ,

. &y, % Coho vyplyva tvrdenie lemmy.

b) Ak sa z postupnosti {a}} nedd vybrat konvergentnd ¢iastoénd postupnost,
dé sa z nej vybrat Giastoéna postupnost {a}’}) takd, ze 1. |a}| - o, 2. a}’ = 0.

Vyberme k nej prislusntt postupnost &, = a’;'xl +afxy, + ... 4 af x> .
Oznacdéme: n,
L —i=1,...k—1). Platl > 0, teda:
Ak 4
Vo, + by + o0 F e, + 2, >0
b’l"xl - bg":cz T bz'.lxk_l—> — Xp.
Podla indukéného predpokladu by funkcia =z, bola linearne zavisla od
funkeii z;, ..., ¥;_4, ¢o je spor s predpokladom.

Dosledok 1. Nech platia predpoklady z lemmy 3. Potom kaZdd z postupnosti
{a?} (¢ = 1, ... k) je konvergentna.

? Znak => na tcmto mieste znaé¢i implikdciu. V dalem texte je zo suvislosti zrejmé
o aky vyznam symbolu => ide.
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Dokaz. Stadi dokazaf, ze postupnost {a}} je konvergentna. Podla d6kazu
predoslej lemmy sa d4 z nej vybrat konvergentna d¢iastoénd postupnost
ay’ - aj,. Ak ¢islo af je hromadnym bodom postupnosti {af}? existuje jej
tiastoénd postupnost a}” — af. Vyberme prisluiné postupnosti z postupnosti

(&)

E=aV2, 4+ ... +af vp >,
E=a"z,+ ... +a}" x> w.
Z toho vyplyva:
’ »
(a7 — ai%)a, + ... + (afly — afZy) @y = (a, — a)ay.

Ak by a;, — aj =+ 0, dostali by sme spor s tvrdenim lemmy 3. Teda postupnost
{a}} mé jediny hromadny bod a je konvergentnd.

Bosledok 2. Nech platia predpoklady z lemmy 3, nech at(t = 1, ...k,
n =1,2 ...) st celé &isla. Potom postupnost {£,) je staciondrna.

Dokaz. Staéi dokdzat, ze kazdd z postupnosti {a?} (1 =1 ... k) je stacio-
nérna. Podla dosledku 1 postupnost {a7} je konvergentnd. Postupnost, ktorej
vietky dleny su celé ¢isla, méze byt konvergentna len vtedy, ked je stacio-
narna.

Pozndmka. Predosld lemma vyplyva bezprostredne a priamo zo zakladnych
viet tedrie linedrnych priestorov s koneénym poétom dimenzii.

Lemma 4. Nech z,, . .., x, st linedrne nezdvislé funkcie, nech ¢? (i = 1, ...k,
n=1, 2 ...) sd celé &sla, nech postupnost {&,}, &, = ¢z, + ... + cjx, md
vetky Eleny navadjom rdzne. Potom postupnost {&,) nie je rovnomerne ohranidend.

Doékaz. 1. Nech k = 1. KedZe postupnost celych &isel {¢7} je prostd, plati
¢?| - ». Postupnost funkeif {¢?2,} potom nemdZe byt rovnomerne ohranidend.

2. Predpokladajme, Ze tvrdenie je dokdzané pre 1, 2,...k—1. Predpokla-
dajme, Z%e by postupnost {£,} bola rovnomerne ohranidend.

a) Ak by pritom postupnost {cZ} bola ohrani¢end, obsahovala by len ko-
neény pocet réznych célenov; postupovat s élenmi

g =cx + ... + 2,4 (1)
by potom musela obsahovat nekonetne mnoho réznych c¢lenov, teda by sa
z nej dala vybrat diastoénd postupnost {é7}, ktorej vsetky Eleny by boli na-
vzajom rozne. Z uvedenych predpokladov zaroven vyplyva, Ze by postupnost
{&7} bola rovnomerne ohranidend (kedze &{3" = &,/ — cjxy). To je spor s induké-
nym predpokladom.

b) Ak {c}} nie je ohranifend, da sa z nej vybrat taka ciastoéna postupnost

1 ; . v ’
{cz’}, e plati [c¢f'| > o, ¢} 0, tedaz-;,—-—» 0. Pre Giastoén@t postupnost {c}’)
k

3 Podla Gasti b) dokazu lemny 3 4 o ani— o nemdzu byt hromadnymi bodmi
uvazovanej postupnosti.
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vyberme prisluint postupnost {£]}, & = ¢¥2 + ... + ¢¢'z;,. Oznadme

— 9% =", 1 =1,...k — 1. Z predpokladu o rovnomernej ohraniéenosti po-
Ck
stupnosti {£;} vyplyva, Ze postupnost o ¢lenoch
1 , ,
-——--(T;;Erl‘ == bi‘ o + ...+ ()ﬁ_lmk_l — Xy
Ck
konverguje k funkeii x = 0, teda 6%'x, + ... + 02,24 = . .Podla lemmy 3
by funkeia @ bola linedrne zavisla od z,, ... x,_;, ¢o je spor s predpokladom.
Poznamky.

1. Nech 2 € M, nech Ic {0,1>. Pod znakom x; budeme rozumiet funkeiu,
ktorej oblastou definicie je mnozina I a ktord na tejto mnozine nadobida

rovnaké hodnoty ako funkcia z. Budeme hovorit, Ze funkcie z, ... 2;st
linedrne zavislé, resp.nezavislé na I, ak funkeie @y, . . ., @5 st linedrne zavislé,
resp. nezavislé. Ak funkeie xy;, ...y s linedrne nezdvislé na I, potom st

linedrne nezavislé (opadné tvrdenie neplati).

2. Pripomenme vyslovne, Ze v lemmach 3 a 4 je nie potrebné predpokladat,
Ze uvaZované funkecie majt za oblast definicie interval (0,1> (oblast definicie
méze byt l'ubovolns, oviem rovnaké pre vietky funkcie xy,.. .z, ).

9

.

Definicia 2. Funkciu x € M budeme volat raciondlnow lomenouw Eiarou, ak
existuje prirodzené éislo n a raciondlne &isla 0 = t,. < t,<...<t, = 1 také,
Ze 1. x (t;) je raciondlne &islo (i = 0,1,...n), 2. funkcia x je linedrna v intervale
gy > (8= 1,...n). MnoZinu véetkyjch raciondlnych lomenych Eiar budeme
oznacovat X.

Lemma 5. Mnofina X je spofitatelnd a plati X = M.

Do6kaz oboch tvrdeni je zrejmy. (Plati dokonca X = M). Mnozinu X
budeme v dalSom uvaZovat v tvare postupnosti X = {x,}.

Definicia 3. Zvolme si postupnost otvorenych intervalov I,, n =1, 2, ...,
I, c <O,—‘3— s raciondlnymi  koncovymi bodmi, z ktorych Tubovolné dva si

disjunktné. Funkcii x, € X priradme funkciu y, definovani takto:
Ak t€ I, poloZme y,(l) = x,(t). Nech I, = (a,, b,), v strede ¢, intervalu I,

nech y,(c,) = n 4+ max |x;(c,)| pre n "> 1; y(c,) = 1; v intervaloch (a,, c,),
i=1l,...n—1

(Cy» by) utvorime y,(t) tak, aby funkcia y,(t) bola linedrna v kaZdom z intervalov
By s €y {Cyy b,>. MunoZinu véetkyjch funkcii, vystupujicich v postupnosti {y,},
oznaéme Y. Zrejme plati:

Lemma 6. Priradenie d(x,) = y,, kioré sme prdve definovals, je deformdciou
mnoZiny X na Y. Plat{ ¥ c X.

Lemma 7. ¥ = V.

Do6kaz. Nech {n;} je postupnost prirodzenych ¢isiel; uvaZujme postupnost

Matematicko-fyzikalny &asopis IV, 3. .157



{¥s;}). Ak postupnost {n;} obsahuje nekoneéne mmnoho réznych 8isiel, potom
podla definicie 3 postupnost {y,,} nie je rovnomerne ohrani¢end, teda (podla
lemmy 1) nie je rovnomerne konvergentna. Ak {»,;} obsahuje len koneény poéet
réznych ¢isiel, potom je {y,} alebo stacionarna, alebo divergentnd. Tym je
doékaz vykonany.

Veta 1. Plati ¥ = M, Y =Y.

Doékaz prvého tvrdenia vyplyva z lemmat 5, 6 a 2; druhé tvrdenie je
vyslovené v lemme 7.

Definicia 4. Nech A ¢ M. Znakom g(A) oznaéme mnoZinu vetkych funkcii,
ktoré sa daji vyjadrit v tvare linedrnej kombindcie funkcii a; € A s eelotiselnymi
koeficientma. )

Zrejme plati:

Lemma 8. Nech A ¢ M. MnoZina g(A4) je grupa (ked pod grupovou operdciou
rozumieme séitovanie funkcit).

Poznadmka. Postup pri sostrojovani prikladu k otdzke 2 bude tento: Vyjdeme
od mnoziny Y z definicie 3 a deformujeme ju na istd mnozinu Z tak, aby funkecie
mnoziny Z boli linedrne nezavislé. Utvorime mnozinu ¢(Z) a vysetrime otdzku
rovnomernej ohranidenosti postupnosti, ktorych éleny st prvkami g(Z). Na
zaklade zistenych vlastnosti mnoziny ¢(Z) deformujeme mnozinu Z na ista
mnozinu V tak, aby Ziadna nestaciondrna postupnost, ktorej ¢leny patria do
g(V), nebola rovnomerne ohranitend. Vyslednd mnozina bude W = g(V).

Befinicia 5. Definujme mnofinu a, € 0,1y (n = 1, 2, ...) takto: t € a, viedy
a len viedy, ak medzi funkciams y, , . . . Y,—q existuje aspon jedna takd, kiord nemd
derivdciu v bode t. a; nech je rovnd prdzdnej mnoZine.

Lemma 9. Vetky mnoZiny a, si koneéné.

Dokaz vyplyva z definicii 3 a 5.

Befinicia 6. Nech {I}} je postupnost otvorengjch intervalov, z ltorych Lubovolné
dva st navzdjom disjunkiné, nech I, C (%.%>. Zvolme si v kaZdom intervale I
raciondlne &islo t,, ¢, €q,. Priradme kazdej funkcii y, € Y Junkciwz,, pre kiord
plati: 1. z, € X, 2. z, nemd derivdciu v bode t,, 3. pre t€ I, je y,(t) = 2z,(t).
Takdto funkcia z, zrejme existuje. MnoZinu véetkijch z, oznaéme Z.

Lemma 10. Pre mnoZinu Z plati: 1. Z = M, 2. Z = Z, 3. funkcie mnoZiny Z
st navzdjom linedrne nezdvislé v intervale <}, %).

Doékaz.

1. Zobrazenie mnoziny Y na Z, zavedené v definicii 6, je zrejme deformdcia,
teda podla vety 1 a lemmy 1 Z = M.

2. Dokaz je taky ako v lemmes 7, ked’e na intervale <0, 3D plati ,(f) = 2,(¢).

3. Ziadna z funkeii z, je nie identicky rovné nule, (v intervale I, je supremum
funkcie z, = n). Funkecia z, nie je linedrne zavisld od z,, ..., 2,— (Vv opaénom
pripade by mala derivaciu v bode ¢,, v spore s definiciou 6). Ak by saz, dala
vyjadrit v tvare z, = Uyp oo+ U2y, moéZeme bez ujmy vSeobecnosti
predpokladat a,; == 0 (: = 1,. . . k). Nech i je najviiiie z disel n, ny,. . .7 . Potom
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by bolo z, linedrne zévislé od z,, . . ., 2,~, 0 je spor s uz dokazanym tvrdenim.

Lemma 11. Oznaéme Z,, = {21, %, - - . 2a}. MnoZina g(Z,) obsahuje len koneény
polet funkeid, ktorych absolitne hodnoty st v kaZdom bode intervalu <%, %>
mendie ako n.

Dokaz. Ak by takychto funkeii v g(Z,) bol nekoneény pocet,mohli by sme
z nich utvorit postupnost, ktorej vietky ¢leny by boli navzéjom rézne. To by
bol spor s lemmou 4, kedZe funkcie 2, ...z, st linedrne nezavislé v intervale
G, .

Oznaéme gl(Zl) = g(Z1)7 gl(Zn) = g(Zn) - g(Zn—-l) (n = 2’ 39 o )

Maozinu vSetkych funkeif, ktoré patria do g,(%,) a ktoré nie st identicky
rovné nule a maji vlastnosti uvedené v predoslej lemme,* oznaéme go(Z,).
Ak go(Z,) je neprazdna, budeme jej prvky oznacovat &%7. Podla lemmy 11
mbzeme pisat go(Z,) = {&%, ..., E;’"}. Dalej budeme pouzivat oznadenia

&1 = ¢tz + Pizg + ...+ iz,
n = o o+ Gl

Definicia 7. Nech {I} je postupnost otvoreniych intervalov, z ktorych Tubo-
volné dva st disjunkiné, I, < (%, 1> (n =1, 2,...), nech I, = (a,, by), i1 € I..
Priradme kaZdej funkcii z, € Z funkciw v,, definovand taklto: ak go(Z,) = @,
nech v, = z,; ak go{Z,) == o, potom

1. pre t € I" mech v,(t) = z,(t),

4

2. pre t = 1;, poloZme v,(i") = max M‘—ﬂ

t=1,...0n IL:zll

3. v antervale (ay, 17) [(1y, by)] definujme v, tak, aby funkcia v, bola linedrna
v entervale aj, t,) [{in, bp)].

MnoZinu véetkijch funkcii v, oznaéme V. Oznaéme dalej

Vn = {7”1’ ce 1)”}, gl(Vl) = g( Vl): gl(Vn) = g(Vn) - g(Vn—l)(n % 2)

Lemma 12. Plati 1. V = M, 2. funkcie mnoziny V st navzdjom linedrne
nezdvislé.

Doékaz prvého tvrdenia vyplyva z toho, Ze zobrazenie mnoZiny Z na V,
uvazované v definicii 7, je zrejme deformdcia. Dékaz druhého tvrdenia vy-
plyva z toho, Ze v intervale <}, §) plati z,(t) = v,(¢) a z lemmy 10 a 3).

Lemma 13. Nech n >>1. Nech w € g,(W,), w == 0. Potom ewistuje t, € {0,1>
tak, Ze |w(ty)| = n.

Doékaz. Podla predpokladu sa w da vyjadrit v tvare w = ¢,v; + ... + ¢,v,
(¢; celé). Uvazujme prvok & = ¢;2; + ... + ¢,2,. RozliSujeme tieto mozZnosti:
1. £ € gy (Z,). Potom existuje t, € (4, 25, pre ktoré plati [&(f)| = n. Podla

akn > 1% a v (t7) = 24(4%),

4 t.j. v katdom bode intervalu <}, % > st v absolitnej hodnote menSie ako n.
8 Kedie je n> 1 a &€ gy(Z,), £ =E 0, musi byt ¢ = 0.
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definicie 7 je viak w(ty) = &(ty), teda |w(ty)] = n. 2. £€ go(Z,). Potom je
pre vhodné i €{1,...,[,} & = ¢,

=iy ... + criz,, teda pre w plati:
w = ctiv; 4 ... + crip,.
Podla definicie 7 pre ¢ = {; plati [v,(i2)] = "’{n,i;\, +T | (= 1.....1,). teda:
on oni n’s
n
lc-::"vn(f:,‘fl = Pty =+ n,
)+ exin, (i) = et — ) =

Podla definicie 7 je dalej v; (t”) =z =1....n -1),
teda:
i) A+ aiealin) = o) + .+ Glav,na(tn) + cio,(t) = ().
Podla poslednej nerovnosti je lee(tn)] = n.

Pozramka. Zrejme plati g(V) = F]g(V,,) = 5g1(V,,).
n=1 n=1

Veta 2. Oznacme W = g(V). Mnofina W je grupa a plati pre viu W = M,
W= w.s

Dékaz. Je zrejmé, Ze g(V) je grupou. Kedse V ¢ W, V = M, tym skoér
plati W = M.

Nech w, € Win =1, 2...), w, = w€ M. Nech existuje také prirodzené
¢islo N, ze vsetky cleny postupnosti {w,} lezia v mnozine g(Vy). Podla ddlsedku
2 lemmy 3 postupnost {w,} je staciondrna, teda plati w € W.

Ak neexistuje také prirodzené Cislo N, Ze vietky ¢leny postupnosti {w,)
lezia v mnozine g(Vy), potom pre l'ubovolné N existuje m > N tak, ze isty
¢len wa uvazovanej postupnosti patri do ¢, (Vy). Teda je()l;ltﬂgl]w,,m(t}i =m

(podla lemmy 13). Postupnost {w,} nie je potomrovnomerie ohrani¢ena, teda
nie je roviomerne konvergentnd, ¢o je v spore s predpokladom.
Pozndmka. Vysledky lemmy 10 a vety 2 moZeme zhruaf takto:
Existuje mncZiva Z ¢ M, pre ktoré plati
1. funkeia mnoziny Z s navzajom linearne nezavislé

2.7 =M, g(Z) =g(Z) + M.
Doglo dnia 26. janudra 1954.

O PABHOMEPHOW CXOIMMOCTY HEIIPEPBIBHEIX ®YHKIINNA
sIH AKYBUK ‘
Bripogur

Mycts M —— MuoskecTRO BCEX HenpepuiBIniX Qynrnuit z(f), ¢ € <0,1>. byksu =, y, . . .
B cTaThe 00031a9aIoT aieMeiTh MHOKecTBa M. CXOJMMOCTE 110CJIeA0BATEABIOCTH YyHKIIIA
B Kasmoll Touxke unmepnaia <0,1> myum Oypem obosmadats x, — «, PABHOMCPHYIO CXO-

JAUMOCTD , => Z.

§ Zrejme W == M.
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Oyers M, € M. Onpepemm muoectso M, c M (#, © M) cnenyomunt oGpazon:

x € M, (x € M,) TOrga M TONBLKO TOTAA, €C/H CYCUeCTBYeM NOCICOBATEILHOCTD {z,):
2, € My, n= 1,2, ..., TaKasg, 4T0 WMeCT MecTO z, - z (z, => ).

MuoyectBO M — rpynna (eciiM IPyNNOBYI0 OHEPANUI0 IPEICTABIISCT CJOMcHUe QyH-
gnuit). Ecam M, c M, obsnauum uepes g (M,) mepcedeHme Bcex moarpynn rpynnel M,
collepiKalNX MHOmecTBO AM,. B crare mocrpoer npmvep MHOKectBa Z C M, Kotopoe
nMeer cJIeAyIOLIe CBOMCTBA:

1. Oynxcuu MHOMCCTPA Z NuHEHHO He3aBHemMb!

2. Z=M, gZ)=g(Z) =+ M.

5 Matematicko-fyzikalny &asopis IV, 3. 161.
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