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P O Z N Á M K A K T E O R I I P O T E N C N Ý C H ZVYŠKOV 
(mod pa) 

DOROTA KRAJÍsTÁKOVÁ, Bra t i s lava 

Pri riešení istého problému o potencných zvyškoch (mod pa) vyskytla sa mi 
táto otázka: „Kolko je &-tych potencných zvyškov (mod pa)V( V monogra-
fiách o teorii čísel nenašla som na tuto otázku nikde odpověď. 

Počet &-tych potencných zvyškov (mod pa) nesúdelných s p a menších ako pa 

je, pravda, známy a daný týmto vzorcom: 

(k,<p(pa)) [k,Pa-l(p- D] ' 

(Pozři iiapr.: V i n o g r a d o v ,,Osnovy teorie čísel", vydanie 6, 1949, str. 99.) 
Hlavným obsahom tejto poznámky je dókaz vety 1. Záverom uvádzam 

niekolko poznámok o ,,hustotě rozloženia ť£ kutých potencných zvyškov 
(mod pa). 

I. 

Veta 1. Nech k ^ 1, a ^ 1 sú íubovotné prirodzene čísla. Nech p je prvočíslo, 

p > 2. Nech (k, p) = 1. Položme s — I — - — I. Potom počet nenulových k-tych po

tencných zvyškov (mod pa) je daný vzorcom 

TW , P — 1 1 U 1 ~~ Pk(8 + 1) 

k V ) (k, p - 1) V 1 - pk * ( } 

D ó k a z . Reprezentant každej triedy (mod pa) sa dá písať v tvare 

a = a0 + axp + a2p
2 + . . . + aa^pa nЏ i 

kde di = 0, 1, 2, . . .. p — 1. V ďalšom budeme zvyšky vždy předpokládat 
v tomto tvare. BTaclajme k-te potenčné zvyšky dělitelné p. Zvyšky (mod pa) 
dělitelné p sú tie a len tie, pri ktorých je a0 = 0. Teda majú tvar: 

a = axp + a2p
2 + . . . + a^p*"1. 

(Případ a — 0 nebudeme uvažovat, pretože 0 je zvyškom l ibovolného stupňa 
podlá Tubo volného modulu m.) 
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Ak má byť toto číslo a fe-tou mocninou (mod pa), musí existovať také číslo 6, 

6 = f0 + flP + Í2P2 + • • • + fa-lP"" 1 . 
že platí: 

»iP + a2?^2 + • • • + <*>kVk + • • • + ^a-iP""1 ^ (£o + fiP + Š2P2 + • • • + 

+ £a-i.ř'a"~1)* (mod pa). 

Z tejto kongruencie vyplývá, že musí byť nevyhnutné f0 = 0. Potom však 
číslo a je dělitelné najmenej &-tou mocninou p a má tvar: 

a = a*p* + a* + l í p* + 1 + . . . + a ^ p " - 1 . 

To znamená, že &-te potenčne zvyšky dělitelné p móžu existovať len vtedy, 
keď je (X — 1 ž &, t. j . ťx > k. 

Predpokladajme teraz, že je oc > k a ak + 0. Potom móžeme písať: 

a = pk{ak + ak+1p + . . . + a^p*-*-1). 

Keď je toto číslo a Ic-tou mocninou (mod pa), je: 

V
k{ak + ^ + l ř > + . . . + a^i/--*-1) ^ (ŠlP + S2P

2 + • • • + ř a - i ^ " 1 ) ^ (modp«), 

«* + ak+iV + • • • + a a - i P 0 " * ' 1 - (fi + l 2P + . . • + řa~i?>a""2)^ (mod ?;«~*). 

To značí: číslo , , 0 , , _ 
«/e + «fc+lP + «ifc+2.P + • • • + rta-lP0"*""1 

musí byť k-toa mocninou (mod pa~"^). 
Podlá předpokladu ak + 0, či že je to nesúdelný zvyšok (mod pa~k). Medzi 

takýmito číslami je k-tych mocnin (mod pa~k) presne: 

p.(ťa-k)= ?(?>"""*) - pv-k-p*-*-1 

kKP } [A?,p(2>°-*;] [ * , P ° - M p - l ) ] * 

Teda existuje najviac t\ (pa~k) k-íyeh potenčnýoh zvyškov (mod pa), ktoré 
sú dělitelné právě pk

9 a nie vyššou mocninou p. 
Teraz ukážeme, že je ich presne tolko. Ukážeme totiž: ak číslo 

fl == ak + ak+ip + . . . + a^p*-*-1 

je .k-tou mocninou (mod pa~k), je aj Ar-tou mocninou (mod pa). 
Podl'a předpokladu existuje také t], [rj -£ 0 (mod p) ], že je 

/? == fjk (modpa~k). (1) 

Hladajme t také, aby bolo: 

Musí byť: P " ( ? ? + ^ * ( m ° d / j a _ * + 1 ) ' 

/) s r/* + (*) Í ;* " 1 . t. fa~k + (*) Í?*- 2 . ž2. p{a~k)2 + . . . + (Ž)í*p*(«-W (mod />«-*+»). 
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Pod.fa předpokladu je <% — 1 ___ k, teda je: O _S <x — k — 1 a dalej: 

<x — k — 1 g 2(<x — k — 1) =-= 2(ťx — jfc) — 2 < 2(<x — &). 

Preto musí plat i t : 
(} _ rjk == fc^Ar-i . ř # po-* ( m o c [ po-H-i). 

Ale z kongruencie (1) vyplývá, že 1'avá strana, t. j . /? — _?*, je dělitelná jpa""*. 
Teda musí platit: /? __ * 

^ = z j - - k ^ . . (modp). (2) 

Uvažujme teraz takto: Kedže je (k, p) = 1, lineárna kongruencia (2) má 
riešenie t = tv Položme rj{'-= rj + txp

a~~k. Dosadením a umocněním sa přesvěd
číme, že toto číslo vyhovuje kongruencii 

/? -s r\k (mod p"""^*"1). 

Ak postup opakujeme, dokážeme, že existuje také rj29 že platí: 

P = rjÍ (mod pa~^) atď. 

Nakoniec dokážeme, že existuje také r]k, že je: 

/3 e_ ̂ ( m o d p a ) . 
Teda medzi číslami tvaru: 

<*k + ak+iP + • • • + flo-iP*"*""1, «* =# 0 
je presne 

feN „ pa~k~Чv - i) 
0, p«-*-ҷP - 1 ) ] 

&-tyeh potenčných zvyškov (mod p a ). 
Vezmime teraz ďalšie čísla dělitelné p, ktoré prichádzajú do úvahy ako 

k-te mocniny (mod pa). To sú čísla tvaru 

a~kP2k + «2*+iP2*+1 + • • • + V-iP*"1. 

Předpokládá jme a2* + 0 a <x — 1 _> 2&. Aby toto číslo bolo fc-tou mocninou, 
musí byt: 

P2\Hk + a2k+iP + • • • + flrnr1^) s (f *Pa + ^ + • • • + fu-iP^1)* (mod p a), 

t. j . 

<% + 2̂ife+lP + • • • + a ^ p " " 1 * " 1 « (fs + fíP + • • • + £a-lPa~8)* ( m 0 d P"""^) ' 
Čísel tvaru: . 

«2* + «2k+lP + • • • + a*-iPa~> ®2k 4= 0 , 

ktoré sú &-tou mocninou (mod pa~2k), je P\(pa~-k). Teda najviac je Pjí(pa~8*) 
&-tych mocnin (mod p a), ktoré sú dělitelné právě p2k. Právě tak ako hoře 
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6a dokáže, že každé číslo právě napísaného tvaru, ktoré je &-tou mocninou 
(mod p*~*k), je tiež &-tou mocninou (mod pa). Teda existuje presne 

p*{la-2k) __ <P(Pa~2k) _ pa^k^(p - 1) 
O, cp(pa-*k)] [k, pa~*k-\p - 1)] 

A-tych mocnin (mod pa) dělitelných právě p2k. 
Keď opakujeme vykonánu úvahu, pre počet všetkých &-tych mocnin 

(mod pa) dostaneme tento vzorec: 

pk(pa) = pi(pa) + pi(pa-k) + pi(pa-tk) +•-.+ p*k(Pa-,k) • 

Přitom za číslo s volíme naj váčšie nezáporné celé číslo, ktoré splňuje podmienku 

1 g a ~ sic S Ic, t. j . volíme s — — - — I . Dosadením dostáváme: 

i>/,.»,- Pa~l(P~l) , pa-k-Hp-l) pa~»^(p-l) , 
*',ť [ * , r ( p - i j ] [ ^ P 0 - * - ^ - ! ) ] ^ [ ^ r - 8 * - ^ - ! ) ] ' T ' " ' 

+ Pa-Sk-Kp-1) 
[k, pa-sk-*(p - 1)] ' 

Kedze je (k, p) — 1, menovatel' je v každom výraze rovný (k, p — 1). Je teda 

P^a) = z / " * , , • b " _ 1 + I^"*"1 + ť"-2*"1 + • • • + P"-'*"1]• 
(ÍC, p l) 

Sčítáním dostáváme: 

v — 1 1 —• tt*('+1) 

(k, p — l) l l — p k 

Tým je veta 1 dokázaná. 

II . 

Vyšetřujme teraz,,hustotu rozloženia" A-tyohpotjnóných zvyškov (mod pa) 
za předpokladu (k} p) _= 1. 

Pl(va) Puiva) Vyšetřujme najprv poměr • * ^ a ^ . Je 
P P 

Pl(pa) 1 ЗD«-X(7, _ 1) - i / l__) 
,p~l) \ pj p a p a [Ic, pa~l(p — 1)] (k 

Tento poměr je teda nezávislý od a. 
Pre druhý výraz dostaneme: 

j9« í>a ' (&, P — i) " i — p* ř>(A?, p — i ) # ř>* — i 
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Tento výraz je závislý od oc. Z vyjadrenia však vidieť, že keď p je pevné a 
PJpa) 

oc -» oo (a teda s ~» oo), existuje lim — = - - — a platí: 
a->oo P 

P*tø«) 
lim 
a-*oe 2>a 

73* -— pk~г 

pk^x (к,p-\) 

Rýchlosť konvergencie je daná touto větou: 
Veta 2. Nech (k, p) == 1. Potom, 

Pk(pa) 
po. 

pк - pk~l 1 / 1 \ 

- i * ( k , v - i ) + U"/' 
pricom konstanty obsazené v symbole O nezávislá od oc. 

D ó k a z . Plat í : 

PkirП pk _ pk-X 1 

£>" p* (/;, p - 1) 
p - 1 ^* — ^ - « * 

Ь ( Ä > 2 > - 1 ) 2 > * - l 

1 
(к, p - l ) (к,p- 1) 

1 1 _ _ _ ! . _ _ _ 
p £»* pk — 1 (&,£> — 1) 

2>* — 1 

1 - p 

P1 

i i -[=?]•* - f г H 
7 Г < c 1 . ^ = c 1 . 2 > < c ^ 2>* 

= c« 

p ( p * — 1) 

pa ' 

kde cx a c2 sú konstanty nezávislé od oc. Z toho ihned vyplývá tvrdenie nasej 
vety. 

P o z n á m k a . Nechajme naopak oc konštantné a nech p -» oo. Potom výrazy 

j y p t t ) fž(^ t t) 
^ a 2>a 

nemajú pre p -> oo vo všeobecnosti limitu. Výrazy 1 
1 p —- 1 pk-~p~8k 

p ' p _P* — * 
majú sice za limitu číslo 1, ale výraz (Je, p — 1) kolíše medzi 1 afc, Isté závěry 
možno však získat. 

Predne existuje nekonečné mnoho prvočísel takých, že (k, p — 1) = k. 
Lebo podlá Dirichletovej vety v aritmetickej postupnosti nk + 1 (n = 
1, 2, 3, . . .) existuje nekonečné mnoho prvočísel £>,-. Pre každé také prvočíslo je 
pi = mk -f 1, t . j . (pt — l,Jc) = k. Z toho vyplývá ihned: 

Pk(va) lim inf-
p-*oo ?>a 

= lim mf — ~ — =- -г-
7?->oo J^ # 

(a) 

Ďalej nech je k nepárne. Potom existuje nekonečné mnoho prvočísel, pre 
ktoré je (k, p —- 1) — 1. Podlá Dirichletovej vety totiž v aritmetickej po
stupnosti nk + 2 (n = 1, 2, 3, . . . ) existuje nekonečné mnoho prvočísel pi-
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Pre každé také px je px = nxk + 2, t . j . px - 1 = nth + 1, t . j . nevyhnutné 
(p/ — 1, h) = 1. Teda pre nepárne k je: 

lim sup — = - J J — = lim sup — — — = 1. (b) 
p->oo P p - * 0 0 P 

Nech je k párne. Potom je (k, p — 1) ž 2. Tvrdím, že existuje nekonečné 
mnoho prvočísel pm, pre ktoré je (k, pm — 1) = 2. Nech najvyššia mocnina 

čísla 3, ktorou je číslo k dělitelné, je 3 a , oc ^ 0. Potom je {—, 3 1 = 1 . Teda 

k 
podlá Dirichletovej vety existuje v postupnosti n •— + 3 .(n = 1, 2, 3, . . .) 

o 

nekonečné mnoho prvočísel pm. Pre každé také prvočíslo pm je: 

Pm = nm • — + 3, t . j . p m - 1 = nm • — + 2 . 

Nech d/pm — 1 a d/k. Potom je nevyhnutné d/2, t . j . (pm — 1, fc) = 2. Pre 
párne k teda je: 

h m S U p — ^ = h m sup - * — = ~ . (c) 

Z výsledkov (a), (b), (c) vyplývá, že limita existuje v jedinom případe, a to 
pre k = 2. Potom je: 

h m — — — = h m — L - — = — . 
nA n.OL 9 p-*ao /> p->oo L* --' 

Došlo dňa 30. IV. 1954. 
Katedra matematiky SVŠT 

v Bratislavě 

3AMETKA O BBIHETAX CTEIIEHI1 k(modpa) 

#. KPAÍlHHKOBA 

BblBOAbl 

B cTaTbe AOKa3BiBaeTca MeTKjiy MHMMJI cjie^yioiriaH TeopeMa. 

HycTb k í> 1, oc ^ 1 — HaTypajibHbie nncjia, p > 2 npocToe HMCJTO. IlycTb (k, p) = 1, 

5 = . 0603HaHMM CMMĎOJIOM F*(pa) HHCJIO BblHeTOB CTeneHM k (OTJIMHHbIX OT 

Hyjin) m o d pa. IloTOM MMeeT MecTo ypaBHeHwe (A). 
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