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O SIJCTOCH I S T Y C H K O N V E R G E N T N Í C H RADOV 

T I B O R SALÁT, Bra t i s l ava 

Nech 

2 a n = al + a2 + . • • + an + . . • (1) 
tt=-.l 

je konvergentný rad a nech an > 0 pre všetky prirodzené n. 
Definícia 1. Znamienkovou schémou budeme nazývat postupnost: 

[<%] == ex, £ 2 , £ 3 , . . . Ewj . . . ? 

&dfe E„ = 1 alebo —- 2. Rad (1) budeme nazývat základným radom. 
Definícia 2. Budeme hovořit, ze rad 

00 

2 ? A = hal + £2^2 + • « • + Wn + • ' • 
Í2 = l 

vznikol aplikováním schémy 

na rad (1). 
Znakom X označíme množinu radov, vzniknutých aplikovaním všetkých mož

ných znamienkových schém na rad (1). Množina X je zrejme nespočetná mo
hutnosti kontinua. Do množiny X patří aj základný rad (1) pri schéme: 

[*] s + i, + l, + l, . . . + 1, . . . 

Všetky rady množiny X sú zrejme konvergentně. 
Predmetom tejto práce je vyšetrovanie vlastností množiny súctov radov 

z X. 
Nech je * * 

X, y € X, X = 2, £nan> V = Z -nan • 
« = 1 « = 1 

Definujme na množině X x X reálnu funkciu Q(X, y) takto: 
1 Ak x = y, položme Q(X, y) = 0. 

2. Ak x + y, nech Q(X, «/)= — , kde l je prvý index taký, že ex + e'x. 
Á 
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Ukážeme, že takto definovaná funkcia je metrikou na X. K tomu stačí 
ukázať, že: 

1. Q(X, y) ž 0 a Q(X, y) = 0 <-==> x ~ y. To je zřejmé. 
2. £(#, y) = Q(y, x). To je tiež zřejmé. 
3. Nech x, y, dčX. 
x = e^ + e2a2 + . . . + ?„'*» f • • • 
y = ?í(h + K<h + • • • + ?'nan + • • • 
- — <. iO], [ * 2 ' / 2 • • • < <~n

nn í 

Třeba ukázať, že: £>(£, 2) á £>(#, y) + £>(?/, 2). 
Ak aspoň dva zpomedzi radov x, y, z sú totožné, potom zrejme vlastnosť 3. 

platí. Nech sú teda všetky tri rady rózne a nech Q(X, y) = -=-. o(y, z) ~ — . 
* l ^ n 

Sú tu tr i možnosti: 

a) l = n. Potom vidieť, že Q(X,Z) = — a vlastnosť 3. je splněná. 

b) l < n. Potom je «$/ = e" pre 1 á i ^ M - 1 , teda tiež pre í = / ^ ??, — 1 
a vlastnosť 3. je splněná. 

c) / > n. Dókaz platnosti vlastnosti 3. v tomto případe sa dostane z b), 
ak rady berieme v poradí z, y, x. 

V ďalsomsa budemezaoberať vlastnosťamipriestoruXoj>atrenéhometrikou Q. 

Veta 1. Priestor (X, o) je v plný. 

D ó k a z . Nech {xn}nsBl je cauchyovská postupnost bodov z X. Teda: 

" n 
6 l ?1 Г ř

2
 a 2 T fcз "'З 1 • • • 1 ьk ak 1" • 

kde 4 n ) = 1 alebo — 1. K l ibovolnému e > 0 existuje iV(e) tak, že pre 

ra, T& ž iV(e) platí: Q(xm, xn) < E. Položme za e postupné: 1,-7-, — , . . . - y , . . . 

Ku každému e = -7--teda existuje N t-r 1 tak, že pre m,n^:N •—=-—• je £>(#m. #„* <^ 

< -T-. Označme _V /-^-J = Nk. Keďže pre m, w ^ Nk+X = > O(#m, #„) 7 — - y < 

<-j--, bude A r H i ž ^ . 

Takto dostáváme postupnost prirodzených éísel: 

Nt^N2^N3^ ... £Nkš ... (2) 

Ak množina členov tejto postupnosti je konečná a napr. Nk je najvaeší jej 
prvok, potom pre m, n S Nk zrejme bude Q(xm, xn) < s, kde E je rubovoPné 
kladné číslo a potom Nk-ty rad je limitou danej postupnosti, t . j . lim xn = # # , . 
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Ak vsak množina clenov postupnosti (2) je nekonečná, zostrojme tento rad: 

x = exax + e2a2 + e3as + . . . + enan -f . . ., < "' • • 

kde Si = sf^, pre i -== 1, 2, 3, . . . k. Ukážeme, že Q(X„, x)-> 0. Skutocne. nech 

je dané e > 0. Zvolíme si prirodzené k také velte, a b y - r - < e. Potom pre 

n ^ Ar£ bude Q(X„, X) < -=-- < s. Tým je dókaz hotový. 

Veta 2. Priestor (X, n) je relativné kompaktný. 

D ó s l e d o k : Vzhladom na vetu 1 teda (X, Q) je kompaktný metrický prie
stor. 

D ó k a z . Stačí ukázat, že k l ibovolnému s > 0 existuje konečná e-ová sieť 
priestoru X, t . j . konečná množina A(e) CX tak, že pre každé x € X je 
o[x, A(e)] < e. Nech je teda dané lubovolné e > 0. Zvolíme si prirodzené N 

tak, abv - r r < e. Zostrojme všetky možné radv tvaru: 

e[a} + E^2 -f . . . -f e'Nn-N < ČN-H^N+I + fÁr+â iV+s -f •'. - •, 

kde c/ = 1 alebo — l pre i = 1, 2, 3, . . . N a £• -= 1 pre všetky ?' = X -f- 1* 
.V -f 2, A" + 3, . . . AT + k, . . . 

Množina všetkých týchto rad o v je konečná a má žN prvko v. Označíme 
00 00 

ju A(s). Nech x€X, x = ^enan. V množině A(e) existuje prvok y = 2 e » < ^ , , 

n = l n = l 

taký, že e\ =-= e,-pre i == 1, 2, 3, . . . N. Teda £>(#, ;y) < — < e => g[#, A(e)] < ř. 

Predošle vety nám úkazu jú najzákladnejšie vlastnosti priestoru (X, O), ktoré 
v ďalsom použijeme. 

Dcfiiiícia 3. FunkciouS(x) definovanou na priestore (X, o) budeme v daUšom 
rozum i ef súcet radu x. 

O z n a č e n i e . Množinu všetkých funkčných hodnot funkcieS(x) označme zna-
kom W. Množina W je teda akási množina reálných čišel a naším delom je 
vyšetrovanie vlastností množiny W. 

Veta 3. Funkcia S(x) je spojitá na celom priestore X. 
D ó k a z . Nech xGX. Máme ukázat, že funkcia S(x) je spojitá v bode x. 

Znakom Bn označíme zvyšok po w-tom člene v radě (1). Nech e je lubovolné 
e 1 

kladné číslo. Zvolíme prirodzené Â  tak, aby BN < — . Potom pre Q(X, y) < --n-
jo\S(x)-S(y)\ ^2BN<e. 

D ó s l e d o k : Kcdze priestor J í je kompaktný, množina W je tiež kom-
paktná v Ex. Teda W je uzavretá a ohraničená. Zrejme je sup W = #(£)> 

^0ri 
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kde i = ax + a2 + % + . • • + an + • • • a inf TV = S(£)9 kde f = — ax — 
— a2 — as —- . . . — an — . . . Platí sup TV = — inf TV. V ďalšom označme A = 
== sup TT. Množina TV sa teda dostane, vzhfadom na známe vety o Struktuře 
lineárnych uzavřených množin, z intervalu <^ — A9 A > vynecháním spočet
ného systému otvorených dizjunktných intervalov (tzv. styčných intervalov). 

Označenie. V ďalšom základný rad (1) budeme sústavne značit znakom f. 
R a d i 

fiiOj. + e2a2 + esas + . . . -f- enan + . . ., 
vzniknutý aplikováním schémy: 

na rad f budemepre stručnost značit znakom [a] | . Jeho súčet teda je S([oc] £). 

Veta 4. Množina W je husto rozložená. 
Dósledok. Keďže TV je uzavretá (pozři dósledok vety 3), W je perfektná 

množina. 
Dókaz. Máme ukázat, že každý prvok S([oc] £) € TV je pre ňu hromadným 

oo 

bodom. Nech teda $([<%]£) € Tf ,nech [Ot]f = ]> W Kedze rad (1) konverguje, 

je a*, ~> 0. Nech e je lubovolné kladné Číslo. Existuje prirodzené n tak, že 

an < — . Nech c- = £* pre i =f= n a e» = — *V Utvořme schému: 
[«'] « ej, eá, ej, . . . e'n, ... 

00 

a zostrojme rad [oc'] 1 = 2 eia»* P ° ^ o m : 

i = l 

z čoho vyplývá tvrdenie vety. 
Veta 5. Množina W je symetrická podlá bodu O. 
Dókaz. Nech S([oc]£) € TV. Potom ku schéme: 

\oc\ == s1, £2 , €3, . . . £M, . . . 

zostrojme schému: r n __ , , , , 

tak, aby ê  fn £n P r e každé prirodzené w. Vidieť, že 

«(Wf) = - # ( [ - * ] £ ) • 

Poznámka. Dalšie vety nám ukážu, že v špeciálnych prípadoch v ďalšom 
uvažovaných struktura systému styčných intervalov množiny W podstatné 
závisí od poměru velkosti členov základného radu (1) k zvyškom k nim pří
slušným. 
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Vyšetrenie struktury systému styčných intervalov vykonáme pre dva spe
ciálně případy. V prvom p ř í p a d e budeme předpokládat, že pre každé pri-
rodzené h v základnom radě (1) platí: ak > Rk; v d r u h o m p ř í p a d e zase, 
že pre každé prirodzené h platí: ak __: Rk. 

Príkladom pre prvý případ móže slúžiť rad: 

1 + ^ - + - + + * • 2 ' 23 ' 25 ' ' " ' 22^+1 

alebo všeobecnější gr-adický rad tvaru \ 2*;*| , kde r/ celé § 2, 0 < o&2»—i < 9-
n = 1 

Skutočne pre každé & _£ 1 platí: 

p ~ a2fe+i i fl-ifc+a , f/ — 1 1 __ 1 \ ^ a<9k-\ 
n2k-i — "9í,-i-i i „2.V4-3 - r • • • = 

_ « —. 

Príkladom pre druhý případ móže slúžiť geometrický rad: 

1 + q + q2 + qs + • . . + qn + . . • 

s kvocientom _, y ._ _ < 1. Skutočne pri tejto volbě kvoeienta je: 

Bk= q* + 5 * + 1 + O*+2 + . . . - g*-1 T - ^ — ž qk"x. 

Najprv sa budeme zaoberať prípadom prvým. 
Označenie. Nech n je prirodzené číslo. Znakom Iexe2 ... en označíme otvo-

rený interval so stredom v bode exax + e2a2 + . . . + enan, s pravým kon
covým bodom $([«_]£), kde 

[<%J | = e_a_ + £2a2 + . . . + enon + t*n+1 - #n+2 - an+3 — . . . 

a s lavým koncovým bodom #([fc2]£)> kde 

[<xa] f — ^ + €2a3 + . . . + enan — an+1 + an+2 + a„+3 + . . . 

Ak znamienka £,- volíme lubovolne, dostáváme takto celkom 2n fcakýchto in
tervalov. Nech n prebieha všetky prirodzené čísla, t. j . nech n = 1, 2, 3, . . . 
Potom uvedené intervaly tvoria určitý spočetný systém otvorených inter
valov, ktorý označíme znakom y. 

Veta 6. Nech v základnom radě (1) pre všethy prirodzené k platí: ak^> Rk, 
Potom systém y představuje systém styčných intervalov množiny W v intervale 
< — A, A >, kde A je súcet základného radu (1). 

Dókaz. 1. Napřed ukážeme, že intervaly systému y sú dizjunktné s mno
žinou W, t. j . pre každé Ie^ . . . en € y platí: 

Í£_£2 • • • sn n W = 0 • 
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Nech nějaký prvok S([oc']£) € W patří do 7e1e2 . . . en. 
Nech [*']£ - EX + s'2a2 + E^a3 + . . . + enan + . . . 
Ukážeme, že potom musí byť s\ = E,- pre i = 1, 2, . . . n. 
Nech totiž existuje aspoň jedno e\ 4= £,- P r e nějaké i = 1,2, . . . n. 
Nech ČÍ je prvé tobto druhu a nech t\ = + 1, avšak e,- =- — 1 (v opacnom 
případe je úvaha rovnaká). Uvažme, že je: 

27ř,. == 2ai+1 + 2ai+2 + 2a í + 3 + . . . ž (?i+1ai+l - ^+ 1a ř-+ 1) + 
+ (ei+2ai+2 — t'i+2ai+2) + . . . + (enan - e'nan) + (a„ + 1 — <+ i ^ r t + 1 ) + 

+ (—a n + 2 — e'n+2an+2) + (— an+3 — ^ + 3 ^ n + 3 ) + (— an+l — Ert+4an+4) + . . . 

Keďže 2a, > 2i?,-, z toho vyplývá: 

2«i > (^+l«i + I — 4 n a i + l ) + (Fi+2ai+Z ~ č'í+2ai+2) + • • • + (8nan ~~ £n
an) + 

+ K + l - cn+1an+1) + (-- an+2 - e'n+2an+2) + (-- an+:l - ťn+lfn+3) + 
+ (~ an+± — e'n+ian+±) + • • • • 

Z toho vyplývá S([oc']£) > #([#,]£) , t. j . S([oc']£) leží napravo od pravého 
koncového bodu intervalu Iex82 . . . en. teda #([# ' ] £) í I Č ^ • • • c* • Musí teda 
byť e\ = Ei pre i = I, 2, . . . H. Potom však zpomedzi prvkov množiny TF je 
k číslu el ax + f2 a2 + . . . -|- Ena„ správa najbližší prvok S([ocx]i), kde 

[«i] í = *Y*i + f^a + • • • + f ,/*„ + a„ + 1 - a w + a - a „ + 3 - . . . . 

čo je pravý koncový bod intervalu a zlava najbližší je S([oc2]£), kde 

[ť%2]£ == Elal + E2a2 + . . . + enan - a„+1 + an+2 +• an+3 + 

co je lavý koncový bod intervalu. 
2. f)alej ukážeme, že intervaly systému y sú po dvoch dizjunktné. Nech 

teda Iexe.2 . . . en. Iv\t^ . . . c ^ y . Máme ukázať, že platí: 

/qE2 . . . en n ífiífí . • . 4 = 0, 

pričom však předpokládáme, že tieto intervaly nie sú totožné, t. j . , že 

exax + F2a2 + . . . -|- enan + efo + e'za2 + . . . + e/kak. 

Najprv ukážeme, že rovnosť: 

¥ l + • • • + *nan = -K + • • • + 4^* (3) 
móže nastať v tom a len v tom případe, ak k = n a e,- — E,' pre i = 1,2, . . . n. 
Skutocne musí byť e[ = el9 pretože v opacnom případe by vzhl'adom na před
poklad ax > R± jedna strana rovnosti (3) bola kladná a druhá záporná. J e 
teda e\ = ex a rovnosť (3) přejde v rovnosť: 

e2a2 + £3a3 + . . . + enan = e'2a2 + e£a3 + . . . + s'kak. 
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Ž toho analogicky vyplývá, že e'2 = e2, a td. Týmto postupom po konečnom 
poete krokov sa přesvědčíme, že k = n a e\ = £,- pre 1 á i ^ A:. Ak naopak 
k = w, a e\ = ř,- pre i = 1, 2, 3, . . . n, potom rovnost (3) zrejme platí. Nech je 
teraz 7e1e2 • • • £» n / s ^ . • • £k 4= 0- Potom tento prenik je nějaký otvorený 
interval. V dósledku toho musí aspoň jeden koncový bod jedného z uvažova
ných intervalov (napr. intervalu Ie'xe2 . . . s'k) patř i t do druhého intervalu 
(do IČJČ2 . . . O - Avšak tento koncový bod je prvkom množiny IV. teda 
fexs2 . . . sn n W =}= 0, co je vo spore s 1. 

3. Ukážeme, že každý styčný interval množiny W splývá s nějakým inter-
valom systému y. Nech teda J = (i2, i±) je styčný interval množiny W v inter
vale < - A, A > . Toda: ix = S{[ocL] g) € TV. i2 = S([oc,] f) € ÍV. Nech: 

[Ocj f = e^ + E2a2 + . . . + V ' * + ?n+ian+l + ^n+2an+2 + • • • (*) 

Ukážeme, že existuje index k tak, že pre n > k je en = — 1. Nech by tomu 
tak nebolo, potom rad (4) by obsahoval nekonečné mnoho cleno v enan takých, 

8 
že en = + 1. Označme e = ix — i2 > 0. K číslu —najdeme také velké n, aby 

Zi 

ert = + 1 a an<C-^r[to je možné, pretože rad (1) konverguje, teda an -+ 0], 
Ji 

Keď v radě [ # J £ změníme znamienko pri člene an, t . j . keď utvoříme rad 
[oč] f, pre ktorý bude plat i t : 

[oc] £ = Č ^ + ej;a2 + £ ^ 3 + • • • + e'n
an + • • • , 

ek = ek pre /4=j=»a e'n =\= en, potom zrejme 

S([ocL]Š) - /S(Mf) > 0 a S ( [ * J f ) - S([*] f ) = 2an < 6, 

t . j . #( [#]£) € J , co je spor. Teda musí byť: 

[<%J £ = ^ + E2a2 + . . . + enan + an+1 — a„+ 2 — an+3 — . . . 

Ako sme už viděli, číslo $ ( [ # J £ ) zpomedzi všetkých prvkov množiny W je 
najbližšie ležiace k číslu e^ + e2a2 + . . . + enan správa. Zlava najbližšie 
ležiace je číslo S([oc'z]£)f kde 

[ < l f = «1«1 + *¥*2 + • • - + * A - »»+l + ^n+2 + ««+8 + • • • 

Keby bolo i2 < S([oc'2] £), potom vzhladom na £([*£] £) < # ( [#J £) by bolo 
$([*!.] £) ^ (̂ 2> h)> ^° n í e 3e m ° ž n é . Podobné nemóže byť ani i2 > $([#3] £)> 
pretože potom vzhladom na to, že i2 < il9 by bolo i2 € {S([<x'2] £), # ( [#J f)}, co 
nie je možné (pozři 1.). Musí teda byť: i2 = #([txj £) = #([<%a] £) a. tým 
je dókaz vety 6 hotový. 

Veta 7. Nech v základnom radě (1) pre každé prirodzené k platí: akS Rk-
Potom systém styčných intervalov množiny W v intervale < — A, A > je 
prázdny, t. j . W = < — A, A > . 
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Dok a z. Vzhladom na vetu 5 stačí ukázať, že pre každé a € < 0, A > 
existuje znamienková schéma [oč] tak, že S([oc] £) = a. Přitom sa stačí ob-
medziť na interval < 0, A ), pretože A = S(š) (schéma: [oc] = + 1, + 1, + 
+ 1 , . . . + 1, . . . ) • 

Nech teda a 6 < 0, A ). Existuje n± tak, že: 

a! + % + • • • + a« -1 = a> a l e a l + a2 + • • • + anx >
 a • 

Označíme an = ax + a2 + . .. + a^, je zrejme: \ani — a\ ^ a„ ť Keď je 
a = an — i?„ , kde i?„ je zvyšok j)0 7^-tom člene v základnom radě (1), tvrdenie 
vety je dokázané. V opačnom případe existuje n2 také, že: ax + a2 + .. . + 
+ a„x — aH+1 — . . . — a n a - 1 ž a, avšak ax + a2 + .. . + aH — a „ i + 1 — . . . — a„2 < 
< a. Označíme O„2 = ax + a2 + . . . + ani — a„i+1 —. . . — a„2 zrejme |cr„2 — 
— a| á a„ . Keď je a = O„ + -#„ , tvrdenie vety je dokázané. V opacnom 
případe existuje n3 také, že: 

ax + . . . + ani — a „ l + 1 — . . . - an% + a„ a + 1 + . . . + a ^ á a, 

avšak ax + . . . + ani — a „ i + 1 — . . . — a„2 + a„ 2 + 1 + . . . + an% > a. Označíme 
ff»8 = «i + . • • + ^ — anl+i — • • • - ^ 2 + % + i + . . . + » » , potom zrejme: 
K 8 — a| á ^ 3 atď. 

Z celého postupu vidieť, že máme tieto možnosti: 
a) Pre nějaké prirodzené k bude a ~ onjc+ (— l)*Rnk> Potom je dókaz 

hotový. 
b) Pre žiadne prirodzené k nenastane případ a). Potom dostáváme neko

nečnu postupnosť prirodzených Čísel: 

nx < n2 < n3 <. .. <nk<... 

arad: [*] f = a1 + . . . + an% - a„ i + 1 - . . . - a„2 + . . . + ( - 1 ) * + ^ + .. . 
Ukážeme, že a = S([oc] £). Z konštrukcie radu [oc] £ je zřejmé toto: 
Ak označíme anjt =-= a, + . . . + ^ - a „ x + 1 - . . . - a„2 + . . . + ( - l)*+ 1a„A, 
bude platit: \anjc —

 a\ ^ a„k teda lim anJo = a. Postupnosť čiastočných súčtov 

{ff*}n°-*-i radu [<x] | je konvergentná (vzhladom na konvergenciu radu) a kedže 
postupnosť (c*WA}?»i je z nej vybraná, obe postupnosti budu mať tbň istý 
limit, teda: 

limcr„=- a = £([*]£). 
n->oo 

Tým je dókaz hotový. 

Došlo dňa 21. IV. 1954. 
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О СУММЕ КОНВЕРГЕНТНЫХ РЯДОВ 

ТИБОР ШАЛАТ 

Выводы 

Пусть ах -\- а2 + . . . ап-\~ . . . (1) есть конвергентный ряд с положительными 
членами. Пусть -4у обозначает сумму этого ряда. Надо образовать все возможные 
ряды: ехаг -^ в2а2 Ц- . . . + епап + . . . (2) где еп есть + 1 или — 1 для каждого на
турального и. 

Предметом настоящей работы является исследование свойств множеств IV сум
мы всех возможных рядов (2). 

-:-Г"х~ 

В работе доказано, что множество ^ является контактное и плотное в себе, 
дальше является симметрическое по отношению к началу. В таком случае, когда 
каждой член ряда (1) является больше, чем остаток ряда к нему принадлежаю-
щий, получим множество IV из интервала < — А, -\-А > , если выпустим счетную 
систему открытых интервалов, которых середина является соответствена с пар
циальными суммами рядов (2). В случае, когда никакой член ряда (1) не больше, 
как избыток ряда к нему принадлежащий, выполняет множество № весь интер
вал < — А, А > , т. е. ТГ == < — А, + А > . 

Matematicko-fyzlkálny časopis IV, 4 X A 
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