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SUR LE NOMBRE DES 4-CYCLES DANS UN TOURNOI

ANTON KOTZIG, Bratislava

Sous la notion du graphe nous entendrons ici un graphe fini sans boucles et
sans arétes multiples. Si nous orientons chacune des arétes du graphe complet
non orienté, nous obtenons un graphe complet antisymétrique (d’aprés la
terminologie de Berge [1]). Si nous remplagons dans un graphe orienté une
certaine aréte e par une aréte joignant les mémes deux sommets mais, de
Porientation inverse, nous dirons, que nous avons fait 'inversion de I’aréte e.

Remarque 1. On nomme souvent une aréte orientée un arc. Pour éviter
les malentendus — nous le disons ici tout de suite — nous nous servirons du
nom de l’aréte orienteé (comme le fait Konig [2]) aussi dans le cas quand
il s’agit d’un arc d’apres la terminologie de Berge [1].

Comme le font les autres auteurs, nous allons aussi appeler le graphe complet
antisymétrique ,le tournoi®.

Soit G un tournoi et soit v un de ses sommets. Nous appelons le nombre
des arétes dans G, pour lesquelles v est leur extrémité terminale (resp. leur
extrémité initiale), I’affluent en v (resp. I’écoulement de v). Nous désignerons
I’affluent en » par ng(v) et ’écoulement de v par we(v). Il découle directement
des définitions mentionées ci-dessus ceci: ’affluent + D’écoulement = le
degré du sommet.

Rappelons-nous ici certaines choses utiles pour nous;

Lemme 1. Soit G un tournoi avec n sommets. Il vaut: ng(v) + we(v) =
= n — 1 pour chaque sommet v € G et il est valable aussi:

S 7o) = 3 walv) = (’;)

ve@ ve@

Démonstration. La validité du lemme est évidente.

Lemme 2. Dans un tournois acyclique avec n sommets et seulement dans un
tel tournoi on peut noter les sommets vi, va, ..., vy de telle maniére, qu’il vaut:

(1) [¢ < j] <= [vi est extrémité initiale, v; Uextrémité terminale de Uaréte
joignant les sommets v;, v;):

(2) ma(v) = ¢ — 1:yie{l, 2, ..., n}:
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(3) we(vi) = n—i1yie{l, 2, ..., n},

Démonstration. Rédei en [4] (voir aussi [2]) a prouvé que dans chaque
tournoi @ il existe un chemin hamiltonien (= chemin élémentaire qui con-
tient tous les sommets du tournoi). Si nous notons les sommets de G par v,
v2, ..., ¥y dans l'ordre dans lequel un voyageur parcourrant ce chemin les
visite, nous obtenons la notation des sommets qui possede la proprieté (1)
(si (1) n’était pas valable, G devrait contenir un cycle). Il s’ensuit directement
que (2) est aussi valable et, d’aprés le lemme 1, est valable aussi (3): q. e. d.

Soit G un graphe orienté. Nous définissons les nombres z(G), o(G) de la
fagcon suivante;

(@) = ZGn%,(v): o(G) = Z(;w?;(v).

Lemme 3, Dans un tournoi G quelconque il vaut; 7(G) = o(G).

Démonstration. I. Si G est un tournoi acyclique avec n sommets, nous
avons (voir le lemme 2); #(@) = > (i — 12 = > (n —1)2 = (G). Clest

i1 i-1
a dire; le lemme est valable pour chaque tournoi acyclique.

II. Affirmation. Si F, G sont deux tournois avec des sommets v1, v2, ..., U
tels que G se produit de F par l'inversion de l'aréte pour laquelle dans Fu;
est I'extrémité initiale et vy 'extrémité terminale, il vaut; [z(F) = o(F)] <
< [7(@) = &(G)]. Nous allons prouver la validité de cet affirmation. D’aprés
la supposition il vaut; np(v;) = nwe(v;) — 1; @wr(vr) = 7we(wr) + 1; wr(v;) =
= wg(v)) + 1; owp(g) = oc(vr) — 1. Alors; a(F) — a(G) = 2[re(vk) —
— 7ig(vy) + 1]; &(F) — (@) = 2[we(v;) — we(vr) + 1] et alors: [z(F) — o(F)] —
— [#(@) — &(@)] = 2[na(v) + wa(w)] — 2ne(v;) + welv;)] = 0 (voir le
lemme 1). De 1a découle la validité de notre affirmation.

ITI. Comme chaque tournoi soit il est acyclique soit, par les inversions de
certaines de ses arétes, il peut étre rendu acyclique, il est clair que le lemme est
valable.

Lemme 4. Soit F un tournoi acyclique dans lequel les sommets sont motés
V1, V2, ..., Uy de telle sorte qu’il vaut wp(vi) = ¢ — 1 pour touslesi € {1, 2, ..., n}.
Soit e = v,u; une de ses arétes et soit G le tournoi que nous obtenons par Vinver-
ston de e. Le tournoi G contient alors au moins un cycle si et seulement sij — ¢ > 1.

Démonstration. Le cas n << 3 n’est pas intéressant (dans ce cas G ne
poséde aucun cycle et j — 7 ne peut pas étre plus grand que 1). Soit n > 2 et
soit k un nombre de {1, 2, ..., n} tel que ¢ & k = j. Il vaut alors: zg(vy) =
ap(vr). D’aprés le lemme 2 il est ¢ << j. Il est valable aussi: mg(vi) = wwr(vi) +
+ 1; 7mg(vy) = zp(v;) — 1. 11 s’ensuit que [j — @ = 1] < [7r(v;) = 7e(vi);
ar(vi) = ng(v;)]. Done: si j — 4 =1, les graphes F, G sont isomorphes et G
est acyclique (voir le lemme 2). Soit maintenant j — 2 = ¢ > 1, c’est a dire
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t+ 1=k j Il vaut évidemment: mg(vir1) = wr(viv1) = ar(v;) + 1 =
= me(v;). Ils existent deux différents sommets qui ont les affluents égaux.
D’apres le lemme 2, dans un tournoi acyclique cela n’est pas possible. Done:
G posséde au moins un cycle, q. e. d.

Théoréme 1. Dans un tournoi acyclique avec n sommets F il vaut: a(F) =
= o(F) = in(n — 1)(2n — 1). Soit @ le tournoi qui contient au moins un cycle
et qui se produit de F par Uinversion d’une certaine de ses arétes. Il vaut alors:
a(G) = &(G) < a(F) = &(F).

Démonstration. D’apreés le lemme 3 et d’aprés sa démonstration pour le

n
tournoi acyclique F il vaut: #(F) = &(F) = > (1 — 1)2 = in(n — 1)(2n — 1).
i1
D’aprés le lemme 2 nous pouvons noter les sommets de F vy, v2, ..., v, de
fagon que [i < j]< [7r(v;) < @r(v;)]. Soit e = 9,0, une telle aréte de F
par I'inversion de la quelle nous obtenons de ¥ un tournoi ¢ contenant au moins
un cycle. Evidemment: s —r = ¢ > 1 (d’aprés le lemme 4) et zp(v;) <
< 7wr(vs). Done, il vaut ce qui suit: 7(GQ) = a(F) — mp(vr) — 7a(vs) +
4 [wp(vr) + 112 4+ [7p(vs) — 112 = 7(F) + 2[1 — ¢]. Parceque ¢ > 1, la va-
lidité du théoréme est claire.

Théoréme 2. Soit F un tournoi contenant au moins un cycle. Il posséde alors
une aréte avec la propriété swivante: par Vinversion de cet aréte nous obtenons de
F un tel towrnois G que n(G) > n(F).

Démonstration. Que F contient au moins un cycle. D’aprés [3] F
contient au moins un 3-cycle (~ cycle de longeur 3) avec les sommets g,
v7, v et avec les arétes e; = vv;, ex = vj'vk, e3 = vv;. Désignons par Gy
le tournoi que nous obtenons de F par l'inversion de I’aréte e;. Il vaut;

p1 = 7(G1) — A(F) = 2[1 — ap(vs) + 7r(v)],
p2 = ﬁ(Gz) — ﬁ(F) = 2[1 — np(vk) + ﬂF(’Uj)],
p3 = 71(Gs) — a(F) = 2[1 — zp(vi) + 7r(ve)].

Alors; p1 + p2 + ps = 6. Donc: au moins un nombre p, doit étre positif et il
vaut: 7(Gz) > n(F); q. e. d.

Théoréme 3. La valewr maximum de n(et aussi de &), étant donné le
nombre de sommets, atteint le tournoi qui est acyclique.
Démonstration. La validité du théoréme découle du théoréme 1 et 2

Théoréme 4. Si le tournoi contient un cycle, il contient alors aussi auw moins
une aréte telle par Uinversion de la quelle il se produit un tournoi avec un nombre
plus petit de 3-cycles.
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Démonstration. Soit F un tournoi avec n sommets et avec au moins un
cycle. D’apres le théoreme 2, il existe dans F' une telle aréte par I'inversion
de laquelle se produit un tel tournoi @ que 7z(@) > z(F). Désignons par 7(F)
(resp. 7(G')) le nombre des 3-cycles dans F' (resp. dans (). D’apres [1] (p. 129)
il est valable:

o) =4 () — 2o =4 () - weyr w0 =1 () - 5o,

Parceque 7(@) > n(F), il est valable aussi () < 7(F). Cela prouve le théo-
réme.

Théoréme 5. Soit G un tournoi avec n sommets, alors z(G) = In(n2 — 2n +
+ 2), si n est pair, et (G) = In(n — 1)2, si n est impair.
Démonstration. D’aprés le lemme 1 la somme des affluents dans G entier

est (721') et le moyen de l’affluent dans un sommet est alors [(n — 1). Sin =

= 2k + 1, le minimum de 7n(F) se produit évidemment quand l’affluent de
chaque sommet est £ = }(n — 1) (alors quand l'affluent = ’écoulement dans
chaque sommet). Tels tournois existent, comme on le sait (voir [3], p. 203),
pour chaque » impair. On les appelle des tournois complétement égalisés (bref;
e-tournois). Dans ce cas n(F) = in(n — 1)2.

Sin = 2k, I’affluent ne peut pas étre égal dans tous les sommets, car }(» — 1)
n’est pas un nombre entier. Le minimum 7(G) se trouvera dans un tel tournoi
dans lequel £ sommets ont un affluent (k¥ — 1) et & sommets ont I’affluent k.
Un tel tournoi est produit & partir d’un p-tournoi avec (2k -+ 1) sommets
si nous suprimons un de ses sommets (et aussi les arétes incidentes avec lui).
Dans ce cas il vaut; 7(G) = in(n? — 2n + 2). La validité du lemme est
évidente de ce que nous venons de dire.

On peut s’assurer facilement que chaque tournoi avec 4 sommets est iso-
morphe avec exactement un des tournois 7'«, T's, Ty, T's qui se trouvent dans

la figure 1.
Soit G un tournoi. Nous allons noter le nombre des soustournois dans G

Fig. 1
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qui sont isomorphes avec T«, T's, Ty, Ts comme il suit; a(@), B(G), ¥(G)s
5(G).

Lemme 5. Soit G un tournoi avec n sommets. Sur le nombre t(G) des 3-cycles

1
dans G il est valable: T(G) = PR [B(G) + p(G) + 26(G)] et 6(G) est le nombre
n —_—
des 4-cycles dans G.

Démonstration. Le tournoi 7' est acyclique, il ne contient pas ni un 3-
cycle ni un 4-cycle. Le tournoi 75 (et aussi le tournoi 7',) contient juste-
ment un 3-cycle et ne contient aucun 4-cycle et le tournoi 7's posséde justement
deux 3-cycles et un 4-cycle (voir fig. 1). Il s’ensuit-le nombre des 4-cycles
dans G est §((). Prenons encore en considération que chaque triple de sommets
de G se trouve dans (n — 3) de ses différents soustournois avec 4 sommets.

Pour cette raison il est valable; (n — 3)t(GQ) = B(@) + y(G) + 26(G). De
1a découle la validité du lemme.

Théoréme 6. Soit G un tournoi avec n sommets, il vaut alors: (@) = «(G) +

+ n¥(n — D(n — 3) — 3(n — 3)n(6).
Démonstration. D’apres le lemme 5 et d’aprés [1] (p. 129) il est valable;

BA) + 9@ +2(GF) = (m—3)(d) = Hnn—1l)n — 3)(2n—1) —
— }n — 3)n(@) et évidemment: a(GF) + B(G) + y(G) + 8(G) = (1) . De ces

deux équations découle directement la validité du théoreme.
Soit G un tournoi et soit e = wv 'aréte quelconque dans G. Définissons
Iensemble Lg(e) de certains sommets de G ainsi; x € G est élément de Lg(e),

si « ¢ {u, v} et si G contient toutes les deux arétes suivantes; uz, xv. Notons;
Ac(e) = |Lg(e)|. Le théoréme suivant est valable;

Théoréme 7. a(G) = > (Aa(e)).

ee@
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Démonstration. Soit e = uv 'aréte quelconque dans @ et soient z + ¥
deux sommets de Lg(e). D’apres la définition de I’ensemble Lg(e) le soustour-
noi F du tournoi G contenant les sommets et seulement les sommets u, v, z, ¥
est isomoprhe avec Ty (voir fig. 1). Seule 1'aréte e dans le tournoi entier ¥
posséde cette qualité: elle part d’'un sommet qui a dans # 1’écoulement 3 et se
dirige vers un sommet qui posséde l’affluent 3. Cela est valable pour chaque
paire de sommets , y de Lg(e) et seulement pour telle paire de sommets. Le
nombre de telles paires est(lg(e) . Chaque tournoi isomorphe avec 7' possede

une et seulement une aréte avec la qualité mentionée ci-dessus. De cela la
validité du théoréeme est évidente.

Rappelons maintenant certaines choses connues au sujet des p-tournois;
Chaque p-tournoi a un nombre impaire de sommets; si ce nombre dans le
p-tournoi G est 2n + 1, on a alors;

7(G) = in(n 4+ 1)(2n + 1): (@) = n2(2n + 1).

Suivant cela, si nous mettons dans la formule mentionée dans le théoréme
6, nous obtenons, aprés I’adaptation, le résultat:

Lemme 6. Soit G un o-tournoi avec (2n -+ 1) sommets. Il vaut alors:
0(Q) = (@) + in(n — 1)(2n + 1).

Dans ce qui suit nous trouverons aussi une limitation du nombre «(G)
pour le cas ou G est un p-tournoi. Tout d’abord nous devons faire que'ques
reflexions préparatoires.

Soit G un p-tournoi avec (2n 4 1) sommets et soit » un de ses sommets.
Désignons par P(v) (resp. @(v)) le soustournoi de G qui contient les sommets
et seulement les sommets de G desquels part (resp. vers lesquels se dirige)
P’aréte incidente avec v (voir Fig. 2). Soit E(v) I’ensemble de tous les arétes
se dirigeant vers v. Soit % un sommet de P(v) et soit e = uv € E(»). 1l est évi-
demment valable ceci (voir fig. 2); Ag(e) = wpw)/u) et de la somme

wv) = > (zg(p))

eeE(v) 2

Il s’ensuit (voir le théoréme 7 et considérer que chaque aréte se dirige vers un
sommet du graphe);

2(G) =2 x(v) = —i(n — Dn(2n 4 1) + 3 > &(P(v)).

ve@@ ve@

il vaut;
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Théoréme 8. Soit G un p-tournot avec 2n + 1) sommets. Il est valable:

L In(n — 2220 + 1) £ «(G) £ $(2n + 1) (Z), st m est pair.

II. fn(n — 1)(n — 3)(2n + 1) £ () £ (20 + 1) (g) ; St m est tmpaar.

III. Pour chaque n naturel il existe un tel o-tournoi H avec (2n + 1) sommets,
qu’il est valable: o(H) = (2n + 1) (g) .

Démonstration. Soit » un sommet quelconque de G et soit P(v) le sous-
. tournoi de @ lui corréspondant. D’apres le théoréme 1 et 3 il est w(P(v)) <
< In(n — 1)(2n — 1), et donc;

aWhrﬂm—nmn+n+%zmmmgwn+n@)
veG
D’apres le théoréme 5 on a encore;

I. Dans le cas ou = est pair: In(n? — 2n + 2) £ a(P(v)) et il s’ensuit:

In(n - 2220 + 1) < (@),
II. Dans le cas ot » est impair: in(n — 1)2 < 7(P(v)) et alors:
in(n — 1)(n — 3)(2n + 1) = «(G).

ITI. Soit n un nombre naturel quelconque. Construisons le p-tournoi H con-
tenant les sommets v, v1, ..., V2, comme il suit: H contient les arétes et seule-
ment les arétes; V0.1, Vg0zi0, -+-» Uglpin, OU =0, 1, 2, ..., 2 et oll nous
mettos vopi14y = vy. Il est évident, que dans le graphe G pour chaque ¢ e
€{0, 1, ..., 2n} il est valable; P(v;) est un tournoi acyclique. De 1a découle

tout de suite que x(H) = (2n + 1) (g’), q. e. d.

Remarque 2. On peut prouver que pour un nombre infini de dfférents
nombres 7 il existe un tel p-tournoi ¢ avec (2n 4 1) sommets, que (@) atteint
sa limite inférieure mentionnée dans le théoréme 8. On ne sait pas jusqu’ici
si un tel p-tournoi existe pour chaque n. La possibilité de préciser davantage
la limite inférieure pour quelques b reste encore ouverte.

Théoréme 9. Soit G un tournoi avec (2n -+ 1) sommets. Du nombre §(G) des
4-cycles dans G 1l est valable;

L §n32n + 1) £ 4(G) £ (2n + 1)(”;*3— 1), st n est pair.
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IL in(n — 1)(n + 1)(2n + 1) < 8(@) < (2n + 1)(" ; 1) , 86 m est impair.

Démonstration. La validité du théoréme découle directement du lemme 6
et du théoréme 8.
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