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Matematický časopis 23 (1973), No. 3 

АВТОМОРФИЗМЫ ОДНОГО КЛАССА КОНФИГУРАЦИИ 

МЕЛИХАР КОПАС, Кошице 

.IV Ломбардо-Радиче [1], [2] и А. Д. Кидвелл [3], [4] исследовали 
конечную инцидентную структуру Жп. В монографии Р. Х а р т с х о р н а 
[5] были рассмотрены свойства группы ,всех автоморфизмов конфигура
ции Ж2. Предметом настоящей статьи являются свойства группы всех 
автоморфизмов конфигурации 1?п, п > 2* § 1 содержит основные понятия 
:и обозначения. Ядро работы — § 2 посвящен структуре группы всех авто
морфизмов конфигурации Жп. 

§ 1. Основные понятия 

Лет-фигурацией называется конечная инцидентная структура (Ш7 0, «/), 
где Ш обозначает конечное множество точек, 0 конечное множество пря
мых, ,/ я Ш х 0 и выполняется одно из следующих взаимно эквивалент
ных: отношений: 

[А, В] ^ 1 для А, В в 0, А ф В; 

[#» Щ ^ 1 для а1 Ъ 6 0, а ФЪ, 

где [Л, /?]обозначает число всех прямых р е0, причем А, В I 0; [а, Ъ] 
<тределяется двойственно. 

Автоморфизмом (антиавтоморфизмом) конфигурации (0^ 0, ,/) назы
вается взаимно однозначное отображение к множества 0 и 0 на 01 и 0, 
такое, что при этом выполняются следующие условия; 

ж(,щ = т (н(Щ = 0), 

В1р => х(0)1х(р) для всех В е 0^ р е 0. 

Автодвойственной конфигурацией называется конфигурация, для ко
торой существует по крайней мере один ее антиавтоморфизм. 

Обозначим конфигурацию по работе [6] упорядоченной тройкой (1ь; ]. к)1 

где 1ь есть ранг конфигурации, 
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Ь = 2(] + Ц - - ($ — 1), 

у = Щ , & =: \0>\ , %--= и?\. 

Рассмотрим теперь класс конфнрураций 

Щ8; 2п + 87 2?г + 8), 

п — натуральное число, п 1> 2. Каждую конфигурацию порождают четыре 
точки (А2* Вх, Р, В; рже. 1 для п == 5), любые три тз которых неколли-
неарны, следующим образом: 

(1) A2BĄ A2B\ A2P\ A,M « MP\ p 

PB\ ч' вгp\ Al'вxвf 2 ' B./JJ AZ; вxвf Ьz> •'• 
A2 B\ AkP\ A, B\ 

•' Bt-.Q A/c> B,BJ "*> ' • ' Bn-.Qf 
Л .лl 

] ìì ì 4 R íì 

Обозначим прямые конфигурации: 

А±В = а, ВгВ = Ь, РЕ = /\ 

А*Р =- /?*, Д&С? = у*. Ж == 1, 2, . . - /г . 

В силу ияцидеяций конфигурационного определения (1) имеем; 

(2) [Р] = Г « .= л + 1, [В] = [.4*] = №-] = 3, 

М -•= И = я + 1, И - | > ] = И = 3, * = 1, 2, . . . л . 

.Каждая конфигурация Рп является автодвойетвенной конфигурацией 
([3]). Группа всех ее автоморфизмов АиЫ'п, п ^ 2 является подгруппой 

PíГC. 1, 

258 



индекса 2 группы всех антиавтоморфизмов ж автоморфизмов конфигурации 

ГпШ 1,2). 

Если п •== 2, то Жп является регулярной конфигурацией (т. е. [В] -•--=-
"••- М ::::::: 3 для всех В е &, р е 0>) и также проективной плоскостью 
2~ого порядка» Поэтому группа АшЬ # 2 иммет более специальные свойства, 
чем .группа АиЬ1*п, л > 2. В силу [5] (гл. III) имеет место следующая 
теорема: 

Теорема 1. а) Группа АиЬ Ж2 транзитивна на М. 
о) Для любых двух заданных трет неколлипеарпых точек М\% М.\, 

г -•- :! , 2, 3 конфигурации "Р% существует один и только один автоморфизм 
к- е АиЪ 1" 2 ! переводящий М% в М\,% = 1 , 2 , 8 . 

в) Группа АиЬ # 2 состоит из 168 элементов. 
Утверждение теоремы 1 можно вывести тоже следующим образом: 

Число всех упорядоченных четверок точек конфигурации 1 т

2 , любые три 
не которых иеколлинеарны, равно 168. Любая из этих четверок может 
порождать конфигурацию 1\, Тогда каждый автоморфизм и е АиЬ 1\ 
однозначно определен отображением точек А21 В%1 Р, В на одну из этих 
108 четверок» 

З а м е ч а н и е . В дальнейшем мы будем пользоваться следующим догово

ром: Если автоморфизм; х ЕАШЬГП7 п > 2 переводит точки (прямые) Л.#, 

В к (рк 1 Ць), & ::= 1> 2, . . . п в точки (прямые) Ах ? Д» {р$ ? <1х) и если 

х > п или х < 1, 

то полошим Ах = Аг, Вх = Д (/?<-. = рг, дж = # ) для I == х ( т о й л), 

г 6 {1,2, . . . п}. 

§ 2. Группа С? = Аи* I V , п > 2 

Предложение 1, Для каждого автоморфизма к е О имеет место: 

а) н{Р) = Р, хШ) = 0 или ж(Р) = 0 , *(б) = Р ; 

б) #(а) = а 3

 НФ) = & и л и ж(а) = = ^ , #(Ь) = в ; 

в) »(Д) = В; 

Г) К(Г) = г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Свойства а), б) вытекают непосредственно из отно
шений (2), В силу В = а п Ь из а), б) мы получаем б) и г). 

Предложение 2. Существует автоморфизм а е (I, который индуцирует 
следующую подстановку множества Ш 
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(о) /-4 А?, х>лг, I , У ? л \ » __ л 9 

\л*+1. 5 * + 1 , -Р. <г, л ; ' Л - - х ' - ' •••" 

и порождает циклическую подгруппу Сга Я О порядка п, 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (3)-—подстановка, множества Ж В силу Ш 

имеем 

рк = АкВк, д;к = Л^мВ*, & = 1,2, .. . в. 

Тогда с сохранением инциденций конфигурационного определения (1) при 
подстановке (3) переходят прямые _р# в Аы-гВш-н, = р#+1, ф1« в /11-г2В/;-г1 -----
~ 4г>--т> & = 1, 2, . . . и. Очевидно, существует автоморфизм а. степени 
которого циклически переставляют точки Аю на прямой а, точки ./?,<* на 
прямой 6 и имеют неподвижные точки Р, ^1 В, Так как циклы на прямых 
а 5 й имеют длину п, то 

ам = е, 

? — тождественный автоморфизм, и автоморфизмы а*, г -~— 1, 
образуют циклическую подгруппу Оа я О. 

Предложение 3. Следующая подстановка лтожества Ш 

(4) 1Акч В&, Р, §5 .В 

ч 

В*, Ак+1, Я, Р, Д / ' * ~ -,-,-•• ?* 

индуцирует автоморфизм /5 е Сг, который порождает циклическую под
группу 0-0 Я О порядка 2п, 

Доказательство» Если подстановку (4) обозначим (}, то получим: 

Р(Аь В ц) = В к -А*+1 = д/,7 

/?(.4&+-1?Лг) = 5Й-|-1-4А;+1 = .Р|;+1 , 

& = 1, 2, . . . и. Тогда существует автоморфизм /3, который отображает У4 
на ,# по соотношению (4) и отображает & на ^ следующим образом: 

0(а) = Ь , 0(6) = а , /?(г) = г, 

Р(Рк) = <?*, 0(?*) = .?*+!- & = 1,2, . . , п. 

Очевидно, 

18«(Р) = р , ^ ( 0 ) = а , 

0»(Л*) = 1/,+1, РЧЩ = В*+1, й = 1, 2, . . . п ? 

т. е. /}2 = -зс? откуда следует 

(5) а'1 = /?2*, I = 1, 2, . . . ?!, /?2* = г. 
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Степени автоморфизма /? образуют циклическую подгруппу Сгр ̂  О 
порядка 2п, Нечетные степени автоморфизма /I переводят а в Ь и наоборот; 
четные гтотчш автоморфизма /? являются элементами подгруппы $«. 

Следствие I.. а) Группа О* является подгруппой группы 0$ индекса 2: 

Г») Точечными орбшпамм группы 0@ ((гЛ) являются следующие множшптг: 

\щ, \1\ <л. щр, е, щ({-в], {.р;ь шь и , ? • . . -4Я], {/?!.,.'.. /?л». д/л /̂/-
мы с орбиты 0во истое/шы * 

Предложение #. Существует автоморфизм у е 6- второго порядка, ко
то ры и переставляет множество Ш следующим способом: 

*"> Н*. вк, р, д, в\ , 
1 4 , щ , .в* *, Я, Р, я.Г «.-,-••»• 

Доказательство. Пусть (6) -—- подстановка множества М. Иа (1) -е.ло-
дут, вто при (6) отображается 

'/* в р»--# = - 4 » - * 2?Л-ЙГ5 -?-»••• 

:̂.-м'д<1вате.'п>гсо, существует автоморфизм, у е &, который: индуцирует на 
мпо'л>ет»:ве -Ш подстановку (6). Дальше; 

-АР) = Р, у8(<2)'= V, 

уЦАк) •-- у(А»~ л-м) ':::::'; -4#, 

-,,̂ (1/,) = У(2/Я *) ,., Вк, к - :!, 2, . . . л, 

Г. О. V2 ••-••• в . 

С;д:едетт$м:е 2* 

г>) С? некоммутативная группа» 

щ Группа С- содержит 2п циклических подерут второго порядка, 

г) Группа- О содержит две подгруппы //, К порядка 2п: И --- О-а и }''*%, 
л .г.- <!гх и у((1р\С1а). 

Доказательство, а) Согласно (4), (6) имеем: 

','>у[НЛь) =-- /?у(.В*) = /)(1?я *) = -4»_*•+!, 

/>>/?(.»*) - . Ш * и ) = Р(А»-*) - Д , *, * =-- 1 , 2 , . . . . » . 
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0) Очевидно, что 

(8) [Му --=: у/?2*-'", г .--•••••. 1 , 2 , ,, . 2/г, 

н) (/З у̂)2 -- ()'1уу[Р11~~'( =-» &•, * =-- I, 2, . . . 2 я . 

Г) Существование подгрупп: 1/ ---• С?й и уО-Л1К ••-0-х и л/(<''г; \ ^л) м ' " 
посредственно вытекает из соотношений (3), (4), (6) и 'предшествующи ч 
утверждений этого елгедствия. 

Тоорема 2. Л твой автоморфизм У, е О люжпо преобразовать л* ////% 

(9) х^ру, г 6 {1,2, . . . 2л}, ^ е (:!, 2) . 

Г 1**11 шш АиЫРп, п > 2 состоит аз 4/г элементов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу а) предложения 1 любой автоморфизм. ^ : (; 

находится только в одном: из следующих множеств: 

М1 : - \к е О; к(а) =•-•-- а, ф) --= 6}, 

Д/2 ~ {я е Г// #(#) — ?>, я(6) -•• #}. 

а) Пусть % е Ж г . Покажем, что любой автоморфизм * е Мх циклически 

переставляет на прямой а (Ъ) или упорядоченных: п точен Ах. Лй. . . . д\.-

(В%.4 1?2, . . . 1?й)- или упорядоченных п точек /1.м, /Ц.-^. . . . .:!.! (//,,, 

11„. . , . . . й г ) . Пусть существует автоморфизм х« е М{ такой, что 

*о(-4*) -= Л;1 М & - 1,2. . . . ю, 

где 0 п ъш, . . . г») не принадлежит множеству степеней циклов (1.2. , . . мь 

(/е. п-•--1, . . . 1). Тогда существует по крайней: мере одни индекс /'о. 

тавой, что !%0 •-••- 1к{)\-\. ::^ 'Ь л •"*"* '-•* Н° п 0 соотношению (1) имеет место; 

" П ?<ь •=-- / 1 | Ь И - ^ ь - е А , -•• <Ико, 

еде ;^Ч1 % ) Гл! "•'•' 1 или л - 1. Мы получили протиборечие; с,ч.едивлте/ц,-

но, 1-1 силу (:!.), (4) и (6) любой автоморфизм я 6 М\ можно записать в виде 

« - / / у , »с{2,4, ... 2»}, ,/е [1,2], 

о) Пусть х е Ы.г. I!'.реноложим, что существует автоморфизм у.ц-~:Мл. 

такой, что 

щ(еЫ - »<*. * - 1,2, . . . л. 

где (/д. 1*2| . • • 4,) обладает тем: же свойством, что и в части а) этого доказа
тельства. Тогда существует по крайней мере один индекс 1'о. для которое,. 
\1кк1 — ^о-м! ф 1, и- - V Аналогично получается из шщиденцпй (V) проти-

2 62 



порочно. Отсюда вытекает, что каждый автоморфизм к е Ж2 циклически 
переставляет точки Аг, А2, . , . Аш, 1?А, В 2 , . . . Ь*й на прямых в3 Ь, которые 
•взаимно на себя отображает. Следовательно, ввиду (1), (4) и (6) можно 
.кня.еатъ любой автоморыизм % е Ж2 следующим способом. 

г. , , (1*уК I е {1, 3, Ь, ... 2п ~ :!}, 3' * {*, -}• 

Очевидно, что для каждово г е {1, 2, . . . 2и} и;) е {1, 2} получаем точно 
о/н/ш автоморфизм я е О и очевидно, что 

| 0 | =- 4и 

Г.м\ц,<*твие 3. 

ПО) ' а) б = 6^ У уёц, 

•Г>) Центр группы О - ото циклическая группа 2-ого порядка е образу-

.;) (72), {.Р<2}> ^ \ {-̂  (?> В}являются точечными орбитами группы О. 
г-!1;ш*ч'ите орбиты группы О — двойственны. 

Доказательство, а) Утверждение (10) непосредственно вытекает из 
"г*"̂ ре.мы 2. 

о) В силу (8) автоморфизм ($п коммутативный каждому элементу группы. 
**\ УЫ (8), (9) ясно, что центр группы образуют только автоморфизмы (Р\ е. 

п) Утверждение справедливо согласно (4), (8) и (9). 

Теорема, 3. Любой, автоморфизм к е рО^ имеет только точку В непод-
кофтой. Любой автоморфизм к е (} \ рОа имеет точно три неподвижных 
та'-и-и конфигурации 1Рп. 

Доказательство. Из (3), (4) и (6) очевидно, что любо! авторфшм 
А « ^(' .х имеет только точку .й неподвижной и любой автоморфизм к в К имеет 
тс г пин три неподвижных точки Р, ^1 В. Рассмотрим теперь неподвижные 
точки автоморфизмов к ~~- уа*, г = 1,2, . . * п. Из (3) и (6) получаем: 

у**(Р) = <г, уо^т^р, 
У<Х*(Аь) =-= у(Ак-н) : = Ап-ъ-1+1., 
уос^Вл) -г.- у(Вк-н) = Яд-*-..< , г, Тс = 1, 2, . . . п. 

Тогда неподвижные точки находятся только на прямых а, Ь и для их 
и I«,1 ̂  * к- с о в сир а ведл ивы соотношения: 

1 1 
I Ü І ) ÆJL - ;; (tt—£ + 1 ) , ìą = ---• (1 ~- ř). 

20 3 



1 1 
к- = -;-- (п — г), 4*4 = г ; ' (—0 5 

г -••- :1. 2, . . . д ? т. е. 

1) для четного п к е уОя имеет неподвижные точки 

. . . 4 д Г 1 ? /1.1;2? 1?? если г •--. 1 , 3 , 5 , . . . /г- • 1 , 

7?^, 7^4 5 -К> если г =-=•- 2, 4, 0, . . . д : 

2) для: нечетного п к е у€4а имеет неподвижные точки 

Ак\ ? 7?&4, -й, если, г -= 2, 4, 6, . . . п- .1, 

Лд,2, 5*3, -В, если ь - 1, 3, 5, . . . и,. 

Однозначность неподвижных точек вытекает из соотношений (3). (6). 

Следствие 4. Для любых двух заданных точек Л' ? N е # ч

ч {1\ (ф и\ 

существуют два и только два автоморфизма к1: н2 е О: кх Ф к2, н*р» Хо

дящие М. в N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если М = А7, то кЛ -~~ в и ж% ~-- у ос1, где согласно ; I И 

I ^ 1 - 21с для Ж = Л* 

I — Ш для Л' ~- 74 ? А- ~- 1,2, . . . /г 

Если М Ф А7, то в силу (1) и следвствия Зв) л} е (?^? ^ 2 е: ;•'<*/?. Однозп.* е 

кость автоморфизмов я , , к2 очевидна. 

Теорема 4, Группа (1 ~~ Ант, .У*и, и. > 2 томорфпа дюдрич^ской группа 

Вт порядка 4/г 

О ~ I) 

Д о к а з а т е л ь с т в о * В силу (7), (9) можно любой автоморфизм :< ^ 
выражать как конечное произведение степеней автоморфизмов ф у, :? . >••. 
автоморфизмы /?, у являются образующими группы (Ф Любые еоотноничиж 
между образующими ф у получаем но соотиошенршм: 

/?*»-=-•<,, у а - < ? ? № ^ у , 

тогда в силу теоремы 2 определяющие соотноишиия обиден группы О при-
н им а. ют следую,! .1 ща вид 

112) [Рп •----. *>, у2 .-=., е. (;/^)2 — «. 

По [8] (1.52) равенства (12) являются определяющими еоотиошеипнчк 

диадричеекой группы: 1)т порядка 4гг. 
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Следствие 5* а) Подгруппы Я, К изоморфны диэдрической группе !)п 

порядка 2п 
II ~ 1)п, К % 1)п. 

Г>) ,Яе,м и. нечетное, тогда, 
О- ^ Е(0) х .//. 

Доказательство: а) Подгруппа // порождается автоморфизмами <>:, у 
и ее* 01 {ределяющие соотношении следующие: 

/ У п гг.;:.: Р Л»2 .--_. Р Й/лЛ 2 ~™ /-' 
' 5 Г S , (ya)2 

еледвхштелъио, II ^ 1)п, Образующие подгруппы К —- автоморфизмы а, 
у/3 удовлевторяют определяющим соотношениям 

осп ---- г, (у/5)2 —- я, (у/й)2 == г? 

т .е . N - />л. 

б) В силу [8] (1.54) спаведливо 

1)т =- С2 х .-О», п — нечетное. 

.11 <»екольк\* „центр группы О-
ВД = {е, /?»} 

и /7 ~ А н для нечетного п из (3), (4), (6) и (9) вытекает О -•• #(60 >•: Я . 

Теорема 5. Пусть 2п == |> . д, п, р, д — натуралЬные числа. Тогда группа 
О •••--- Ло,(> Кп, » > 2 имеет р диэдрических подгрупп Од порядка 2д и д 
дтдрпчетш подгрупп ВР порядка 2р. 

Доказательство. Пусть 2п ~ р . д. Обозначим /?-° ~ со» Тогда вы
полняются равенства 

0/1 :.::- # ? у* ::~ Р, ? (уС!))2 - = 13 , 

а>« — а, (у/»)2 — г, (у/к>)2 = е, 

,.о* ^ «, (у/^ 1)а ^ е , {у№'-4>)2 --== в. 

Для каждой образующей у/9% I = 0, 1,2, . . . |? —* 1 существуют опреде
ляющие соотношения подгруппы /)* с: 0 порядка 2д. 

Лна;.югичио обозначим /?г/ = ,о и получим: 

«р ^ е ? у 2 =-= г, (ур)2 = 8, 

о»^е, у(/?)2 = е, (у#?)2 = е, 

С̂  = г, ( У ^ " 1 ) 2 ^ е, (у/?в-1е)
2 = е. 
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Этим соотношениям соответствуют диодрические подгруппы /V с: 0\ 
I •-••• 0, 1, 2, . . . с/ - 15 порядка 2р. 

Следствие С. Каждая диэдрическая группа ВР порядка- 2я .•••••• р , ц (р. у 
памуралЬаые числа) имеет р диэдричсских подгрупп 1)и порядка 2<[ и ^ 
•дкидрических подгрупп 1)р порядка 2р. 

Д о к а з а т е л ъ с т в о * В сил у [8] (1.52) он р еде лшо щ и м11. с о о тн о ш о л и я ми 

группы !).« . которую порождают элементы. $, ,Й? являются; 

А9* =.-,- ,.Е\ Е 2 -.-= 1?, (Яй)* .-г- Е. 

Лн&логично по предшествующей теореме обозначим А''' • /IV № •• V* 

Тогда 

т -• Е, (Ж*)2 =: .Ж, (,.М*^)2 - А\ г - 0, 1, 2Т . . . // - •• .1. 

V» - Е, (В8<)* - Ь\ (.&9<7)а - .1?, I ----- 0, 1, 2. ...//•••• .1 . 

Справедливость этих соотношений очевидна, 
Группа ж;ех автоморфизмов конфигурации Жп, в > 2 является одноГг 

па моделей общей диэдрической группы 1)2П порядка Ы, 
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