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R I E S E N I E T E P E L N Ý C H P O M E R O V VO VÁLCI 
P R I N E S P O J I T Ý C H O K R A J O V Ý C H P O D M I E N K A C H 

I. N Á T Ě R 

Diferenciálna rovnica vedenia tepla v izotropnom a v homogénnom 
prostředí má tvar: 

MM+^H- m 

kde význam jednotlivých symbolov je tento: 

/koeficient tepelnej vodivosti daného prostredia, 
especifická hmota daného prostredia, 
c specifické teplo daného prostredia, 
& teplota, 
QQ množstvo tepla, ktoré sa vyvinie v objemovej jednotke uvažova­

ného prostredia za časovú jednotku, 
t čas. 

Vo svojom příspěvku obmedzím sa len na stacionárně stavy, pri ktorých 
ani jedna veličina nezávisí od času. V tomto případe je rovnica (1) zjedno­
dušená takto: 

AŮ + -^ = 0. (la) 

K tejto diferenciálnej rovnici pristupujú ešte okrajové, podmienky, 
teplota na hraniciach uvažovaného prostredia alebo v miestach, kde sa 
dve prostredia vzájomne dotýkajú. 

Dá sa dokázať, že problém vedenia tepla pri predpísaných okrajových 
podmienkach (pri stacionárnom stave) je diferenciálnou rovnicou (la) 
jednoznačné určený, t. j . že neexistujú dve rozličné riešenia ůx a #2> ktoré 
by súčasne vyhovovali okrajovým podmienkam a ktoré by spínali dife-
renciálnu rovnicu (la). ( S c h a e f e r , Einfůhrung in die theoretische 
Physik II.) 

Uvediem riešenie diferenciálnej rovnice vedenia tepla pre válec, ked sa 
na jeho povrchu mění teplota nespojité. 
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I 

Hladajme riešenie tohto problému: Válec s výškou v a s polomerom r0 

má na svojom povrchu v jednej polovici teplotu # x v druhej ů2. Vo válci 
samom teplo nevzniká, takže v rovnici (la) je Q0 = 0. Aké bude rozloženie 
teploty vo válci při stacionárnom stave? Súradnicový systém uložme tak, 
aby os x bola totožná s osou valca a kolmé podstavy valca aby boli v rovi­
nách x = + ----. Pri takto stavanom probléme bude teplota zrejme funk-

ciou len dvoch premenných, a to x a r = + / y 2 + z2. Máme teda riešiť 
diferenciálnu rovnicu 

дч m 1 &&_ (lb) 

s okrajovými podmienkami: 

a) pre x = — r - a 0 ^ r ^ r o 
ЫJ 

má byt & = ůľ 

b) pre r = r0 — á x <C 0 má byť & = # x 
/C 

c) pre ж = + - - j - a 0 ^ r ^ r 0 má byť & = # 2 

d) pre r = r0 a 0 << x á + -?r m ^ byť # :д. 

(2) 

Ak hFadáme riešenie rovnice (lb) v tvare súčinu dvoch funkcií ů = 
= X(x) . i?(r). najdeme toto partikulárně riešenie: 

0 = (Л e--* + D e+-«) J0(Xr) + C, (3) 

v ktorom I0 je Besselova funkcia nultého radu ( F r a n k — - v o n M i s e s t 

Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik I). 
Pomocou vhodné volených konstant A, B, C, X móžeme toto riešenie 
prispósobiť okrajovým podmienkam. 

V řeze x = 0 bude teplota nějakou zatiaf neznámou funkciou premen-
nej r. Označme ju 0 (r) a hfadajme riešenie uvedeného problému pře 
x ^ 0. 

Okrajová podmienku (2c) splníme, ak zvolíme: 

teda 
Л a \/le 

XT 
+ Be 

+ i-
o, 

в 
rlт 

+ я ¥ 

= — A e - Ч 
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Ak v (3) dalej zvolíme A = —-, kde £v je nulový bod funkcie J0 (g)T 

splníme aj okrajovú podmienku (2d). Nech je fx < f2 < f8 < . . . . 
Všeobecné riešenie rovnice (lc) móžeme potom zostaviť takto: 

ů = ê2 + 2 

v _ l 
i4^-<+ь~h&) 

V řeze a ; = 0 m á však byť ů = &(r) pre 0 _: r < r0, 
teda 

Ф ( r ) | - 0 2 •š4-—_**]-'-fê') 
v - l 

V poslednej rovnici použime substitúciu u = — a označme 

Ц l - e r'l\=A'v. 
Dostáváme tak rovnicu 

0(r)-&2 = ŽA'v.Jo(!-vu), (4) 
pričom 0 ;_ u < 1. 

Funkcie fu . J 0 (fju), fu . JQ(£2u), fuJ0(šBu), . . . tvoria však v inter­
vale 0 _; „ < 1 ortogonálny systém a pomocou nich móžeme Tubovornú 
funkciu fu . / (u) (ak táto vyhovuje Dirichletovej podmienke) v tomto 
intervale rozvinúť do nekonečného radu. Platia totiž vzťahy 

i 
fuJQ(Šmu).J0(Šnu)du = 0 
o 

pre m =}= n, 

}u[J^vu)fdu = \[J^v)}\ 
o * 

kde J x je Besselova funkcia prvého radu. 
Známým spósobom móžeme teraz v (4) určiť koeficienty Av: 

fi 

9 
A: = l v ПШЫ? 

Jr[Ф(r)-ů2].J0(^r)dr 
0 

Riešenie rovnice (lc) pre 0 _: x _; + — po úpravě dostaneme potom 

v tvare: 

'•ќ') *_a«--̂  + -2_ I V [e-fr-e+tH/r[0(r)-
' - - ( - - e ' . " ) [ J . (*.,)]» 

/ i * r ) d r . (5a) W>' 
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Podobným spósobom (alebo transformáciou x = —- x) pre — -̂ - ^ x á. 0 
dostaneme riešenie: 

* = # a ) = * 1 + ^ V 1 ^ V [ e + ^ . e - ř H f r [ * W -

- M ^ o ( ^ r ) d r . (5b) 

Ostává ešte určit funkciu 0 (r) tak, aby normálně zložky hustoty tepel­
ného prúdu po oboch stranách roviny x = 0 boli rovnaké. Pre x = 0 
má byí: 

důM __ 00« 
~dx~ ~~ dx ' 

odkiaF dostáváme podmienku: 

ú, "ffl t.+.-friA[*w-w(t^-
\ = i U - e '. / [J^J] 2 

oo t T i v l r 

--IS (T^qSr^;[l••"^/'[•M-M-MŠ-K 
—i U - e '• /[JidJ]2 o 

alebo po anulovaní 

.?.™r/ r [ 2* ( r )- (*'+ w«(t r) d r = 0-
Tuto podmienku splníme pre každé r < r0, ak zvolíme: 

<P(r) Øi + *2 

V riešeniach (5a) a (5b) móžeme potom urobiť aj integráciu, ak použi­
jeme vzCahy: 

xJo(x)=-^[xJl{x)]; «M°)=°-

( F r a n k — v o n Mi ses , Die Differenlial- und Integralgleichungen der 
Mechanik und Physik /.) 
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Riešenie nášho problému dostaneme tak v tomto konečnom tvare: 

v ~ 
pře - y á x ^ O : 

' • ( * ' ) » = «w. + (*.--Ã) , °Һ[ [e-"ł-e-H; 
i-ifЛi-e '••J-мf-) 

pгe O ^ i ^ y : 

i? = #(-) • ( * ' ) -^+(*,-ц,y , ч. [.-*-.-*-'] 
- i { , ( l - e '-')Л(f,) 

(6) 

Toto riešenie móžeme ešte zovšeobecniť. Válec, v ktorom teplotu vyše­
třujeme, nech je zložený z dvoch kusov z rozličného materiálu. Koeficient 
tepelnej vodivosti pre x << 0 nech je /l7 pre x > 0 Z2. Při určovaní funkcie 
<P (r) musíme potom vyjsť z podmienky: 

pre x = 0: 

Funkcia 0 (r) potom bude: 

0(r) = hŽL±JA 
*[n k + k " 

Riešenie takéhoto problému vedie k výsledku: 

pre — ^ - ^ ж ^ O : 

t) t-w-^+w-vy , °̂ °/ [.fr-.-S^] 
'•+'* SM-.-^Utf.) 

pre 0 š ж š - " 

' • ( * ' ) ,=*.>=»2+җ^У - т A ь ^ - H 
[ l -e '. J.dJ 

/» + /•, Z. / -** 

(7) 

Tieto riešenia majú nevýhodu V tom, že teplota ako funkcia polohy je 
v nich vyjádřená nekonečnými radmi. Tieto rady však rovnoměrné kon~ 
vergujú. Pri -konkrétných výpočtoch móžeme sa obmedziť na niekolko 
prvých členov. 
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II 
V druhéj časti budeme riešiť podobný problém ako v prvej, budeme 

však předpokládat, že vo válci samom v každej objemovej jednotke 
sa za časovú jednotku vyvinie množstvo tepla Q0. Tak je to napr. v dróte,. 
ktorým tečie elektrický prúd. 

Najprv uvediem riešenie tohto jednoduchého případu: Nekonečné dlhý 
válec z homogénneho materiálu s polomerom r0 má na svojom povrchu 
trvale teplotu rovnu ův V každej jeho objemovej jednotke sa za časovú 
jednotku vyvinie teplo Q0. Pri stacionárnom stave bude teplota funkciou 
len premennej r = + ljy2 + z2 (os x súradnicového systému sme zasa 
stotožnili s osou valca). Máme teda riešiť diferenciálnu rovnicu: 

(8> 

(9> 

(10> 

í* + l . d * + f i o = 0 
d r 2 Ť r d r Ť ř 

s okrajovou podmienkou: 
pre r = r0 má byť ů = ův 

Všeobecné riešenie rovnice (8) je: 
ů= - ^ r 2 + B l n r + C. 

V našom případe musí byť B = 0, lebo pre r = 0 má zostať # konečné.. 
Aby sme splnili okrajovú podmienku (9), musíme dalej voliť: 

C — A -+- — r2 

^ — &i i 41 'o • 

Riešením nášho problému bude potom funkcia 

(11> 

( F r a n k — v o n M i s e s, Die Differenlial- und Iniegralgleichungen der 
Mechanik und Physik II.) 

Uvedený výsledok použijeme pri riešení zložitejšieho problému: Vo válci 
s výškou o a s polomerom r0 vznikne v každej objemovej jednotke za časovú 
jednotku teplo Q0. Súradnicový systém voFme tak, ako v prvej časti. Okra­
jové podmienky nech sú: 

v 
a) pre r -= r0 a 

b) pre x = — --y-

c) pre x = + -£-

;d) pre r = r0 a 

^ x ž 0 nech je ů =ů1 

a r ^ r0 nech je ů = ~1 (rj 

a r^r0 nech je ů = ¥fL(r* 

0 ^ x ^ ~ nech je ů = ů2 

+л 

+*, 
(12> 
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V základniach x = ± -j-sme predpísali takú teplotu, aká by sa v nich 

ustálila, keby bolo v =-= oo. 
Máme riešiť diferenciálnu rovnicu: 

^-2 + á^ + ya7 + —-° (lá) 
a jej všeobecné riešenie prispósobiť okrajovým podmienkam (12). Rovnici 
(13) bude iste vyhovovat funkcia: 

kde #' je nějaké riešenie diferenciálnej rovnice (lb) a? #" zasa nějaké 
riešenie diferenciálnej rovnice (8). Podl'a (3) a (10) móžeme hned napísať 
takéto riešenie: 

& = {A e-** + B c+**) JoW — Qj-r* + Clnr + D. (14) 

Ako v prvej časti položme aj teraz teplotu v řeze x = 0 rovnu neznámej 

funkcii _> (r) a hladajme riešenie pre 0 __ # __ -~-. Pre r = 0 má byř # 

konečné, musí teda byť C = 0. Podmienku (12d) splníme, ak zvolíme: 

Konečné volbou B = — _4 e"*Av vyhovieme podmienke (12c). Vo všeobec-
nom riešení „> 

# = &,+ %«-ň + l*Å.-Ь-.*~>Щr) 2 

máme ešte určiť koeficienty Av tak, aby pre x = 0 a 0 g r < r0 bolo 
# = 0 ( r). PodFa (5a) a (5b) dostáváme: 

pre — --- __ a: _S 0: 

.3-^> = ^ + | ( r S - r 2 ) + | j ^-1 [ei*-
- i ( l - e ^ l t J , ^ ) ] 2 

- e~u^]fr[ф(r) - Ą - | (rl - r-)]J0 ( | г) dг; 

pre 0 __ x __; -j- : 

*_ø(->_ø2 + | ( r j _ r 2 ) + | | \ ^ Ј [e-T? 

er« 

í ( l_ e te)[J,ад 

j/г[ф(г) - *, - §(гî-г-)]J0 |^г) dř. 

(15) 
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Nakoniec zasa určíme funkciu 0 (r) tak, aby pre x = 0 bolo 

dx dx 

Po vykonaní derivácií dostaneme podmienku: 

2 [ < P ( r ) - ^ ( r j - r - ) ] - ( 0 . 4 ^ = 0 . 

Teplotu v řeze x = 0 určuje teda funkcia: 

0 ( r ) _ ^ ( r . _ , - ) + _ + _ ! . 

Ak ju v tomto tvare dosadíme do (15) a zasa ako v prvej časti vykonáme 
integráciu, dostaneme toto konečné riešenie nášho problému: 

v pre -j- <; x ž 0: 

o £ J°(H r--. 
^ = #(i) = ^ + !á> (rl - r-) + (0a - ^ ) ^ - , ^ [e' . -

v = i ^ ( l - e ' . * ) j 1 ( | , ) 

- e r* J; 

pre 0 ^ Æ šś 
9 ' 
A»/ 

/> = ø(» = ø2 + g> (Г; _ ñ + (0. - *2) V — ^ЬJ [e~fr 
- _ i f j l - e '. Jiíf-) 

èv 

(16) 

Nakoniec třeba ešte poznamenat, že riešenie (16) by sa zasa dalo 1'ahko 
zovšeobecniť pre ten případ, že válec je zložený z dvoch kusov z rozlič­
ného materiálu. Toto riešenie by sa však nedalo upraviť na taký prehladný 
tvar, lebo by sme v ňom nemohli vykonat integráciu. 

Došlo 15. II. 1954. 
Katedra fyziky 

Slovenskej vysokej školy technickej 
v Bratislavě 
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РЕШЕНИЕ ТЕПЛОТНОГО РЕЖИМА В ЦИЛИНДРЕ 
ПРИ РАЗРЫВНЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ 

ИВАН НАТЕР, БРАТИСЛАВА 

Выводы 

В статье дано решение дифференциального уравнения распространения тепла 
при стационарном режиме в цилиндре, если на его поверхности в одной поло­
винке температура гН, а во второй — #о. В обоих половинках температура опре­
делена самостоятельно, именно так, чтобы в общем сечении соприкосновения явля­
лась одинаковой и равной функции Ф ('). Эта функция наконец определена так, 
чтобы по обоим сторонам рассматриваемого сечения нормальные компоненты плот­
ности теплового тока являлись одинаковыми. В первой части рассматривается 
цилиндр, в котором тепло не образуется. В второй части дано более общее решение, 
именно если в цилиндре образуется теплота. Результатом в обоих является раз­
ложение температуры в равномерно сходящийся бесконечный ряд с применением 
Бесселевых функций. 
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