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RIESENIE TEPELNYCH POMEROV VO VALCI
PRI NESPOJITYCH OKRAJOVYCH PODMIENKACH

I. NATER

Diferencidlna rovnica vedenia tepla v izotropnom a v homogénnom

prostredi ma tvar:
’(Aﬁ+%9)—‘” ()

ec T

kde vyznam jednotlivych symbolov je tento:

lkoeficient tepelnej vodivosti daného prostredia,

e $pecifickd hmota daného prostredia,

c Specifické teplo daného prostredia,

Jteplota,

Qo mnozstvo tepla, ktoré sa vyvinie v objemovej jednotke uvazova-
ného prostredia za éasova jednotku,

i ¢as.

Vo svojom prispevku obmedzim sa len na stacionarne stavy, pri ktorych
ani jedna veli¢ina nezavisi od ¢asu. V tomto pripade je rovnica (1) zjedno-
dusena takto:

A0+—%°—=0. (1a)

K tejto diferencialnej rovnici pristupuju este okrajové. podmienky,
teplota na hraniciach uvaZovaného prostredia alebo v miestach, kde sa
dve prostredia vzajomne dotykaju.

Da sa dokazaf, Ze problém vedenia tepla pri predpisanych okrajovych
podmienkach (pri stacionarnom stave) je diferencialnou rovnicou (la)
jednoznaéne urceny, t. j. Ze neexistuji dve rozli¢né riesenia &, a &,, ktoré
by sudasne vyhovovali okrajovym podmienkam a ktoré by spliali dife-
rencialnu rovnicu (la). (Schaefer, Einfiihrung in die theoretische
Physik 11.)

Uvediem riesenie diferencialnej rovnice vedenia tepla pre valec, ked sa
na jeho povrchu meni teplota nespojite.
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Hladajme rie$enie tohto problému: Valec s vyskou v a s polomerom r,
mé na svojom povrchu v jednej polovici teplotu &, v druhej #,. Vo valci
samom teplo nevznika, takZe v rovnici (1a) je O, = 0. Aké bude rozloZenie
teploty vo valci pri stacionarnom stave? Suradnicovy systém uloZme tak,
aby os z bola totoZna s osou valca a kolmé podstavy valca aby boli v rovi-

nach z = j;%—. Pri takto stavanom probléme bude teplota zrejme funk-

ciou len dvoch premennych, a to z a r = + Yy® + z2. Mame teda rieit
diferencialnu rovnicu
029 0% 1 92_9_ .

ax2 " or? roor 0. (1b)
s okrajovymi podmienkami:
a)prex=~—;—30§r§ro mé byt ¢ =9,

b) pre r =r, a——%gm<0 ma byt ¢ =49,

v o ()
-2—30§r§r0 ma byt ¢ =9, ‘

d) pre r =r, 510<ac§—i——g—mébytIvS‘:ﬁz

c) pre £ = +

Ak hladame rieenie rovnice (1b) v tvare stéinu dvoch funkcii ¢ =
= X (x) . R(r). najdeme toto partikularne rieSenie:

& = (Ae— + Betix)Jy(ir) + C, (3)

v ktorom I, je Besselova funkcia nultého radu (Frank —von Mises,
Die Differential- und Inlegralgleichungen der Mechanik und Physik I).
Pomocou vhodne volenych kon$tant A, B, C, 4 mdZeme toto rieSenie
prisposobit okrajovym podmienkam. '

V reze £ = 0 bude teplota nejakou zatial neznamou funkciou premen-
nej r. Oznaéme ju @ (r) a hladajme riefenie uvedeného problému pre
z = 0.

Okrajovu podmienku (2¢) splnime, ak zvolime:

~ig +thy
tod C=9%, a \Ae + Be =0,
teda
_1%
e -
B=—A = —Ae M,
v .
‘e+7.72-'
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Ak v (3) dalej zvolime 4 =—§"—, kde &, je nulovy bod funkcie J, (),
0

splnime aj okrajovii podmienku (2d). Nech je & <& <& <.
V3eobecné rieSenie rovnice (1c) mdzeme potom zostavit takto:

———z +§—’"(z—v:| E
9 =0, + [ " J (—“’r).
) Z 0 ro

v=1

V reze £ = 0 ma vsak byt & = @(r) pre 0 = r <r,

teda
e _é_"’v E
@(r)g—ﬂ.z:ZAv l—e ™ ‘Jo(—“’r).
. To
y=1

V poslednej rovnici pouzime substiticiu u = — a ozna¢me

Dostavame tak rovnicu
D(r)— 9, = 2 A}.Jo(Eu), (4)
pricom 0 = u <1.

Funkcie Yu .J,(&u), Yu . Jo (&u), Yu Jo(Egu), ... tvoria viak v inter-
vale 0 < u <1 ortogonalny systém a pomocou nich moéZeme I'ubovolnu
funkciu Yu .f (u) (ak tato vyhovuje Dirichletovej podmienke) v tomto
intervale rozvinit do nekonec¢ného radu. Platia totiz vztahy

1
OjuJo(E,,,u) Jo(éu)du =0
pre m = n,

- Julbleurdu = [ (6T,

kde J, je Besselova funkcia prvého radu.
Znamym spésobom mozZeme teraz v (4) urcit koeficienty A}:

7o

A;:ﬁgj]? fr[@(r) — 9. J, (% r) dr.
0

RieSenie rovnice (lc) pre 0 <z < +Ts-po uprave dostaneme potom

v tvare:
E,, 1)
oy B
= 9O =9, + = Z( _r") [e E "‘”’]fr[qb(r)—
=\ —e [T, (8)] 0
—8,0J (-5— r)dr. (5a)
0
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Podobnym spoésobom (alebo transformaciou ¢ = — x) pre — —20— =xz=0
dostaneme riesenie:
2 v o (% r) & § ;
0:0(1):ﬁ1+r_32 ( ——élv(; le+-;-'z—e_7:(x+v)]fr[¢(r)_
v=1 \l —e " J[J,(&)]? 0

&
— ] Je (=2 r)dr. (5b)

o

Ostava este urcit funkciu @ (r) tak, aby normélne zlozky hustoty tepel-
ného pradu po oboch strandch roviny x =0 boli rovnaké. Pre z =0
ma byt:

a91) 09?)

ox ox ’

odkial dostaivame podmienku:

32 " (_ ) [1 4] f [2(r) = 0.1y (£ 7) ar =

v=1 1——6 " )[J1(§m)]2 ’

alebo po anulovani

| ;E Y ( : )f [2¢(r)——(01+02)]J0(—%r) dr=0.

Tuato podmienku splnime pre kaidé r <r,, ak zvolime:

# 49,

D(r) = 3

V riefeniach (5a) a (5b) modZeme potom urobif aj integraciu, ak poui-
jeme vzfahy:

adyla) = o[l (@)];  J,(0) =0.

(Frank—von Mises, Die Differential- und Integralgleichungen der
Mechanik und Physik I.)
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Riegenie nasho problému dostaneme tak v tomto konetnom tvare:

pre ——§-§ng:

5
c Jo (_2 f‘) & &y
v=1 § (1 —e T )J1(£v)
pre 0 < z g—;—: )
13
il JO (J I‘) 1 &
PP i v S |
v=1§, (1 —e 7.") J, (&)

Toto riesenie moézeme este zovSeobecnit. Valec, v ktorom teplotu vyse-
trujeme, nech je zloZeny z dvoch kusov z rozli¢ného materidlu. Koeficient
tepelnej vodivosti pre £ <0 nech je [, pre £ > 0 [,. Pri uréovani funkcie
@ (r) musime potom vyjst z podmienky:

pre * =0:
oM . 69®
Lar % axr
Funkcia @ (r) potom bude:
_ Lo + Lo,
D(r)= L+l

RieSenie takéhoto problému vedie k vysledku:

pre —%gméO:

¢ by
e e,

5
® J (_"' )
& — 9 212 Z 0 é r
1 §v(1 — e_T-”)Jl(Ev)
pre 0 <z é-%—: (7)

/ - J (§— ) vV 14
e Y
v=l &\l — ¢ 1\Sy

Tieto riedenia maju nevyhodu v tom, Ze teplota ako funkcia polohy je
v nich vyjadrena nekoneénymi radmi. Tieto rady vSak rovnomerne kon-
‘verguju. Pri'konkrétnych vypoétoch moZeme sa obmedzif na niekolko
prvych &lenov. g

74



I1

V druhej ¢asti budeme rie$it podobny problém ako v prvej, budeme
viak predpokladat, Ze vo valci samom v kaZdej objemovej jednotke
sa za ¢asovu jednotku vyvinie mnozstvo tepla Q,. Tak je to napr. v dréte,.
ktorym teéie elektricky prud.

Najprv uvediem rieSenie tohto jednoduchého pripadu: Nekoneéne dlhy
valec z homogénneho materialu s polomerom r, ma na svojom povrchu
trvale teplotu rovnu ¢,. V kazdej jeho objemovej jednotke sa za ¢asovi
jednotku vyvinie teplo Q,. Pri stacionarnom stave bude teplota funkciou
len premennej r = 4 Yy% 4 22 (os x sdradnicového systému sme zasa
stotoZnili s osou valca). Mame teda riesit diferencialnu rovnicu:

a2 1 dd% 0, _
TR i B

s okrajovou podmienkou:
pre r =ry ma byt ¢ =9,. (9)-

Vseobecné rieSenie rovnice (8) je:
0:—%—?r2+Blnr—}—C. (10)

V nasom pripade musi byt B = 0, lebo pre r = 0 ma zostat # konecné..
Aby sme splnili okrajovi podmienku (9), musime dalej volit:

- C =9 + % r3.
Riesenim nasho problému bude potom funkcia
a=ﬂ1+%>(rg—r2). ' (11)

(Frank—von Mises, Die Differential- und Integralgleichungen der
Mechanik und Physik 11.) :

Uvedeny vysledok pouZijeme pri rieseni zloZitejsieho problému: Vo valci
s vys§kou v a s polomerom r, vznikne v kazdej objemovej jednotke za ¢asovi
jednotku teplo Q,. Stradnicovy systém volme tak, ako v prvej ¢asti. Okra--
jové podmienky nech su:

a) pre r=r, a —-—=e=0 nechje & =¥,
b) pre ”—'-——cg— ‘a r=r, nech je 0:%(rg_,-2) + B

. - (12)
c) prewf——i—'{——(g-' a r=ry nech je 19=—Q—°(r3—7r2)—{—19,

d) pre r=r, a. Oéécé% nech je & =4,
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V zakladniach z = 4 —-sme predpisali taku teplotu, aka by sa v nich

‘)
ustalila, keby bolo v = .
Méame ries$it diferencialnu rovnicu:

9 109 | 0,
a$2+572+7ar+ ;=0 (13)

a jej vSeobecné rieenie prisposobit okrajovym podmienkam (12). Rovnici
(13) bude iste vyhovovat funkecia:

9 =9 + 9,
kde &' je nejaké rieSenie diferencialnej rovnice (1b) a. &” zasa nejaké
rieSenie diferencialnej rovnice (8). Podla (3) a (10) mdZeme hned napisat
takéto riesenie: ‘

& = (A e=tx + B .+2)J, (i) — Q" 2+ Clnr+D. (14)

Ako v prvej casti polozme aj teraz teplotu v reze £ = 0 rovni neznamej

funkcii @ (r) a hladajme riesenie pre 0 =« <2 . Pre r=0 ma byt 9

2
kone¢né, musi teda byt € = 0. Podmienku (12d) splnime, ak zvolime:
D=9, + 0 ° a A= El
To
Koneéne volbou B = — A e‘“ vyhovieme podmienke (12¢). Vo vseobec-

nom rieseni
‘II

8 =9, +Q° 2 —r2) + A nt e'f?(’"")]J %r)
v=1 0
mame eSte urcit koeficienty A, tak, aby pre £ =0 a 0 <r <r, bolo
¢ = & (r). Podla (ba) a (bb) dostavame:

pre—-‘g—gng: ‘.
® Jy —r)
2 To

= ( P T

9 =90 =, + L 12 4 2

0

pre0§x§-—;~: (15)

® Jo(_‘r) §0

eT.“”"’] f .r [qs(r) — Oy — %—" (rt— rz)]Jo (f— r) dr.
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Nakoniec zasa uréime funkciu @ (r) tak, aby pre x = 0 bolo
09 H®

or or

Po vykonani derivacii dostaneme podmienku:
2@~ Gors )| - 01 =0

Teplotu v reze « = 0 urcéuje teda funkeia:
P, 4 9
5

Ak ju v tomto tvare dosadime do (15) a zasa ako v prvej ¢asti vykoname
integraciu, dostaneme toto kone¢né rieSenie nasho problému:

()=S0 —r2) +

0

v
pre—— =& =0:

v
£ e’
v=1 51’(1 —e_Tov)Jl{\gw)

—& z4+v

_ ],
pre 0 =« §%: 16)
0 @ JO (%r) _é’v
=9 =9, 4 i—l“ (r2—r%) + (9, —Dy) gw [e ol
vl sv(l —e n ) (E,) -
v

— e (x—v)J ) J

Nakoniec treba este poznamenat, Ze riesenie (16) by sa zasa dalo l'ahko
zovseobecnit pre ten pripad, Ze valec je zloZeny z dvoch kusov z rozli¢-
ného materialu. Toto rieSenie by sa vSak nedalo upravit na taky prehladny
tvar, lebo by sme v fom nemohli vykonat integraciu.

Doslo 15. 11. 1954.

Katedra fyziky
Slovenskej vysokej $koly lechnickej
v Bralislave
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PENIEHUE TEIIJIOTHOI'O PEZKVMMA B IIMJIMNHIPE
ITPU PA3PBIBHBIX TPAHMYHBIX YCJIOBUAX

VIBAH HATEP, BPATUCJIABA
BriBoabI

B crarbe maHo pelleHme auddepeHunantbHOTO ypaBHEHMS PacCIpPOCTPAHEHUA TeNa
IIPM CTAIMOHAPHOM PEXMMEe B LMIMHAPE, €CJIM Ha €ero MOBEPXHOCTM B OXHOM II0JI0-
BMHKE TeMnepaTrypa 91, a Bo BTOpoii — 2. B ofomux IIOJIOBMHKAX TeMIeparypa ompe-
ZeJleHa caMOCTOATEJILHO, MIMEHHO TaK, 4TOObI B OOILIEM CEYEHUM COIPMUKOCHOBEHUA SBJIA-
Jach OAMHAKOBOM M paBHOV (bysrRuuy P (r). OTa OyHEUMA HAKOHEI] OnpefeseHa Tak,
4T00OBI 110 000MM CTOPOHAM PaCCMaTPUBAEMOTO CEYEHMA HOPMAaJbHbIE KOMIIOHEHThI IJIOT-
HOCTY TENJIOBOTO TOKAa SABJSANMCL OAMHAKOBBIMM. B MEpBOJ 4YacTu paccMaTpuBaeTcs
LUIMHEID, B KOTOPOM TEIJIO He obOpa3yerca. B BTopoit yacTu nano Gojee ofiliee pelnenue,
MMEHHO eciM B ImiamHApe obpasyerca Temiora. Pe3ynbTaToM B 000MX ABJSAETCS pas-
JOKEHMe TEeMIIePaTypPbl B PABHOMEPHO CXOAAIIUIICA OECKOHEUHBIN PAN C IPMMEHEHUEM
BecceneBbix (OyHEIMIM.
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