Matematicky casopis

Miloslav Jtza
Généralisation a plusieurs dimensions de la quadrique osculatrice

Matematicky casopis, Vol. 17 (1967), No. 1, 64--75

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126914

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1967

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126914
http://project.dml.cz

Matematicky &asopis 17 (1967), No. 1

GENERALISATION A PLUSIEURS DIMENSIONS
DE LA QUADRIQUE OSCULATRICE

MILOSLAYV JUZA, Praha

Dans le travail [4] on étudiait certaines variétés représentant une générali-
sation des surfaces réglées. Dans le travail [5] on a démontré qu’il existe
une espéce de ces variétés analogue aux quadriques réglées. Dans le travail
présent, on étudie ces généralisations des quadriques par les moyens plus
élémentaires qu’au travail [5] et on en montre quelques propriétés nouvelles.

1. Quelques théorémes géometriques auxiliaires. Soit n = 1. Le fonda-
ment de nos considérations sera 1’espace projectif réel Sz2;,+1 de la dimension
20 + 1.

Théoréme 1. Soient V,, W, deux sous-espaces n-dimensionnels de Uespace
San+1 sans point commun. Soit T un sous-espace k-dimensionnel (0 < k < n)
de Vespace Sz2q+1 sans point commun avec Vy et avec W,. Alors, il existe un et
un seul espace Qa1 de la dimension 2k + 1 contenant Ty et rencontrant les
espaces V., et W, aux espaces de la dimension k. St Q'2n+1 est un espace construit
par une méthode analogue & Uespace T, CT, de la dimension h (0 < h < k),
alors Q'ap41 C Qox+1.

Démonstration. I. Soit V, = [vo, ...> V], Wa = [wo, ..., wn], Tx =
= [to, ..., tx]. Posons Ryir+1 = [to, ..., ks Y0, ..., ¥n], alors dim Ryirs1 =
=n + k 4 1. L’union des espaces Ry+r+1, €t W, est S2,41 entier (car cette
union contient les points v, ..., vy, wo, ..., W, linéairement indépendants),
alors leur intersection est 'espace Uy = [uo, ..., 4s] de la dimension k. L’espace
Q2r+1 = [to, ---, tx, %o, ..., ur] & la dimension 2k 4 1 et il est contenu dans
Ryix+1, dans lequel aussi ¥V, est contenu. L’union de Qzx+1 et de V,est Ryiri1
entier (car cette union contient les points to, ..., fx, vo, ..., v, lindairement
indépendants), alors leur intersection a la dimension % . Q241 est donc I’espace
cherché.

I1. Cet espace est unique, parce que chaque tel espace doit étre contenu
dans Ry+i+1 qui a un seul espace k-dimensionnel commun avec W,.

II1. Si nous faisons la construction analogue pour ’espace 7', nous voyons
que R),;.1 C Rysx1, alors lespace d’intersection U, des espaces R,z
et W, est contenu dans U;. Mais 5,,,, est I'union de T, et de U,, alors
il est contenu dans @Qsx41 qui est I'union de Ty et de Uy.
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Théoréme 2. Soient V,,, W,,, U, trois sous-espaces n-dimensionnels de I'espace
San+1 tels que, deux & deux ils n’aient pas de point commun. Alors par chaque
point de Uespace U, passe une et une seule droite qui coupe Vet W,,.

Démonstration. Nous appliquons le théoréme 1, ou k= 0 et T est
un point de I'espace Uy,.

Définition. Nous dirons que n + 1 droites sont en position générale si elles
ne sont contenues dans aucun espace de la dimension plus petite que 2n + 1.
Nous dirons que n - 2 droites sont en position générale st toutes les deux d’elles
sont en position générale.

Théoréme 3. Soient V,,, Wn, Uy trois sous-espaces n-dimensionnels de Uespace
S2n11 par deux disjoints. Soient xo, ..., xn  des points de Uespace V., soient
P05 ---, Pn des drottes dans Sap41 telles que x; € py (2= 0, ..., n) et que chaque
pi coupe Wy et U,. Alors les droites po, ..., pp Sont en position générale si et
seulement si les points xo, ..., T, sont linéairement indépendants.

Démonstration. I. Il est évident que les po, ..., p, ne peuvent pas
étre en position générale si les xp,...,x, sont linéairement dépendants.

I1. Soient xo, ..., %, linéairement indépendants. Désignons y, le point
d’intersection p; avec U,. Alors les points ¥y, ..., ¥, sont aussi linéairement
indépedants. A savoir, autrement tous les o, ..., y, seraient placés dans
un espace U, _; C U, de la dimension n —1. D’aprés le théoréme 1, il existe
un seul espace Q2y,_1 contenant U;L_l et coupant V, et W, aux espaces de la
dimension n» — 1. Toutes les p, sont placées (de nouveau d’apres le théoréme 1,
ou nous posons k =n —1, b = 0) dans @z,_1. Done, si nous désignons par
Tn_1 Vespace d’intersection des espaces Q2,_1 et V,, tous les points o, ...,
seraient placés dans T'5_1, alors ils ne seraient pas linéairement indépendants.

III. Si les points o, ..., , sont linéairement indépendants, ily a V, =
= [%o, ..., ¥,]. Par conséquent, d’aprés II les yo, ..., y, sont aussi linéaire-
ment indépendants et donec U, = [0, ..., ¥»]. Mais si les droites py, .., Pa
n’étaient pas en position générale, les points wo, ..., Zn, Yo, ..., yn seraient
linéairement dépendants et les espaces V;, et U, auraient un point commun.

Théoréme 4. Soient Uy, Vi, Wy trois sous-espaces n-dimensionnels de 'espace
Sen+1 par deux disjoints. Soit f une correspondance entre U, et W, qui fait
au point A € U, correspondre le point B € W, (d’aprés le théoréme 2 unique)
tel que la droite [A, B] coupe V. Alors f est une homographie. ‘

Démonstration. Soit X, l’espace (de dimension n) de tous les espaces
(n + 1)-dimensionnels X,4+1 passant par lespace V,. Soit ¢ une apglication
de U, sur X, définie pour 4 € U, par-la relation 4 € p(4), y une application
de X, sur W, définje pour 4 € I, par la relation yp(4) € A. Les, applications
@ et p sont des homographies et la correspondance f est d’apres la démonstra-
tion du théoréme 1 le produit des applications ¢ et . :
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Définition. Ayons n -+ 1 droites po, ..., pn de Uespace Sspi1 en position
générale. Soit @, , le sous-espace de la dimension 2n —1 de Pespace Szn+1
contenant toutes ces droites excepté p;. Nous dirons que le point A € S2n+1 est
en position générale & Uégard des droites po, ..., pn, si A ¢Q%, | pour chaque
t=0,...,n.

Théoréme 5. (1) Soient po, ..., pn des droites de Sz2n+1 en position générale
et le point A soit en position générale a Uégard d’elles. Alors, il existe un et un
seul espace de la dimension n contenant le point A et coupant toutes les droi-
tes p;.

Démonstration. I. Soit Rs, I’espace de la dimension 2n contenant les
droites pi, ..., pn et le point A. Désignons par 4o le point d’intersection
de cet espace avec la droite po. Donc les points 4o, 4 et les droites p1, ..., pn
sont placés dans I’espace Rz, de la dimension 2n.

II. Soit 0 = j < n et supposons que les points 4; €p; pouri =0, ...,j
sont déja définis de telle maniére que les points Ao, ..., 4;, A te les droites
D;+1, ---, Pn sOnt contenus dans un espace Ryy_; de la dimension 2n —j.
Ces points et ces droites ne peuvent pas étre contenues dans un espace d’une
dimension plus petite, car autrement les droites po, ..., p, ne seraient pas en
position générale. Soit Ry,_;_1 'espace de la dimension 2n —j — 1 contenant
les points Ay, ..., A;, A et les droites pji2, ..., pn. Cet espace est unique,
car autrement le point A ne serait pas en position générale & 1’égard des droites
Po, ..., Pn. L’espace Rgy ; 1 et la droite pji1 ont un et un seul point A;4
commun, car ils sont tous les deux contenus dans I’espace Ra,_;. On voit
ainsi que les points Ao, ..., 4551, 4 et les droites pjiz2, ..., p, sont contenus
dans l’espace Rsp_;_1 de la dimension 2n —j —1. Alors nous avons défini
par 'induction les points 4o, ..., A4, 4; € p;. L’espace R, = [do, ..., An, 4]
est de la dimension », il passe par le point 4 et il coupe toutes les droites p;.

III. Un tel espace est unique, car on voit aisément que chaque tel espace
doit étre contenu dans chaque espace Rgn, Ron_1, ..., Rn, par consequent
il est identique avec R,.

Théoréme 6. Sotent po, ..., Pn, Pu+1 les droites de S2,+1 en position générale.
Alors il passe par chaque point de la droite pp+1 un et un seul espace de la dimen-
sion n coupant toutes les droites po, ..., pn.

Démonstration. Chaque point de la droite pp41 est en position générale
a I’égard des droites po, ..., pn. Alors nous pouvons appliquer le théoréme 5.

Théoréme 7. Soient po, ..., pns1 des droites de San+1 en position générale.
Soient V,, W, deux espaces différents de la dimension n, chacun d’ewx coupant

(1) Voir aussi [1], chap. IV, sect. 4.
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toutes les drottes po, ..., put1. Alors Vy et Wy n'ont aucun point commun.

Démonstration. Soient 4; le point d’intersection p; avec V,, B; le
point d’intersection p; avec W,. Il y a A; = By pour 1 =0,..., n + 1,
car autrement par le point 4; = B; de la droite p; passeraient deux espaces
différents 3 n dimensions coupant toutes » 4 1 droites restant; mais d’aprés
le théoréme 6 ce n’est pas possible. Alors p; = [4:,B;], 1 =0, ...,n + 1,
et on a [4g, A1,..., Ay, Bo, ..., By] #% 0, car les droites po, ..., p, sont en
position générale. Mais V, = [do, ..., Anl, Wn = [Bn, ..., Bg] alors V,
et W, n’ont aucun point commun.

Théoréme 8. Soient po, ..., a1 des droites de Uespace Sapi1 en position
générale. Soit f une correspondance entre po et pp+1 qui fait au point A € po
correspondre le point B € ppi1, B étant le point d’intersection de la droite py 1
avec Uespace V,, (d’aprés le théoréme 7 unique) passant par le point A et coupant
toutes les droites po, ..., Pn+1. Alors f est une projectivité.

Démonstration. Soit X; 'espace (de la dimension 1) de tous les espaces
2n-dimensionnels Rs, qui contiennent toutes les droites pi, ..., ps. Soit ¢
Papplication de po sur X; définie pour 4 € po par la relation A4 € ¢(4), y
Papplication de X; sur pn+1 définie pour 4 € X; par la relation ¢(4) € A.
Les applications ¢ et p sont des projectivités et la correspondance f est d’apres
la démonstration du théoréme 5 le produit des applications ¢ et .

2. Pseudodemiquadriques. Dans l’espace Sz4+1, ayons n + 2 droites po, ...,
Pn+1 €n position générale. Nous appelerons pseudodemiquadrique ’ensemble
de tous les espaces n-dimensionnels coupant toutes les droites po, ..., Pnt1.
Chacun de ces espaces m-dimensionnels sera appelé espace générateur de la
pseudodemiquadrique. Chaque droite qui coupe tous les espaces générateurs
de la pseudodemiquadrique, sera appelée traverse de la pseudodemiquadrique.
Alors, n 4 2 droites en position générale étant données, il existe une et une
seule pseudodemiquadrique ayant ces droites comme traverses.

Des théorémes 6 et 7 on déduit

Théoréme 9. Chaque pseudodemiquadrique a un nombre infini des espaces
générateurs. Deux espaces générateurs différents de la pseudodemiquadrique
n’ont aucun point commun.

~

Théoréme 10. Soitent V,, W,, Uy, trots sous-espaces m-dimensionnels de
Vespace Sani1 par dewx disjoints. Alors, il existe une et une seule pseudodemsi-
quadrique ayant ces sous-espaces comme espaces générateurs.

Démostration. I. Choisissons les points zo, 1, , ..., Zp+1 € Uy de ma-
niére que tous les n + 1 d’eux soient linéairement indépendents. D’apres
le théoréme 2, par chaque point x; passe une et une seule droite p; coupant
Va et Wy. Les droites po, ..., pp+1 sont d’aprés le théoréme 3 en position
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générale, alors elles déterminent une pseudodemiquadrique. Cette pseudo-
demiquadrique contient évidemment les espaces V,, W, et U, comme espaces
générateurs.

II. Pour démontrer I’'unicité, il suffit prouver que cette pseudodemiquadrique
ne dépend pas du choix de n + 2 points 29, 21, ..., Zp41 sur U,. Evidemment
il suffit de démontrer que la pseudodemiquadrique reste inaltérée d’apres
le changement d’un de ces points. Alors supposons que le choix des points
20, ..., Zn, Tn+1 méne & la pseudodemiquadrique M, le choix o, ..., Zn, Tun1
a la pseudodemiquadrique M. Les deux pseudodemiquadriques ont les tra-
verses communes pg, ..., Pn. La pseudodemiquadrique It définit d’aprés
le théoréme 8 pour 7 = [, ..., n une projectivité f; de la droite po sur la droite
i, la pseudodemiquadrique N définit les projectivités analogues g1, ..., gn-
Mt se compose de I’ensemble des espaces [4, fi(4), ..., fa(4)], Nde !’ ensemble
des espaces [4, gi(A), ..., gn(A4)], o A € po. Mals les projectivités f; et g¢;
ont pour chaque s trois paires de points correspondants communes (c’est-a-dire
les paires correspondant aux espaces V,, Wy, U,), donc elles sont indentiques.
Alors tous les espaces générateurs de It et N sont aussi identiques.

Théoréme 11. Chaque droite coupant trois espaces générateurs d’une pseudo-
demiquadrique est une traverse de celle.

Démonstration. Une pseudodemiquadrique 9t soit donée par ses n + 2
traverses o, ..., Pn+1 €0 position générale et supposons qu’une droite p coupe
ses espaces générateurs V,, Wy, U,. Soit 2; (# =0, ..., n + 1) le point d’in-
tersection de la droite p; avec 'espace Uy, x le point d’intersection de la droite
pavec U. Touslesn 4+ 1despoints zy, ..., Zp41 sont linéairecment indépendents.
D’aprés un numérotage convenakle, entre les points ao, ..., 2y, x tous les
n + 1 seront aussi linéairement indéprendents. Les droites po, ..., Pa, P
sont donc d’aprés le théoréme 3 en position générale et déterminent donec
une pseudodemiquadrique 9t dont elles son traverses. Les pseudodemiquadri-
ques M et N ont trois espaces générateurs commurs, c’est-a-dire V,, W,
et Uy, alors I = N d’apres le théoréme 10, alors p est une traverse de la
pseudodemiquadrique IN.

Des théorémes 2, 11, 6 et 3 on déduit.

Théoréme 12. Par chaque point d’un espace générateur de la pseudodemi-
quadrique il passe une et une seule traverse. Par chaque point d’une traverse de la
pseudodemiquadrique il passe un et un seul espace générateur. n + 1 traverses
de la pseudodemiquadrique sont en position générale si et seulement si elles
coupent un espace génératewur & n -+ 1 points linéairement indépendents (et
par conséquent elles coupent ainsi chaque espace générateur).

Les points placés sur les espaces générateurs d’'une pseudodemiquadrique
forment un ensemble M C Szp+1. Pour eet ensemble a lieu le suivant
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Théoréme 13. Chaque droite p C M ow est placée sur un espace générateur ou
est une traverse de la pseudodemiquadrique.

Démonstration. Si p n’est placde sur aucun espace générateur, elle
a avec un espace générateur au plus un point commun. done elle coupe I'infini
des espaces générateurs et par conséquent d’aprés le théoréme 11 elle les
coupe tous.

Théoréme 14. Soient po, ..., n les droites dans Uespace Sa,i1 en position
générale. Soient f; (i = 1, ..., n) des applications biunitvoques po sur p;. Désignons
par M Uensemble des espaces [A, fr (4), ..., fa(A)], A €po. Alors IN est une
pseudodemiquadriques st et seulement si toutes les fi (v =1,...,7n) sont des
projectivités.

Démonstration. I. Si M est une pseododemiquadrique, alors po, p1, ...,
Pn sont ses traverses et on voit du théoréme 8 que f; sont des projectivités.

II. Toutes les f; soient projectivités Alors aucune paire des espaces [4,
f1(A), ..., fa(A)], [B, fi(B), ..., fa(B)] n’a de point commun, car pour 4 # B
ilya fi A) # fi(B), done p; = [fi(4), f:(B)], et si les espaces considérés avaient
un point commun, les droites po, ..., pn ne seraient pas en position générale.
Choisissons sur po trois points différents 4, B, C. D’aprés le théoréme 10,
il existe une et une seule psuedodemiquadrique N avec les espaces généra-
teurs [4, fi(4), ..., fa(4)], [B, fu(B). ..., f2(B)], [(', fi(C), ..., fa(C)]; les doites
Po, ..., Pn sOnt ses traverses d’aprés le théoréme 11. D’aprés le théoréme 8,
N définie les projectivités g¢; entre po et p; (2 = 1, ..., n). Les projectivités f;
et g; ont trois paires communs, ¢’est-a-dire (4, fi(A4)), (B), fi(B)), (C, fi(C))
done f; = ¢;. Alors Nt = I et I est une pseudodemiquadrique.

Théoréme 15. Sotent V, et W, deux sous-espaces n-dimensionnels de Uespace
Sapi1 sans points communs et soit f une application biunivoque Vi sur Wy.
Désignons par M Uensemble des droites [A, f(A)], A € V. Alors It est l'ensemble
des traverses d’une pseudodemiquadrique si et seulement st f est une homographie.

Démonstration. I. Si 9 est I’ensemble des traverses d’une pseudodemi-
quadriques 9N, V, et 1, sont ses espaces générateurs. Nous povouns choisir
encore son troisiéme espace générateur U, et du théoréme 4 on déduit que
f est une homographie.

II. Soit f une homographie. Choisissons sur V, des points Ay, ..., Apn1
de maniére que tous les » 4 1 d’eux soient lineairement indépendents. Alors
les droites [44, f(44)], 2 =0, ..., n - 1, sont en position générale, car autre-
ment les espaces V, et W, se couperaient. Donc ces droites sont traverses
d’une pseudodemiquadrique . Les traverses de It définissent d’aprés le
théoréme 4 une homographie g de 'espace V, sur W,. Les homographies
fet gontn 4 2 paires communes, c’est-a-dire les paires [Ao, f(Ao)], [41,f(41)],
ceos [An+1, f(An11)], tousles n 4+ 1 de n -+ 2 points Ay, ..., Ay41 étant lindaire-
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ment indépendants; alors f = g. Donc M est 'ensemble des traverses de la
pseudodemiquadrique .

3. L’expression analytique d’'une pseudodemiquadrique. Un systéme mono-
paramétrique des sous-espaces n-dimensionnels V,(f) (ol ¢ parcourt un inter-
valle) de ’espace Sz,+1 sera appelé monosystéme(2). Si V,(f) = [2o(t), 21(t), ...,
xn(t)], les courbes xo(?), ..., x,(t) seront appelées courbes directrices, les espaces
Va(t) pour ¢ fixe espaces générateurs du monosystéme. Un monosystéme sera
appelé non-développable si nous pouvons choisir des courbes directrices
de facon que les fonctions z;(f) aient la derivée continue et que [zo(?), ....
xa(t), 2)(t), ..., . (t)] # 0 ait lieu pour chaque ¢.

Théoréme 16. Soit IN une pseudodemiquadrique sans un espace générateur.
Alors IN est un monosystéme non-développable et nmous pouvons choisir ses
courbes directrices de fagon qu’elles soient des drottes et qu’il vaille

(1) Zl(t) = 0, i=0,...,n.

Démonstration. Soit ¥V, I’espace générateur de la pseudodemiquadrique
qui n’est pas contenu dans IR, W, un autre espace de celle, po, ..., p, soient
n + 1 traverses de la pseudodemiquadrique en position générale, X; les
points d’intersection de I’espace ¥V, avec les droites p;, Y; les points d’inter-
section de W, avec p;. D’aprés le théoréme 8, les points d’intersection des
droites po et p; (¢ = 1, ..., n) avec les mémes espaces générateurs se correspon-
dent projectivement. Done nous pouvons choisir des facteurs scalaires des
points X; et Y; de maniére que I’espace générateur coupant la droite po au
point xo(t) = Yo + tXo, coupe la droite p; au point x;(f) = Y; + tX;. Evi-
demment, chaque espace générateur de la pseudodemiquadrique en outre
de V, peut étre écrit sous la forme [zo(), ..., za(f)] pour quelque . I est
donc un monosystéme. Il est évident qu’il vaut (1). Parce que les droites
Po, ..., Pn sont en position générale, il vaut aussi que [Xo, ..., Xn, Yo, ....
Ya] #0. Mais «(t) = X;, alors [2o(t), ..., xa(t), 2y(t), ..., 2,(t)] = [Yo, .-,
Yn, Xo,..., X4] 7% 0, alors le monosystéme est non-développable.

Théoréme 17. Soit Vu(t) = [xo(t), ..., xa(f)], 0% ¢ parcourt wun intervalle I,
un monosystéme non-développable et supposons que (1) a lieu. Alors, il existe
une pseudodemiquadrique IN telle que chaque espace générateur Vy(t) du mono-
systéme est aussi un espace générateur de la pseudodemiquadrique IN.

Démonstration. Par Iintegration des équations (1) nous obtenons

(2) .’L‘i(t) == I’i + tXi, 7 = 0, ceey R,

(%) Voir 4], [5], [6]-
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ol X;, Y; sont des points de I’espace Sza+1. Les courbes directrices du mono-
systéme sont donc les droites p; = [X;, Y], = 0, ..., n. Le monosystéme
est non-développable, alors [Xo, ..., Xu, Yo, ..., Ya] 5= 0, donc les droites p;
sont en position générale. Il est évident de (2) que les points d’intersection
des droites po et p; avec les mémes espaces générateurs du monosystéme
se correspondent projectivement. Alors tous les espaces générateurs du mono-
systéme sont des espaces générateurs d’une pseudodemiquadrique d’aprés le
théoréme 14.

4. Les coordonnées de Grassmann. Si nous déterminons les sous-espaces
n-dimensionnels de Pespace Sz,+1 par leurs coordonnées de Grassmann, nous
pouvons les considérer comme points de I’espace projectif Py de la dimension
N = (3} —1. Le point p = (..., Pyi, . in» ---) de lespace Py est P'image
d’un sous-espace n-dimensionnel de ’espace S2,41 si et seulement si

n+1
< JR— A . o . . . . ==
(3) ; ( 1) PLis ... inja p]o]...u-l Ja+1 e ner 0
0
a lieu pour chaque choix des nombres iy, ..., %n, jo, .... jns1de 0, 1, ..., 2n 4

+1.3)

Dans l'espace S2,41 soit donné un monosystéme non-développable Vy(t).
Les images dans 'espace Py des espaces générateurs V,(¢) forment une courbe
dans cet espace. Dans le travail [5] on a démontré (§§ 3 et 4) que cette courbe
n’est située dans aucun sous-espace n-dimensionnel de ’espace Py et qu’elle
est placée dans un sous-espace (n -+ 1)-dimensionnel si et seulement si nous
pouvons choisir sur le monosystéme V,(f) des courbes directrices ao(t), ...,
Zn(t) de fagon que le systéme des équations différentielles

xi(t) = 0, i=0,....,n,
soit valable. Donc a I’égard des théorémes 16 et 17 il vaut

Théoréme 18. La courbe dans Vespace Py qui est Uimage d’un monosystéme
non-développable V ,(t) de Uespace S2y,+1, cette image étant définie par les coordon-
nées de Grassmann des espaces générateurs, n’est placée dans aucun sous-espace
n-dimensionnel de Uespace Py. Cette courbe est placée dans un sous-espace (n -+ 1)-
-dimensionnel de U'espace Py st et seulement s'il existe dans Uespace Sap+1 une
pseudodemiquadrique telle que chaque espace générateur du monosystéme Vn(t)
soit ausst un espace générateur de celle-ci.

Comme complément du théoréme 18 nous allons prouver ce

Théoréme 19. Qu’un sous-espace (n + 1)-dimensionnel Qun+1 de Uespace Py
contienne les images de tous les espaces générateurs d’une pseudodemiquadrique IN.

(3) Voir [3], chap. VII, § 6, 1a formule (2) et le théoréme II.
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Alors dans Qu+19l n’y a pas d’autres points qui soient les images des sous-espaces
n-dimensionnels de Despace Son41.

Démonstration. La pseudodemiquadrique 9 soit donnée par ses tra-
verses po, ..., P €n position générale, p; = [4y, B;], et par les projectivités
entre po et p; (¢ = 1,...,n) qui font au point ude + vBy correspondre les
points ud; + vB; (voir le théoréme 14). IR est donc 'ensemble des espaces
Va (u, v) = [udo + vBo, ..., udy + vB,]. lya[Ado,..., Ay, Bo, ..., By] # 0,
parce que les droites po, ..., pn sont en position générale. Choisissons le systéme
de référence & ’espace S2,+1 de maniére qu’il soit valable

al=068l, bl=20nn (G=0,...,2n+1; j=0,...,n+ 1), (4)
ol af, resp. b} sont les coordonnées des points 4;, resp. B;. Alors les coordonnées
de Grassmann de I’espace V,(u, v) seront données par les mineurs de la matrix
a n 4+ 1 lignes et 2n + 2 colonnes

v« 0 0 ... 0» 0 O ... O “
0O 0 ... 00 » 0 ... 0|
‘ 0O 0 0 w 0 0 0 ... w “

D’ici on voit que les uniques coordonnées non-zéro de ’espace Vy(u, v) sont
celles de la forme p;,, 2,41, 2,425 - -+, 2,40, O A =0 ou 2 4 1 pours =0, ..., n
(et naturellement les coordonnées qui ont ces indices dans un autre ordre).
Cependant, si parmi les indices manque & la foi ¢ et » + 1 + 4, alors le mineur
correspondant a a la ¢-iéme ligne des zéros. On a encore

(4) Digs A+l ooy Ayt == U5 L WS,

ou s est le nombre de A; différents de zéro(5). Alors le sous-espace ¢, +1 de 'espace
Py contenant la pseudodemiquadrique 9 satisfait au systéme des épuations
linéaires

(5) Pig> A+, .y, Aptn == Putl, nt+141, ..., n+l+j, 741, 742, ... 05

o j=0,...,n et ol exactement j + 1 nombres Jo, ..., 4, sont différents
de zéro (donc égaux a n -+ 1),

(6) Pk, ...k, = 0,

ou ko, ..., ky, parcourt toutes les combinaisons des indices qui contiennent
a la fois I'indice » et # + » 4 1 pour quelque » = 0, ..., n. Nous allons déter-

miner les points communs de la variété donnée par (5) et (6) et de la variété

. 0 pour ¢ # j,
) 6§=< 1 pour ¢ = j.
(5) Nous posons ici 0° = 1.
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(3) de toutes les images des sous-espaces n-dimensionnels de Iespace Sza+1-

Des relations (3) et (6) on obtient pour j = 0, 1, ..., n —1, si on choisit
les nombres n 4+ 1, n + 2, ...,n4+j+ 1,54+ 2,5+ 3, ..., n pour iy, ..., n
et les nombres 0, 1, ..., n, n + j + 2 pour jo, j1, ..., jat1:

(—1Y Put1, nt2, ..., nti+1, 742,543, ooy m, 341 DO, .., 7, 542, ooy 1, ntj+2

+ (—1)" puia, w2, .., nbitl, 542, 743, ...y monti+2 P01, ..o n = 0,
et aprés un arrangement on a

(1YY D1, nt2, ., ntitl, 41, 542, oo m DO ..., §, nti42, j42, .o

4+ (—1)Y Pu+1, nt2, ..., nti+2, j42, 743, oy n P01, ..oyn = 0.
D’ici on obtient par ’application de (5):
(7) Pu+l, n+2, ..., nt+j+1, 41, 142, ...,n Pn+1,1,2, ..., 0 —"
— Dptl, 42, ..., n+j+2, j42,743, ., n P 0,1, ...;n = 0

pour j=0,1, ..., »n —1L.

Des relations (3) et (6) on obtient aussi pour j = 0, ..., » — 1, si on choisit
les nombres 0, 1, ...,5# L, n+j+2,n+j+ 3, ..., 2n + 1, pour i1,,,, @»
et les nombres 0,1, ...,5+1,n+j+3,n+j+4, ...2n+1,n+4+j+1
pour jo, ji, ..., jut1t

(—1) Doy, ..., 51, n++2, ...,2041,§ DO, ..., J=1,j+1, n+j+3, ..., 2n+1, n+j+1 +
(1) po, .., -1, ntj42, ..., 2041, n 41 Do, ..., j+1, 443, . 2041 = 0,
donec aprés un arrangement
—(1) po,, ...,z nts+2, ..., 2041 DO, ..., i-1, ntj+l, j+1, n+j+3, ..., 20+l
4+ (—1)*L poa, ..., 51, nti+1, ..., 2041 PO, ..., j+1, n+i+3, ..., 2n+1 = 0.
D’ici on obtient par l’application de (5):
(8) PO, ....7, n+i42, ..., 2041 DOL, ..., ], ntj+2, ..., 2041 —
— P01, ..., -1, n+f+], ..., 2041 DO, ..., j+1, n+j+3, ..., 2z41 = O

pour j=0, 1, ..., n—1.

Les relations (7) et (8) sont donc des conséquences de (3), (5) et (6). Alors,
pour que I'image p = (..., pio, ..., in,-..) de quelque sous-espace n-dimension-
nel de ’espace Sz,41 s0it contenu dans Qn+1, leurs coordonées de Grassmann
doivent satisfaire aux équations (7) et (8). .

Supposons maintenant qu’un point p = (..., pw, ...ts, -..) € Py satisfait
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a (3), (5), (6) et donc aussi & (7) et (8). Soit d’abord po,s,...,» 7% 0. En multi-
pliant par un facteur scalaire nous pouvons obtenir que po,1,...,» = 1. Posons
¥ = Pp41,1,2,...,n- Alors d’aprés (7), si nous posons successivement j =
= 0,1, ..., n —1, nous obtenons pPni1,n+2,...,n+s+1,s41,542,...,n = V31 pour
s = 0,1, ..., n. Par une comparaison avec (4) nous voyons maintenant & 1’égard
de (5) que le point p est 'image de 1’espace V,, (1, v) = [do + vBo, ..., An +
+ vB,] qui est un espace générateur de la pseudodemiquadrique M. Mais
si pour le point p il y a poga,...,n = 0, alors d’aprés (8), si nous posons suc-
cessivement j = n —1,n —2, ..., 0, nous obtenons po 1, ...,s,n+s42,...,2n41 = 0
pour s = 0, 1, ..., n. Par une comparaison avec (4) nous voyons a l’égard
de (5) que le point (5) est dans ce cas I'image de I’espace V, (0, 1) = [By,
By, ..., By] qui est aussi un espace générateur de la pseudodemiquadrique IN.

Nous avons done prouvé que ’espace @41 ne contient les images d’aucun
sous-espace n-dimensionnel de 1’espace S2z41 en outre des images des espaces
générateurs de la pseudodemiquadrique .

5. Le contact d'un monosystéme avec une pseudodemiquadrique. Dans le
travail [4] on a défini les courbes asymptotiques d’un monosystéme non-déve-
loppable et on y a démontré (§2) que par chaque point d’un espace générateur
arbitraire du monosystéme il passe une et une seule courbe asymptotique.
11 est évident que chaque droite coupant tous les espaces générateurs d’un
monosystéme est une courbe asymptotique de lui. Par une comparaison de
ces faits avec le théoréme 12 nous voyons:

Théoréme 20. La pseudodemiquadrique ¢ pour les courbes asymptotiques ses
traverses et seulement elles.

Dans le travail [6] on a défini le contact de deux monosystémes & l’espace
générateur commun. On y a prouvé (théoréme 5) que deux monosystémes
ont & ’espace génerateur @, le contact du 2¢ ordre si et seulement si leurs
courbes asymptotiques se touchent & chaque point de ’espace @,. D’ici par
la comparaison avec le théoréme 20 et avec la définition de la pseudodemiqua-
drique nous obtenons:

Théoréme 21. Soit M un monosystéme non-développable des sous-espaces
n-dimensionnels de Uespace Sepi1. Alors & chaque espace générateur Q. du
monosystéme IN il existe une et une seule pseudodemiquadrique ayant avec
M & Qn le contact du 2¢ ordre. Les traverses de cette pseudodemiquadrique sont
les tangentes des courbes asymptotiques du monosystéme IN aux points de Vespa-
ce Q.

Nous appellerons cette pseudodemiquadrique pseudodemiquadrique oscu-
latrice.
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