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Matematický časopis 17 (1967), No. 1 

О РЕГУЛЯРНОСТИ МЕРЫ 

ЗДЕНА РИЕЧАНОВА (М)РЖА В 1 Е С А 1 Г О У А ) , Братислава 

В настоящей работе исследуется регулярность мер в абстрактном 
пространстве. При определении регулярности мы исходим из пары систем 
подмножеств пространства X, удовлетворяющих некоторым условиям. 
Мы определяем регулярность по отношению к мере, заданной на с-коль-
це, порожденном одной из этих систем. Работа возникла путем обобщения 
теории борелевских и беровских мер в локально компактном хаусдорфовом 
топологическом пространстве ([1], § 52). В конце работы приводятся 
примеры пространств и регулярных мер, причем и другие нежели те, 
обобщением которых возникла эта работа. 

1. Определение регулярной меры в абстрактном пространстве 

Пусть X — произвольное непустое множество элементов. Пусть С и ^ — 

произвольные системы подмножеств X со следующими свойствами: 

Уь 0 еС,0е^. 
оо 

У2. Если ^^ е ^ для 1 = 1 , 2 , . . . , то и и ^^ е ^. 
г=1 

Уз. Если Ст, С2 е С, то С\ и С2 е С. 
V.!- Для всяких двух множеств ^ и С таких, что ^ е ^, С е С, спра

ведливо ^ — с е ^1 с — ^ е с. 

У 5 . Для всякого множества С е С существуют множества ^ е С/, 
С\ е С такие, что С С ^ С С±. 

У 6 . Для произвольного множества ^ е ^ справедливо 1Т е 5, где 5 — 
наименьшее о--кольцо, содержащее систему С. 

Лемма 1. Для произвольной последовательности множеств {С{}™ 1 
оо 

такой, что С-ь е С, г = 1,2, . . . , справедливо П Сг- е С. 
г = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 6^ е С, 1= 1,2, . . . Согласно свойству У 5 

существует множество Т> е С и множества ^, V е I/ такие, что имеет 
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место С\ С V С ^ С ^. Следовательно, имеет место также П ^г С V С 
г = 1 

С I) С С7. Из свойства V.* вытекает ^ — С* е ^ для г = 1,2, . . . и соглас-
оо 

но V2 имеем I) (II — С^ е ^. 

Из соотношений 
оо оо оо оо 

и (сТ — С;) = V — П Си I) — (сТ — п Сг) = П С< и свойства 
< 1 ? = 1 г - 1 / 1 

оо 

V* получаем П Сг е С. 

П р и м е ч а н и е . Утверждение леммы 1 вытекает уже из самих свойств 
V',, V4 и У5. 

Предположим теперь, что С/ и С обладают свойствами VI — V6, 5 — наи
меньшее а-кольцо, содержащее систему С и /г — мера, определенная 
на 5 и конечная на С. 

Введем еще следующие определения. 

Определение 1. Множество Е е 5 будем называть внешне регулярным 
по /г, если 

р(Е) = шГ{/г(с7) : Е С ^ е И}. 

Определение 2. Множество Е е 5 будем называть внутренне регуляр
ным по //, если 

р(Е) = вир {/л(С) : Е Э С е С}. 

Определение 3. Множество Е е 5 будем называть регулярным по р, 
если оно внешне и внутренне регулярно по /г. 

Определение 4. Л/ер?/ //, определенную на 5, будем называть регулярной 

мерой, если всякое множество Е е $ регулярно по р. 

Определение 5. Множество А С X будем называть С-ограниченным, 
если существует множество С е С такое, что А С С. 

Лемма 2. Всякое множество из 5 можно записать в виде суммы возраста
ющей последовательности С-ограниченных множеств из 5. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через /И сустему всех подмножеств X, 
которые можно представить в виде суммы возрастающей последователь
ности С-ограниченных множеств из 5. Покажем, что М является а-
кольцом, содержащим систему С. 

Пусть {М{}^=1 — произвольная последовательность множеств из М. 
Тогда для г = 1,2, . . . имеет место 

оо 

Ли = Ц" А[., А\. е 5, А\ С А\+ь А[. С С\ е С, к = 1, 2, . . . 
* 1 
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Отсюда получаем 
oo oo 

U I i = U U AI, 
i-1 i 1 Jc-1 

т.е. и М% есть сумма счетного числа С-ограниченных множеств из 5. 
г 1 

оо оо 

Обозначим М = \1 М{. Согласно предыдущему М = и Вп, где 
1=1 и 1 

Вп е 5, Вп С Сп е С. Согласно свойству Уз 

оо р р р р 

м = и и вг., и в„ с и сп, и спес, 
р=Л п-1 п-1 п-1 п 1 

следовательно, М е М. 

Пусть N1, N2 6 УИ. Тогда из определения /И вытекает 

оо оо 

^ — ш2 = ( и лк) — ж2= и {Ак — м2), 
*=1 к 1 

где Ак е 5, Ак С Ак+\, Ак С Ск Е С, к = 1, 2, . . . Далее отсюда получаем 

Ак — N2 С Ак+1 — N2, Ак — Ат

2 е 5, Ак — N2 С С*, к = 1, 2, . . . 

следовательно, N1 — .N2 е М. 

Справедливость соотношения С СУИ очевидна, и так как, как мы 

только что показали, М есть а-кольцо и 5 есть наименьшее о--кольцо, 

содержащее систему С, то справедливо 5 С УИ, откуда вытекает утвержде

ние леммы. 

Лемма 3. Для всякого множества Е е 5 существует множество ^ е ^ 
такое, что Е С ^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Е е 5 — произвольное множество. Тогда, 

согласно лемме 2, 
оо 

Е= и Ак, Ак ССкеС, к = 1,2, . . . 
к 1 

Согласно У 5 для каждого к = 1, 2, . . . существует множество ^к е ^ 
оо 

такое, что Ск С ^к. Следовательно, Е С и ^к и согласно \7

2 имеем 
оо к-1 

&=1 

2. Свойства регулярных множеств 

Теорема 1. Объединение произвольной последовательности внешне регу
лярных множеств есть внешне регулярное множество. 
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Теорема 2. Пересечение произвольной последовательности внутренне 
регулярных множеств конечной меры есть внутренне регулярное мно
жество. 

Теорез1а 3. Объединение возрастающей последовательности внутренне 
регулярных множеств есть внутренне регулярное множество. 

Теорема 4. Пересечение убывающей последовательности внешне регуляр
ных множеств конечной меры есть внешне регулярное множество. 

Доказательства теорем 1—4 формально совпадают с доказательствами 
теорем 3 и 4 из книги [1], гл. X, стр. 220—221, поэтому мы их не при
водим. 

Теорема 5. Разность двух регулярных множеств конечной меры есть 
регулярное множество. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Е\, Е2 — регулярные множества конечной 
меры. Покажем сначала, что Е\—Е2 — внешне регулярное множество. 
Выберем произвольное число в > 0. Тогда существуют множества V е I/, 
С е С такие, что 

(7ЭЕ1, /л(Щ <р(Е1) — в12, 
ССЕ2, /л{С) > 1л(Е2) — е\2. 

В силу свойства V4 имеем ^ — С е и и в силу последнего ^ — С 3 Е±—Е2. 
Далее, имеет место 

р(17 — С)— 1л(Е1 — Е2) = ,4(17 — С) — (Е1 — Е2)] < 
< II [(сТ — Ег) и (Е2 — С)] < /Д17 — Е{) + [л(Е2 — С) < е/2 + е\2 = е. 

Покажем дальше, что Е\ — Е2 — также внутренне регулярное мно
жество. Выберем опять произвольное число г > 0. Тогда существуют 
множества V е I/, О е С такие, что 

V Э Е2, //(V) < р(Е2) + г/2, ^ С Еи р(В) > /л(Ег) — е\2. 

В силу свойства У* имеем ^ — V е С и выполняется 

^ — V СЕг — Е2, [л(Е1 — Е2) — р{Б — V) - ^[(Ех — Е2) — (I) — V)]^ 
< р[(Е1 — I)) и (V — Е2)] < р(Ег — ^)+ //(V — Е2) < е/2 + е/2 = е. 

Теорема 6. Объединение двух регулярных множеств конечной меры есть 
регулярное множество. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Е±, Е2 — регулярные множества конечной 
меры. В силу теоремы 1 и свойства VI Е\ и Е2 является внешне регуляр
ным множеством. 

Покажем, что Е± и Е2 является также внутренне регулярным миоже-
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ством. Но теореме 5 Е\ — Е2 является внутренне регулярным множеством. 
Выберем произвольное число г > 0. Тогда существуют множества С\, 
С2 е С такие, что 

Сг СЕ,— Е2, [л(Е\ — Е2) < И(СХ) + г/2, 

С2 СЕ2, 1л(Е2) </л(С2) + е/2. 

Отсюда получаем 

С\ и С2 е С, С\ и С2 С Е\ и Е2, 

/л(Е\ и Е2) = [л(Е\ — Е2) + /л(Е2) < /л(С\) + г/2 + 

+ /г(С2) + г/2 = [л(С\ и С2) + г. 

Следовательно, Е\ и Е2 является внутренне регулярным множеством. 

3. Необходимые и достаточные условия для регулярности меры 

Пусть X — непустое множество элементов. Пусть С и ^ — произвольные 
системы подмножеств X, обладающие свойствами VI — V6. Пусть 5 — наи
меньшее <т-кольцо, содержащее систему С. Пусть /а— мера, определенная 
на 5 и конечная на С. Необходимые и достаточные условия для регуляр
ности меры II даются теоремой 8. Для ее доказательства нам понадобится 
еще следующая теорема. 

Теорема 7. Все множества из С внешне регулярны тогда и только 
тогда, когда все С-огрантенные множества из ^ внутренне регулярны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть все множества из С внешне регулярны. 
Пусть ^ — произвольное С-ограниченное множество из ^, т. е. для 
него существует такое множество С б С, что С ~3 ^. По свойству Ч± имеем 
С — ^ е С и согласно предположению С — ^ является внешне регуляр
ным множеством. Для произвольного г > 0 существует, следовалельно, 
множество V е ^ такое, что 

С — ^ С V, /л(С — Щ + г > //(V). 

Согласно свойству V* имеем С — V е С и выполняется 

С — V С 17, р(Щ — 1а(С — V) = II \Т] — (С — V)] = 
- # п 7 ) ^ / ^ [ 7 - ( С - Щ] = 11{У) — }х(С —Щ<8. 

Пусть теперь все С-ограниченные множества из ^ внутренне регулярны. 
Пусть С е С — произвольное множество. Согласно свойству У$ существуют 
множества ^ е ^, С\ е С такие, что С С ^ С С\. Очевидно, ^ — С С Ст., 
и согласно свойству У$ ^ — С е ^, т. е. ^ — С является С-ограниченным 
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множеством из и , следовательно, оно внутренне регулярно и /г(С7 — С) < 

< 00. 

Выберем произвольное е > 0. Тогда существует множество С2е С 

такое, что С2 С ^ — С, //(С/ — С) — е < /и(С2). Отсюда для множества 

С далее получим 

С = ^ _ ([7 _ С) С^ — С2, ^ — С2) — р(С) = 
= ^ [(?7 — С2) — С] = /I [ (Р — С) — С2] = 

= рф — С)—р(С2) <е, 

т. е. С является внешне регулярным множеством. 

Теорема 8. Для того, чтобы мера [л была регулярной, необходимо и до
статочно выполнения одного из следующих условий: 

А. Все множества из С внешне регулярны. 
В. Все С-ограниченные множества из и внутренне регулярны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость условий А и В для регулярности 

меры /а очевидна. Нужно еще показать, что каждое из условий А и В 
является также достаточным для того, чтобы мера /г была регулярной. 
Вследствие теоремы 7 достаточно доказать, например, что А является 
достаточным условием для регулярности меры II. 

Итак, предположим, что все множества из С внешне регулярны по II. 
Но лемме 2 всякое множество из 5 можно записать в виде объединения 
возрастающей последовательности С-ограниченных множеств из 5. 
Согласно теоремам 1 и 3 объединение возрастающей последовательности 
регулярных множеств есть регулярное множество. Следовательно, доста
точно показать, что произвольное С-ограниченное множество регулярно. 

Пусть Е е 5 — произвольное С-ограниченное множество, т. е. суще
ствует множество С еС такое, что ЕСС. Обозначим через N систему всех 
регулярных множеств из 5, являющихся подмножествами множества С, т. е. 

N = {А : А е 5, А С С, А — регулярное множество}. 

Тогда все множества из С, очевидно, внутренне регулярны, а согласно 
предположению также внешне регулярны, значит, С П С С N. Через 
С П С мы обозначили систему всех множеств А таких, что для них суще
ствуют множества В е С такие, что А = В п С. 

Из теорем 5 и 6 следует, что N — кольцо. Из теорем 1 — 4 следует, 
что N — монотонная система. По теореме 1, [1], стр. 31, N есть с-кольцо, 
содержащее систему С П С. Но отсюда вытекает, что N содержит наимень
шее 0--К0ЛЫ10 над системой С П С, но последняя в силу теоремы 5, [1], 
стр. 30 равна системе 5 П С. Следовательно, 5 П С С N. 

Но так как Е е 5, Е С С, то Е е 5 П С, т. е. Е является регулярным 
множеством. 
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Следствие 1. Если для произвольного С-ограниченного множества 
^ е ^ существует такая последовательность множетсв {С^}?117 С г е С, 

оо 

г = 1,2, . . . , что С/ = и Сг-, #?0 мера [л является регулярной мерой на 5. 
г=1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^ — произвольное С-ограниченное мно

жество из ^. Тогда по предположению /л{Щ < оо, и существует последо

вательность множеств Сг е С, г = 1, 2, . . . такая, что 
ОО ОО ^ ОО 

V = II С. = ц- Ц Си = II А, , 
г - 1 1 - 1 Л = 1 ю - 1 

где Оп = I) С]с е С, Д г С Х)Л+1 для / = 1, 2, . . . Следовательно, имеет 
&=1 

место [л(Щ = Н т [л^п), т. е. для произвольного е > 0 существует нату-
П->оо 

ральное число щ такое, что 

Опо С ^, Д„ е с, м^) - е < /.(А..)-

Тем самым доказано, что все С-ограниченные множества из ^ внутренне 
регулярны и следовательно, согласно теореме 8 [л есть регулярная мера. 

П р и м е ч а н и е . Смотри примеры 3 и 5. 

Следствие 2. Если для систем С и ^ выполняется С С С/ или ^ С С, 

т/г0 .мера ^ па 5 регулярна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение очевидно, так как все множества 
из С, очевидно, внутренне регулярны и все множества из ^ внешне регу
лярны. 

Определение 6. Будем говорить, что/л—регулярная мера па а-колъце 
5 1 С 5, если всякое множество Е е 5\ регулярно по \л. 

Теорема 9. Пусть [л — конечная мера па 5. Пусть 

ОО 

А = {А : А е^, А = I) Сп, Сп е С, п = 1, 2, . . . ) . 
п-1 

Тогда /л есть регулярная мера на наименьшем а-колъце 5(А) над А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, 5(А) С 5. Пусть А е А, тогда, так как 
ОО 

А е С/, А есть внешне регулярное множество. Далее, А = и Сп 
оо п п 1 

= Ы \} С 1с, Сп е С, п = 1,2, . . . , следовательно, по свойству \7з и тео-
н-1 к=1 

реме 3 А является также внутренне регулярным множеством. 
Пусть N — система всех регулярных множеств. Тогда по теоремам 

5 и 6 N есть кольцо и по теоремам 1 — 4 N есть монотонная система, сле
довательно, N есть а—кольцо. Поскольку А С Л/, то и 5(А) С N. 
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4. Примеры 

Покажем теперь несколько примеров пространств Xи в них систем Си ^ 

со свойствами VI — V6. 

П р и м е р 1. Пусть X — локально компактное хаусдорфово топологи
ческое пространство. Пусть С — система всех компактных подмножеств 
пространства X, и — система всех открытых множеств, принадлежащих 
наименьшему а—кольцу, содержащему систему С (обозначим его через 
5(С)). Покажем, что системы С и и обладают свойствами VI — V6. 

Свойства VI, V2, Vз и У 6 очевидны. Пусть ^ е ^, С е С — произвольные 
множества. Тогда, очевидно, С замкнуто, т. е. ^ — С открыто, и так как 
^ е 5(С), то ^ — Се 5(С). Далее, С — ^ замкнуто, а поскольку С — ^ С 
С С, то С — ^ компактно, т. е. С — ^ е С. Значит, выполняется также 
свойство V4. Свойство Уб выполнено по теореме 4, [1], стр. 212. Итак, 
если [л — произвольная мера на 5(С), которая конечна на С, то для нее 
можно применить теорему 8. 

П р и м е р 2. Пусть X — локально компактное хаусдорфово топологи

ческое пространство, С — система всех компактных Об подмножеств 

пространства X, I/ — система всех открытых множеств, принадлежащих 

наименьшему а-кольцу 5(С) над системой С. 

Покажем, что системы С и С/ обладают свойствами VI — V6. Свойства 
VI, Уг, Vз и V6 очевидны. Если С е С, ^ е ^ — произвольные множества, 
то, очевидно, ^ — С е ^, так как С замкнуто и ^ е 5(С). Далее, С — ^ 
компактно и поскольку С и ^ — бэровские множества, то множество 
С — ^ — также бэровское. Согласно теореме 4, [1], стр. 212, всякое 
компактное бэровское множество — типа Об и следовательно, С — ^ е С. 
Тем самым показано, что выполняется V4. Свойство V5 выполнено в силу 
теоремы 4, [1], стр. 212. 

Итак, если /и — произвольная мера, определенная на 5(С) и конечная 
на С (т. е. согласно [1] /г есть бэровская мера), то для нее можно применить 
теорему 8. 

П р и м е ч а н и е . Примеры 1 и 2 являются, собственно говоря, двумя 
исследуемыми случаями из главы X, [1], стр. 211—223. 

П р и м е р 3. Пусть X — произвольное топологическое пространство. 
Пусть С — система всех замкнутых подмножеств Х ^ — система всех 
открытых подмноя^еств X, 5(С) — наименьшее ог-кольцо над С. Тогда, 
очевидно, I/ и С обладают свойствами VI — V5. Покажем, что выполнено 
также свойство V6. 

Пусть ^ е ^ — произвольное множество. Обозначим через сё^ допол
нение множества ^ и через Ггс7 — границу множества 17, т. е. <ё^ = X—^ 
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ЕгС/ = ^ П (<#Щ. Тогда ^ = с7 —ЕгС/. Но так как ^, ЕгсТ Е С, то 

Е7" е 5(С), т. е. выполнено V6. 
Итак, если \х — произвольная вполне конечная мера на 5(С), то для нее 

применима теорема 8. 

Теорема 10. (-) Пусть X — метрическое пространство, С — система 
всех замкнутых подмножеств X, ^ — система всех открытых подмно
жеств X, /а — мера, определенная на 5(С) и конечная на С. 

Тогда [л есть регулярная мера. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^ е^ — произвольное множество. Тогда 

оо 

ц — типа Ра, т. е. ^ = \1 Сп, где Сп е С для п = 1, 2, . . . Согласно 
п=1 

следствию 1 теоремы 8 мера /г регулярна. 
П р и м е р 4. Пусть X — произвольное топологическое пространство. 

Пусть С — такая система замкнутых подмножеств X, что выполняется 
1. 0, ХеС. 
2. Если {С$?=1 — произвольная последовательность множеств из С, 

оо 

то П С% е С. 
г=1 

3. Если С±, С2 е С, то С± и С2 е С. 
Пусть и — система всех дополнений множеств из С. 
Так как для произвольных множеств С е С, ^ е ^ справедливо 

с—^ = сг\ ^^, ^ — с = щящ и С], 
^ = Щ&Щ = X — <€И е 5(С), 

то С и и удовлетворяют свойствам VI — V6. 
Следовательно, если /г — мера, определенная на 5(С) и конечная на С, 

то для нее применима теорема 8. 

П р и м е р 5. Пусть X — метрическое пространство. Пусть С — система 
всех замкнутых ограниченных подмножеств пространства X. (Множество 
Е С X называется ограниченным, если существует точка а е X и число 
г > 0 такие, что Е С 8(а, г), где 8(а, г) = {х : х е X, ()(а, х) < г}.) 
Пусть ^ — система всех открытых подмножеств X. Системы С и С/ обла
дают, очевидно, свойствами VI — V5. Покажем, что они обладют также 
свойством V6. 

Пусть А — произвольное замкнутое подмножество X. Тогда А = 
со 

-= Ы А п Сх, где Сх = {у : $(х, у) ^ п}, причем х — произвольный 
м=1 

(х) Утверждение теоремы 10 содержит в себе утверждение примера (Зс) и (Зг1) из 
книги [1], § 43. 
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фиксированный элемент из X. Отсюда вытекает, что А П Сх

п — замкнутое 

ограниченное множество и следовательно, А е5(С). 

Пусть теперь ^ е ^ — произвольное множество. Тогда 

^ =^ — Егст = п — [П о (СП)Ъ 

т. е. ^ е5(С). 
Теорема 11. Пусть X — метрическое пространство. Пусть С — система 

всех замкнутых ограниченных подмножеств X, С/ — система всех открытых 
подмножеств X, [л — мера, определенная на 5(С) и конечная на С. 

Тогда /а есть регулярная мера. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^ — произвольное С—ограниченное мно-
оо 

жество из ^. Так как ^ — типа ]?а, то ^ = и Сп, где Сп С с7 С С е С. 
п=1 

Значит, Сп е С. Согласно следствию 1 теоремы 8 мера /л регулярна. 
П р и м е р 6. Пусть X — произвольное топологическое пространство, 

С — система всех замкнутых подмножеств X, С/ — система всех открытых 
подмножеств X. Пусть А — система всех открытых Ра множеств. Пусть 
/г — конечная мера на 5(С). Тогда по теореме 9 /г есть регулярная мера 
на наименьшем ст-кольце 5(Л) над А. 

П р и м е ч а н и е . Утверждение, содержащееся в примере 6, совпадает 
с утверждением теоремы 1 из работы [2]. 
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