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Matematický časopis 17 (1967), No. 1 

POZNÁMKA K T-PÁRU KOMPLEXOV PRIAMOK V P 3 

ANTON DEKRET, Žilina 

T-páry komplexov sú v článku uvažované v zmysle článku [2], 
Nech K, K' sú T-párom komplexov priamok v P 3 . Označme l, V luče, ktoré 

si v danom í-zobrazení sebe odpovedajú. Nech A\, A2, A3, A\ sú vrcholy 
repéra, ktorého infinitezimálně zobrazenia sú dané vzťahmi 

(1) áAi = o)k
iAk, i,k= 1 ,2,3,4, 

pričom co\ sú Pfaffove formy vyhovujúce rovniciam struktury projektívneho 
priestoru: 

(2) D o)\ = f [tohAl i, ^=1,2, 3, 4. 
h=l 

Kanonizujme repér tak, že umiestníme A\, A2 na lúč l a Az, A\ na lúč V, 
pričom {A\A2Ai\({A\A2Az}) je rovina, ktorá odpovedá v hlavnej korelácii 
pozdíž lúča l bodu A\(A2) a {AzA\A2}({AzA±A{\) je rovina, ktorá odpovedá 
v hlavnej korelácii pozdíž lúča V bodu ^3(^44). Tým pri vhodnéj parametrizácii 
dostáváme: 

(3) co\ = oo\, co\ = co\. 

Volme co\,o)\, co\ ako bázové formy. Tým pre hlavné formy oJl móžeme písať: 

(3') a>? = af«4 + &ía)» + cř«)*. 

Vonkajším diferencováním (3) a použitím Cartanovéj lemy dostaneme 

(4) Qi = aco\ + bco\ + cco\ = a'o)\ + b'co\ + c'co\, 
Q2 = bco\ + dco\ + eco\ = b'co\ -f- d'o)\ + e'co\, 
Qz = cco\ + eco\ + fco\ = —c'co\ — e'co\ — f'co\ 

a tiez 

(5) ab\ — ba\ -f bb\ — da\ + ea\ — cb\ = 0, 
ac\ — ca\ + bc\ — ea\ — cc\ + fa\ = 0, 
bc\ — cb\ + dc\ — eb\ — ec\ + fb\ = 0, kde 

Qx = co\ + col, Q2 = —D)\ — o)\, Qz = co\ — 0)\ 0)\ + 0)\ . 
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Pre Kleinové obrazy priamok repéru volme označenie: 

Я i = [AIAІ], H2 = [AM, Hz = [A3AĄ, Я 4 = [A2A3], H5 = [-áiAs], 
Я 6 = [AM 

Potom 

(«) dHi = co\HQ + co\Hb + (co} + <o\)Hx + co2//, + co*H3, 
dH2 = co\H1 + (<»| + co\)H2 + c4ET8 — co*H6 + co^H4, 
dH3 = (co\ + co£)H3 + coJH! — co\H± — co\(H5 — H2), 
dH4 = (co2 + co3)H4 + co\H2 — co2H3 + co2H5 — co3H6, 
dH5 = (co\ + co3

3)H5 + o)\Hx — co\Hz + co\H, + co\HQ, 
dH6 = (co\ + cof)H6 + co\Hx — co\H± + a>»(ff5 — H2). 

V repéri Hi, H2, H3, H4, H5, H6 Kleinova nadkvadrika má rovnicu 

hih^ — 7fc2/fc5 + hji§ = 0. 

Zo vzťahov (6) je zřejmé, že tangenciálně lineárně trojrozměrné priestory 
v bodoch He, H3 variet, ktoré sú Kleinovými obrazmi komplexov K, K' 
v projektívnom priestore P 5 , pretínajú sa v rovině T = {Hi, H4, Fř5—H2}. 
Tým v P 5 dostáváme trojparametrickú kongruenciu rovin. Hladajme ohniska 
F = .rHi + yH± + z(H5 — Fř2) kongruencie, t . j . body F v rovině T S vlastno-
sťou: existuje směr co\ : co\ : co\, v ktorom dF leží tiež v T. Použitím (6), (4) 
dostaneme 

dF = H3(XOJ\ — yco\ — 2zco\) + H6(xco\ — yco\ + 2zcof) + 
+ H2(xQ\ — yQ2 + zQ3) + 0 mod T. 

Preto F je ohniskom vtedy a len vtedy, keď platí 

• yco\ — 2zco* = 0, xco\ 
xco% — yco\ + 2ZCO3 2 — Ушi "г -^^3 — 0, 
xQ\ — yQ2 + zQг = 0, 

čo po úpravě použitím (3') a (4) dává: 

(7) xco\ — yco\ — 2zo>\ = 0, 

o)\(xb\ — yb\ + 2zbj) + co\(xa\ — ya\ + 2za2) + to\(xc\ — yc\ + 2zc2) 

co\(xb — yd + ze) + co\(ax — yb + ze) + co*(:rc — ye + zf) = 0. 

Systémom (7) je určený fokálny směr o)\ : co\ : co\ právě vtedy, ked 

o, 

(8) 
X —y —2z 

xb\ — - yb\ + 2zò2 xa\ — ya\ + 2za\ xc\ — Уc\ + 2zcî 
xb -— yd + ze ax — yb + zc xc — ye + zf 

= 0. 
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Tým dostáváme 

Vetu 1. Ohniska kongruencie rovin T, ležiace v rovině r, ležia na kubike. 
Určme teraz asymptotické křivky na varieté bodov H6, t. j . křivky, ktoré 

majú s dotykovým lineárnym priestorom { H 6 , H \ , H ± , Fř5—H2} styk druhého 
rádu. Z (6) dostáváme 

d2Fř6 = Hz{(o\ořx + co3*)* — 2(co3)2} + H^OJ\QX + (D\Q.Z + co3f23) + 
+ 0 mod {H6, Hi, H4, H5—H2}. 

Teda 

(9) c o ^ —(coí) 2 = 0, 
(Ú\QX + ořxQ2 + C0ÍQ3 = 0, 

je systém, ktorým sú určené asymptotické křivky na varieté bodov II6. 
Podobné dostaneme 

d2H3 = H6{2co^co2 — 2(co2)2} + H^oo1^ + co2í32 + OJ]QZ) + 
+ 0 mod {H3, Hi, H4, H5—H2}. ~ 

Teda 

(10) cojo)! —(cof)2 = 0, 
COgí?! + C02Í32 — CO3Q3 = °> 

je systém, ktorým sú určené asymptotické křivky na varieté bodov H3. 
Dotykové směry (co2, — o>\, OJ\) variety bodov H6 v bode H6, ktoré vyhovujú 
systému (9) pretínajú rovinu x v bodoch, ktoré ležia na kuželosečkách 

Oi: xy + z2 = 0, 
C2: dx2 + dy2 + fz2 — 2bxy + 2cxz — 2eyz = 0. 

Dotykové směry (coj, — co2, — CO4) variety bodov H3, v bode H3, ktoré vyho
vujú systému (10) pretínajú r v bodoch, ktoré ležia na kuželosečkách 

<73: xy + z2 = 0, 
C 4 : x2a' + y2ď + z2f — 2b'xy — 2c'xz + 2e'yz = 0. 

Lahko sa přesvědčíme, že C± ̂  C 3 je priesekom roviny r s Kleinovou nad-
kvadrikou. Vďalšom budeme předpokládat, že kuželosečky O2 a C4 sú regulárně. 
Pomocou rovnic (3) lahko zistíme, že ak jedna z kuželosečiek C2, C^je regulár-
na, potom už aj druhá je regulárna. 

Označme symbolmi (Oi, O2), (Ci, C4) zvázky určené příslušnými kuželo
sečkami. 

Veta 2. Singulárně body zvázkov (Ci, C2), (Ci, C4) ležia na kubike (8), t. j . 
sú ohniskami kongruencie rovin T. 
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D ó k a z . Z povahy problému je zřejmé, že stačí urobiť dókaz pre zvázok 
(Oi, O2). Kuželosečky Oi, O2 móžu mať páť projektivně róznych poloh. V na-
šom repéri móžeme skúmať polohy I I i , I I2 , I I I i , I I I 2 (viď [1] strana 214 až 
221) vhodným umiestnením bodov H\, Fř4, Fř5—H2. 

a. Nech Oi, O2 sú v polohe I I i . Kanonizujeme repér ako v [1]. Tým a = 
_ c = e =-- 0. Dosadením do (8) lahko zistíme, že body H±, H$—H2, t . j . 
singulárně body zvázku (Oi, O2) ležia na kubike (8). 

/?. Nech Oi, O2 sú v polohe I I 2 . Kanonizujme repér ako v [1]. Tým a = d 
c = e -= 0. Dosadením do (5) dostaneme 

a\ = 6|, bc\ + M = 0, bc\ + fl>t = 0. 

Tým (8) získává tvar 

* - W « ! + -*o*) + yH-2b\b —fb\) + zx(2alf + 4o|6) + 
+ zy(m\ + 2/61)} = 0. 

Z toho je zřejmé, že kubika sa rozpadá na priamku singulárnych bodov zvázku 
(Ci, C2) a na kuželosečku, ktorá prechádza zvyšným singulárnym bodom. 

y. Nech Oi, O2 sú v polohe I I I i . Kanonizujme repér umiestnením H\, 
H4, H5—H2 podlá [1]. Tým a = d = c = 0, f =—2b. Dosadením do (8) 
lahko zistíme, že jediný singulárny bod zvázku leží na kubike. 

d. Nech Oi, O2 sú v polohe I I I 2 . Kanonizujme repér umiestnením H±, 
H4, H5—H2 tak ako v [1]. Tým a = c = e = 0,f = — 2b. 
Z toho a z použitia (5) plynie pre kubiku (8) tvar 

y{y\—do\) + yxdc\ + yz{2dc% + 2da\) + z"(—Ua\) + xz(fb\ —fa\)} = 0. 

Teda kubika sa rozpadá na priamku singulárnych bodov zvázku (O1, O2) 
a na kuželosečku, ktorá prechádza bodom dotyku kuželosečiek Oi, O2. 

e. Pri dókaze vety 2 v případe, keď Oi, O2 sú v polohe I je výhodné postupo-
vať spósobom, na ktorý ma upozornil H e j n y z U K v Bratislavě. Ide o známu 
možnosť študovať projektívnu geometriu priamok v Ps ako geometriu ne
euklidovského priestoru Q, ktorý vznikne z P 5 , keď miesto grupy projektív-
nych transformácií sa uvažuje podgrupa Oi, voči prvkom ktorej je nadkvadrika 
typu ( + + H ) invariantná. 

Nech teda H( (kde i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) sú vrcholy repéra v P 5 , ktorého in
finitezimálně zobrazenia sú dané vzťahmi 

(11) dH* = eJlAjc, kde i, k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

pričom o)\ splňuj ú rovnice struktury projektívneho priestoru 

(12) Deof = 2 Kojf] . 
* = 1 
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Nech je v P5 daná nadkvadrika 

F = 2hih5 + e2h\ + eshj + eji\ + eji\ = O, kde e< = ± 1, 

ktorá je invariantná voči podgrupe (?i. Nasledujúca metoda určenia doplňu-
júcich rovnic struktury priestoru Q je převzatá od Hejného. 

Zrejme platí: 

(13) F(AÍ9Ak) = sik, 

kde sn = S55 = 0, su = et pre i = 2, 3, 4, 6; S15 = S51 = 1, $** = 0 pre i -£ 
7^ k, kde i, k= 2, 3, 4, 6. 

Diferencováním (13) dostaneme 

(14) coj = coj = co4 = oo\ = CO3 = co6 = 0, 

oS\e2 + oo\ = co\ + e2co5 = co\e3 + cog = coj + e3co| = 0, 

oj>\e± + co\ = co4 + Č4CO5 = co} + CO5 = coJe6 + co\ = w 6 + e6co5 = ®> 
co\ez + 62co3 = to\e± + e2co| = cú\e§ + e2co6 = 0, 
e4cog + co463 = e6cD3 + co\ez = co^ + e±co% = 0. 

Vztahy (12) spolu so vzťahmi (14) sú rovnicami struktury priestoru Q. Nech 
K9 K' sú dve trojrozměrné variety, ležiace na nadkvadrike F, medzi ktorými 
je jedno-jednoznačné zobrazenie, pri ktorom trojrozměrné dotykové lineárně 
priestory v odpovedajúcich si bodoch variet K, K' sa pretínajú v rovině T, 
ktorá neprechádza žiadnym z dotykových bodov. Kanonizujme repér tak, že 
umjestníme bod H± na K, bod H5 na varietu K', body H2, H3, H4 do roviny 
T (body Hi, H5 sú body, ktoré si sebe odpovedajú v danom zobrazení). Tým 

co \ = CO5 = 0 a formy co\, co\, co\, co\, co\9 co\ sú hlavné. Volme formyco\9 

co\9 co\ za bázové. Tým pre ostatné hlavné formy móžeme písať 

(15) m
i
k = aico\ + b\co\ + ci

kl0l 

Vonkajším diferencováním vzťahov coj = CO5 = 0 dostaneme 

(16) co\ = mco\ + noj\ + roo\ = m'co\ + n'co\ + roo\, 
cog = nco\ + po)\ + qcoi = rícú\ + '̂coj? + c/'cD5, 
co\ = rco\ + qcoj + vco\ = r'co\ + q'o)\ + Í/CO* 

a tiež 

(17) a\n — b\m + a\ў — nb\ + a\q • -b\r = 0, 
2 

agr-
— mc\ + a\q -- c\n + a\v - 4 

-c\r = 
-0, 

ЬIr--nc\ + b\q--ąP + ъ\v- c\q=--0. 

Jednoduchým výpočtom zistíme, že asymptotické křivky na varieté K sú ur
čené systémom 
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(18) é 2 K ) + ez{co\Y + e^colY = O, 

co\co\ + colcol + m\o)\ = 0. 

Podobné asymptotické křivky na varieté K' sú určené systémom 

(19) e2(ft>2)2 + e3(co3
5)

2 + e 4 («4) 2 = 0, 
^5^2 + ^ ^ + 0)\CÚ\ = 0. 

Dotykové směry (oo\, cox, OJ\) variety K v bode H\, ktoré splňujú (18) pretínajú 
r v bodoch, ktoré ležia na kuželosečkách 

C\\ e2x
2 + e3y

2 + e±z2 = 0, 
O2: mx2 + py2 + vz2 + 2nxy + 2rxz + 2qyz = 0. 

Podobné dotykové směry (co\, co\, co\) na varieté K' v bode H5, ktoré splňujú 
systém (19) pretínajú T V bodoch, ktoré ležia na kuželosečkách 

O3: e2x
2 + e3y2 + e^z2 = 0, 

O4* m'x2 + p'y2 + v'z2 + 2n'xy + 2r'xz + 2qy'z = 0. 

Kuželosečka C\ = O3 je priesekom r s nadkvadrikou F = 0. 
Určme ohniska kongruencie rovin r, ktoré ležia v r. Jednoduchým výpočtom 
ako v prvej časti článku zistíme, že fokálne křivky kongruencie, prechádzajúce 
bodom L = xH2 + yH3 + zH$ sú určené systémom 

(7') xe2co\ + ye3o)\ + ze^\ = 0, 
(xe2a\ + yesa\ + zz^a\)co\ + (xe2b\ + yesb\ + zeáb\)co\ + 

+ (xe2c\ + yesc\ + ze^c\)co{ = 0, 
(xm + yn + zr)co\ + (nx + yp + zq)o)\ + (xr + yq + ZV)OJ\ = 0, 

ktorý má riešenie právě vtedy, keď 

xe2 ye3 ze^ 
(8') xe2a\ + yeza\ + zeáa\ xe2b\ + ye3b\ + zeáb\ xe2c\ + yesc\ + ze±c\ 

xm + yn + zr xn + yp + zq xr + yq + zv 

Teda: ohniska kongruencie rovin r, ležiace v r, ležia na kubike (8'). Nech 
kuželosečky C2, C3 sú regulárně a nech kuželosečky C±, C2 sú v polohe I . 
Kanonizujme repér umiestnením H2, H3, H4 ako v [1]. Potom n = r = q = 0. 
Dosadením do (8') už lahko zistíme, že vrcholy polárného trojuholníka z vážku 
(Oi, C2) t . j . singulárně body zvázku, ležia na kubike (8'). Z volby e2 = — 1 , 
64 = — 1 , e3 = e6 = 1 plynie správnosť vety 2 aj v případe, keď Oi, O2 sú 
v polohe I. Tým je dókaz vety 2 urobený. 

P o z n á m k a 1. Správnost vety 2 nezávisí od čísel ei. 
P o z n á m k a 2. Z [3], strana 30—32 plynie: Tangenciálně směry na varieté, 

ktorá je Kleinovým obrazom komplexu K (Kf), pretínajúce rovinu r v sin-
gulárnych bodoch zvázku (Oi, O2) (připadne (Oi, O4)), odpovedajú smerom 
určeným hlavnými plochami komplexu K (K'), prechádzajúcimi lúčom l (l'). 
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Došlo 21. 2. 1966. 
Katedra matematiky 

Vysokej školy dopravnéj, 
Žilina 

ЗАМЕТКА К Т-ПАРЕ КОМПЛЕКСОВ ПРЯМЫХ В Р 3 

Антон Декрет 

Резюме 

Пусть К, К' — Т-пара комплексов прямых в Рз . Линейные трехмерные касательные 
пространства многообразий К, К', которые являются образами Клейна комплексов 
К, К' в Рб, в соответствующих точках Ь, Ь' пересекаются в плоскости т. Получается 
трехмерная конгруэнция плоскостей т в Рб. Фокусы этой конгруэнции, лежащие в т, 
находятся на кривой 3-его порядка. Касательные к асимптотическим линиям в точке 
Ь(Ь') многообразия К(К') пересекают плоскость т в общих точках в статье определен
ных конических сечений С\, Сч (С\, С А). Особые точки пучка конических сечений (С\, Сг), 
(С\, С А) являются фокусами конгруэнции плоскостей. 
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