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Matematicky Easopis 20 (1970), No. 1

UBER DIE INVOLUTORISCHEN PAARE DER REGELFLACHEN

JOSEI" VALA, Brno

Man betrachtet in dieser Abhandlung die Eigenschaften der involuto
rischen Regelflichenpaare und der mit diesen Paaren verkniipften Gera-
denmannigfaltigkeiten.

Im projektiven Raum Pz untersuchen wir ein Paar £ der Regelflichen
O1(q1). 24(q2). Ein solches Paar besitze eine Korrespondenz (' : ¢1 - ¢2, wobei
die einander zugeordneten Geraden ¢p, ¢z stets demselben Parameter u ent-
sprechen und windschief sind. Wir werden voraussetzen, dall der Parameter u
tlle Werte aus dem offenen Intevall 7 ecinnimmt und dafi die Flichen Q5. £
m Intervall / keine Torsalerzeugenden haben.

a) Betrachten wir ein hewegliches Koordmatentetraeder mit den Eckpunkten
dy, Ao Ao Ay (Ar. Aa), g2 (A2, As). Wenn wir mit m,‘f die Kompo-
nenten der differentiellen Verriickung des Tetraeders bezeichnen, dann gilt

(1) d4d;  ofd,, ik 1,2.3.4.
Wenn die Geraden ¢p, ¢2 fest sind, dann bekommen wir:
([(]1 l’)l(]l . (l(]z (32(]2 .
M1, 92 sind im allgemeinen Funktionen des Hauptparameters « und der
<ckundiren Parameter und der Differentialen der Parameter. Daraus folgt,

. . 5w s . ;
daB die Formen of. o}, o], of, ol. o), of, o} Hauptformen sind. Es gilt
dann:

» 5 : 3 Y o 3 s
(2) of o widu ., o} widu, oF wldu, of = dldu,

of  wddu . o) ulduy . o wldu, of — wldu.
3 3 2 2 3 3 ) 2 4

Die Koefiizienten %, i, £ 1,2, 3 4, in den Gleichungen (2) sind im allge
meinen Ifunktionen dos Hauptparameters « und der sekundiren Parameter.

Die Gerade p(ug) ist dic Quasiflelnodalgerade des Paares P. wenn fir den
festen Wert wy des Parameters v e [

P (A]. A_;) 0. p X (A12.113) =0, p L (1(411, A4) =0, (I(A;g, Alg) 0
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gilt. Mit x bezeichnen wir das Pliickersche Produkt. Die Quasifiecknodal
gerade p(up) schneidet die Geraden qi(uo), q2(uo) in den Quasifleknodalpunkten
des Paares P. Die zu allen Werten von u = ug € I gehérenden Quasifleknod: I-
punkte bilden im allgemeinen die Quasifleknodalkurven. Ahnlich bilden dic
Quasifleknodalgeraden im allgemeinen die Quasifleknodalfiiichen.

Wir werden nun cinige spezielle Paare der Regelflichen betrachten.

Fiir den festen Wert uy des Parameters w € I untersuchen wir ein wind
schiefes Viereck M MyM4M3z, wobei dic Punkte Ay, M4 auf der Geraden
q1(uo), die Punkte My, M3 auf der Geraden ¢s(uo) liegen sollen. Es gilt dann

(3) M1 o1dr + a1da, Mz = 0242 + 0243, My — pad1 + 044,
M3z —= g3Ada + 03d3 .
Weiter werden wir folgende Eigenschaften voraussetzen:

Die Tangentencbene der Fliche £2; im Punkte M; schneidet g2(uo) im Punkte A/».
die Tangentenebene der Fliche 2;im Punkte M, schneidet q1(uo) im Punkte 415,
die Tangentenebene der Fliche 27 im Punkte M4schneidet qz2(up) im Punkte 23.
die Tangentenebene der Fliche £;im Punkte M 3schneidet q1(uo) im Punkte 47,

Ein solches zum Paar P gehorendes Viereck nennen wir tnwvolutorisch. Mit
Hilfe der Gleichungen (1), (2), (3) bekommen wir folgende Bedingungen fiu
die Existenz eines solchen Viereckes:

(4a) 0.(0,u3 + 01“3) - ‘72(91“‘1) + oyuj) ,
(4b) 04(@2“3 + o,u3) oy(ooul - Uzu:l;) ’
(4¢) 03(94”51{ + ‘74'“2) ‘73(947“1’ + ogu3),
(4d) 01(osus -+ o5u3) — oy(ozuy + ouy) .

Aus den Gleichungen (4a), (4b) folgt dann:
(5a) eu[ul(oui + oyu3) + wus(oguf + oyu))]

o [u(o,u} + 0'1“2) + u}z((ﬁ”f) + 01“3)] .

Aus den Gleichungen (5a), (4¢) bekommen wir dann:
(5b) os{uiluglo e} + oyud) + uylod + oyul)] +
+ wilui(oui + o) + uilowd + oyu)]}
oy{uilug(ow] + oyu)) + wy(owd + o)l +

‘*‘ ui[’léé(glui + ’/‘1’”’2) + ué(gluzlg + Glui)]} ’



Die Gleichungen (5b), (4d) ergeben die Bedingung: Das zum Paare P fur
den festen Wert u = wug € I gehorende Viereck ist dann und nur dann involuto-
risch, wenn wenigstens eine der folgenden Relationen gilt:

(6a) (waui + wgui)loy® + (— wauy — wgud + wyuy + wjui) 0,0, +
+ (— ugui — uzui)loy = 0,
(7) wiul + wduy + udu? 4+ wiud = 0.

Nach Ivlev [3] bestimmt die Gleichung (6a) die Quasifleknodalpunkte der
Fliche 2, auf der Geraden g¢i(ug). Bei der Gultigkeit dieser Relation gilt
My DMy, My  Ms; das involutorische Viereck zerfillt dann in eine Abszisse
MiM;. Das folgt auch aus der Gleichung (5a) im Falle o1 = p4, 01 — 03.
Im folgenden betrachten wir diesen Fall nicht. Weiter werden wir voraussetzen,
daB fir keinen Wert von u € I die Gleichung (6a) nicht fir alle Werte von
01, o1 erfullt ist.

Wir finden leicht die Gleichung der Quasifleknodalpunkte der Fliche £
auf der Geraden g2(uo).

(6b) ( ey — ww)logl® + (ujup — wjug + wgus — wzuilesoy +
+ (wfuy + wiug)lop]? = 0.

Die Gleichung (7) hingt von den Parametern g;, g;, ¢ — 1, 2, 3, 4, nicht ab.
Bei ihrer Giiltigkeit existieren fir « = up unendlich viele involutorische
Vierecke. Nach der Gleichung (5a) schneiden die angefiihrten Vierecke die
Gerade qi(uwp) in zwei projektive Punktreihen. Diese Punktreihen haben
folgende Gleichung:

(8)  eres(wius + uiud) + 010,(— i — wuind) + o0 (ugui + wgul) +
+ 0,0,(— ujui — uyul) = 0.

Wenn fur alle Werte von w € I die Relation (7) gilt, dann bezeichnen wir
das zugehorige Paar der Flichen £, 2, als involutorisch. Weiter bezeichnen
wir mit /" die Menge aller involutorischen Vierecke des Paares (fiir u € I).

Die durch die Seiten M1M2, M4M3 der involutorischen Vierecke gehenden
Geraden bilden zwei Kongruenzen. Diese Kongruenzen sind im gewissen
Sinne ein Sonderfall der Hilfskongruenzen von Popov (Finikov [2]). In diesem
Falle zerfallen die Grundkongruenzen von Popov in zwei Regelflichen. Dasselbe
gilt fir die Seiten MoMy, M3l .

Hilfssatz 1. Wenn das Paar P tm Intervall I involutorisch ist, dann existieren
fir alle Werte von u = up € I zwet Quadriken, eine dieser Quadriken berithrt
die Fliche £, lings der Geraden qi(uo) und schneidet die Fldche Qs lings der
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Geraden qz2(uy) harmonisch (Cartan [1]). Die andere Quadrik berithrt die Fliche
Qs lings der Geraden qa(uy) und schueidet die Fliche Oy lings der Geraden
q1(uo) harmonisch.

Der Beweis folgt aus der Definition der /™-Schar der involutorischen Vierecke

Hilfssatz 2. Das involutorische Paar P der Flichen 0y, Qs hat fur u i
wm Intervall T keine zusammenfallenden Quasifleknodalerzeugendcn.

Bewels. Setzen wir voraus, dafl fir den festen Wert u¢ des Parameters ¢
dic beiden Quasifleknodalgeraden des Paarcs P zusammenfallen. Die Eck
punkte A;, As des Kordinatentetraeders wihlen wir in den zugehdorigen
Quasifleknodalpunkten des Paares. FFur v w, gilt dann:

) w—ui 0.

Iiine Wurzel der Gleichung (6a) ist 1 0. Wenn gleichzeitig o1 0 dic
zweite Wurzel der Gleichung (6a) ist. dann gilt

2 1 403
wu,  uzuy — 0.
Unter Voraussctzung von (9) gilt dann nach (7):
2.1 4,3
w, + usuy — 0.

Aus den letzten zwei Gleichungen folgt entweder «; 0. oder w} 0. odat
uy = u) 0. I1m ersten Falle gilt dann fix v wpe I:

dA, (v,)}Al 4 waJt.

Daraus folgt. dafl die Gerade gqi(uo) torsal ist. Nach den Voraussetzungen ist
es im Intervall / unméglich. Ahnlich kann man die Falle v} 0.« «} 0
betrachten. Nach (6b) miissen wir auch die Fille w3 0, u} 0,45 w} 0
ausschliefen.

Is gilt also:

wiE 0, uy+ 0. uy + 0, udF0

fiir alle Werte des Parameters u € 1.

Auf der Fliche £; betrachten wir die Kurve M;(u) — (4;). Setzen wn
voraus. daB fir v € I die Kurve M, (u) jede Erzeugende der Fliche Q; gerade
in einem Punkt durchschneidet. Die Punkte dieser Kurve seien die Kch
punkte M der zum involutorischen Paar P gehérigen involutorischen Viercche
Zu den Punkten der Kurve (M;) gehort die einparametrische Schar [ da
involutorischen Vierecke. Wir bezeichnen mit R(1,2), R(2,4), R(4,3), R(".1
die Regelflichen, die fortschreitend durch die Geraden My Ms, MoMy. My,
M3 gebildet werden.

Eine einparametrische Schar 1 der involutorischen Vierecke des Paares 1
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bezeichnen wir mit I, wenn gerade zwei der angefithrien Flichen R(e. k).
i,k 1,2, 3.4, im Iutervall / abwickelbar sind. Ahnlich Dbeze.chnen wir
mit I3 cine 1-Schar, wo gerade drei der angefithrten Flachen R(i, k) im Inter
vall I abwickelbar sind. Fir die A43-Schar sind alle Flachen (¢, k) i Inter
vall / abwickelbar.

Hilfssatz 3. W enn cine zur einparametrischen Schar /A gehérige Fliche R(i, k)
im Intcreall T abwickelbar ist, dann ist mindestens eine weitere Fliche R(i k)
im Intervall 1 abwickelbar.

Beweis. Die Eckpunkte ;. ¢ 1,2, 3,4, des beweglichen Koordinaten
tetracders wihlen wir in den ewntsprechenden Punkten der Kurven (/).
Die Kurven (J/;) seien von den Eckpunkten der 1-Schar der involutorischen
Viereche gebildet. Bei der angefithrten Wahl des Koordinatensysters gelten
dann fiir alle betrachteten Werte der Parameter. d. h fur « € / und fir alle
1eellenn Werte der sekundéren Parametcr. folgende Relationen:

(10) o 0w 0.0 00wy 0.

Wenn R(1.2) cine Torse ist, dann gilt entweder v} 0, oder »3 0. oder

o} o3 0. Das heilt fir alle betrachteten Werte der Parameter. Finen
dhnlichen Sinn haben die Relationen o 0,1,k 1,2, 3,4, in folgenden
Tillen.) In den Fallen w7 6, of 3 — 0 ist (A;) die Rickkehrkante da
Torse, im Falle w} 0 st (0id, — 0jd,) die Riickkehrkante der Torse.
Wenn R(2,4) cine Torse ist, dann gilt entweder v} — 0, oder «} 0, ode
w3 o) 0. Im ersten und dritten Falle ist (42) die Riuckkehrkante der
Torse, im zweiten Falle ist (w34, ©34,) die Rickkehrkante der Torse
Wenn R(4,3) cine Torse 1st, dann ist entweder »} 0, oder ® 0, odei
oy 3 0. Im esten und dritten Falle ist (d4) die Riickkehrkante der
Torse. im zweiten Falle ist (wj.1, ©}4,) die Riickkehrkante der Torsc
Wenn 72(3,1) eine Torse ist, dann gilt entweder @; 0, oder w} 0, oder
@3 o} 0. Im ersten und dritten Falle ist (As) die Riickkehrkante der
Torse, im zweiten Falle ist (ojd;  o3d,) die Rickkehrkante der Torsc.

Daraus folgt die Behauptung des Satzes. Fir die [3-Schar der involutorischen
Vierecke gilt dann in dem angefiithrten Koordinatensystem gerade ecine det
folgenden Relationen:

ol 0,0} 0,0 0,0 0.

Kine der Torsen R(z, k), ¢, I I, 2, 3, 4, hat die Ruckkehrkante in der Grund

lire, die Ruckkelirkante der anderen Torse liegt nicht in der Grundlinie.
Finn die foleenden Berechnungen fithren wir noch einige Relationen an:

Die Kurve (L11) ist die asymptotische Kurve der Fliche Q.

> 9 h .
wenn ojel  ole} 0 gilt .
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die Kurve (4,) ist die asymptotische Kurve der Fliche {1,

wenn ojo] + olo; = 0 gilt ,
die Kurve (43) ist die asymptotische Kurve der Fliche Q,,

wenn wim} + wiw} = 0 gilt,
die Kurve (A3) ist die asymptotische Kurve der Fliche Qs,

wenn w;(uf -+ wgwé = 0 gilt .

Die einparametrische Schar der involutorischen Vierecke A;, A2 A4 As ist

eine A3-Schar, wenn die Gleichungen (10) und folgende Relationen gelten:
w‘]‘ =0, wg =0 wfﬁ, wi
sind nicht fur alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null.
Die Flache R(1,2) ist eine Torse, ihre Riickkehrkante ist die Kurve (4;), die
Kurve (4;) ist eine Asymptotenkurve der Fliche 2;. Die Fliche R(2,4) ist
auch eine Torse, ihre Riickkehrkante ist die Kurve (A42). Die Flache R(3,1) ist
auch eine Torse, ihre Riickkehrkante ist die Kurve (wjd, — w34,).

Ahnlich betrachtet man folgende Fille:

o
a)g =0, wi =0; w3, w'i

sind nicht fur alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null;

| g 2 () 3 1
o] =0, w; =0; w;, o,

sind nicht fiir alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null,

2 __ 1 (e 3 4
w; =0, 0, =0; 0, o]

sind nicht fiir alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null.
Zwei Torsen R(i, k) haben die Riickkehrkanten in den Grundlinien, die Riick-
Ikehrkante der ibrigen Torsen liegt in der Grundlinie nicht.
Betrachten wir die 44 — Scharen der involutorischen Vierecke A1 AsA4A3.
Wir haben drei interessante Fille:

1. Die Torsen, die durch die gegeniiberliegenden Geraden der involutorischen
Vierecke gebildet werden, haben die Riickkehrkanten in den Grundlinien, die
Riickkehrkanten der iibrigen Torsen liegen nicht in den Grundlinien. Das
kommt in folgenden Fillen in Erwégung:

(ui =0, wl = 0; wg, wg
sind nicht fir alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null,
(ug — 0, a)§ = 0; w‘l‘, wi
sind nicht fur alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null.

Im ersten Falle haben die Flachen R(1,2), R(2,4), R(4,3), R(3,1) die Riickkehr-
kanten in den Kurven (4;), (w34, — 034,), (44), (07d; — w34)).
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Im zweiten Falle haben die Flichen R(1,2), R(2,4), £(4,3), R(3,1) die Ruckkehr-
kanten in den Kurven (03d; — wid,), (4s), (0jd, — wid;), (4s).

2. Drei Torsen haben die Riickkehrkanten in den Grundlinien, die letzte
Forse hat die Riickkehrkante nicht in der Grundlinie. Das kommt in folgendem
Falle in Erwéigung:

m]‘ 0, cof_f 0, wi — 0 wg
15t nicht fiir alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null.
Die Riickkehrkanten der Torsen sind die Kurven

(A1), (d2), (A4), (0id;  ©3id).

Ahnlich betrachtet man folgende Fiille:

o 0,0, 0,0 0;03

1st nicht fir alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null
o 0,08 0.0}  0; 0

1st nicht fir alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null,
wy, 0,0, 0,0; 0;o0]

1st nicht fiir alle betrachteten Werte der Parameter gleich Null.

3. Alle vier Torsen haben die Riickkehrkanten in den Grunlinien.
Ks bleibt der einzige Fall:

3

R
m]‘ , (4)1 w3 0.

Die Kurven (A1), (44) sind die Asymptotenkurven der Fliche £, die Kurven
(As), (43) sind die Asymptotenkurven der Fliche (2.

Im folgenden betrachten wir die Allgemeinheit der Existenz von vier
Kurven di(w), da(u), As(w), A4(x) mit folgender Kigenschaft: Fiir alle Werte
von uel bilden die Vierecke A;jd»Aids die einparametrische Schar der

involutorischen Vierecke.

Satz 1. Die Bestimmung der geometrischen Kurven Ai(uw), A2(u), As(u), As(w)
m:s der Eigenschaft, dably fir alle Werte von w € I die Vierecke A1AsAsAs bezuglich
dcs entsprechenden Paares A1 Ay, Ao A involutorisch sind, hingt von 8 Funltionen
des Parameters w ab.

Jeweis. Die Eckpunkte des Koordinatentetraeders betrachten wir in den
entsprechenden Punkten der angefithrten geometrischen Kurven (AA,), (A.),
(-13), (44). Es gelten dann dic Relationen (10). Bei dem festen Wert des Para
meters u € [ sind auch die geometrischen Punkte A, Ao, As, .14 fest, es gilt
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dann:
(11) of =utdu, 1.k =1,2,3,4, i £1L.

Durch die duflere Differentiation der Gleichungen (11) bekommen wir folgende
Relationen.

(12) [dut + ubi(— o'+ of), du] 0,1 £k

In den Gleichungen (12) und in den weiter angefiihrten Gleichungen bedeutet
o}, oh keine Addition nach 4. bzw. k. (Unter Voraussetzung, dall nichts anderes
angefithrt ist.)

Nach den Strukturgleichungen des projektiven Raumes und nach det
Gleichungen (11) gilt dann.

Do =0 101,23, 4.

Die Formen o, sind die Differentialen der Funktionen @;, die im allgemeinen
von dem Hauptparameter ¢ und von den sekundiren Parametern abhingen.
Es gilt also:

m; = d0;.
Fiithren wir nun die Umnormung

Ay =04, 1=1,2,3,4, 0; % 0 fir uel, an.

Wenn wir mit (7),‘. die Komponenten der Bewegung des Teraeders A 1.2,
3. 4, bezeichnen, dann gilt:

o dui ;. do Q.. :
(13) @ — + )= — +dO;; & w,, vk, k1,23 4.
¢ 2 ok
Wenn wir nun g; —=e @, 7 =1, 2, 3,4, wiilhlen, dann bekommen wir nacl

(13), (11) folgende Relationen:
(14) @ =0; & —e® %l =uldu, uf e MuF, £
Nach (14), (12) gilt dann:

[duf, du] 0.

Die Funktionen uf hingen nur von dem Parameter « ab. Die differenticlle
Verriickung des Koordinatentetraeders kann nun durch folgende Gleichungen
bestimmt werden:

(15) d4¥ = wdud,, i +k, ik 1,2, 3,4 (nach k addiercn)
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Aus den Gleichungen (10), (13) folgt dann:
3 1 2 L
wuy o Uy Uy — uz — 9
Das System der Differentialgleichungen (15) fir eine unabhingige Unbekann
te w hiingt von 8 beliebigen Funktionen der Verinderlichen » ab. Man kann

nimlich die Funktionen

2 4 3 4 1 2 1 3
UL, WY, U, U, Uy, Uy, Uy, U

beliebig wihlen. Daraus und aus den Gleichungen (13) folgt die Bestimmung
der Allgemeinheit der einzelnen angefiihrten Typen der einparametrischen
Scharen von involutorischen Vierecken. In diesen Fallen ist cine oder mehiere
Funktionen

4 1 3 2
uy, Uy, Uy, Uz

m Intervall [ gleich Null.

Setzen wir weiter voraus, dafl das Koordinatentetraeder it den Eckpunkten
Ay, As. A3z, A4 schon nach dem Satze 1 umgenormt ist. Die Vierecke A, 424344
seienn fiir w e involutorisch. Wir fithren nun folgende Transformation der
Lckpunkte des Koordinatentetraeders durch:

M A edr + o1ds, Mz As — p3Ads 4 03ds,
M Ao o242 + 623 My da padr 4 oads.
Die  Eckpunkte des neuen involutorischen Koordinatentetracders seien
Ay, ds, A3, Ay, Wenn
(0104 Q40y) (0203  g302) + O

fur alle Werte von w e I gilt, dann sind die Punkte Aj, 42, A3, A4 linea

unabhéingig. In anderen Fillen, d. h., wenn fur uo € 1

e.
0104 0401 0, oder p203 — p302 0

gilt, dann zerfillt das zugehorige Viereck in eine Abszisse. Diese Fille schlilen

wir aus.

Die differenticlle Verriickung des Tetraeders 4342434 kann durch folgende
Relationen bestimmt werden:

dd; ¥4, (i, k 1,2,3,4, nach k addieren).
Es gilt dann nach (4), (10), (14)-
3 1

2 4 0
(O3} w Wy w3z — ’
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wile,0, — ewa)  ordor — oidor — [o1]20} + [0120} ,
(16) w3(0305 — 0203)  oxdoz — p2doz — [02]Pw] + [02]203
®3(0,05 — 0302) = o3dps — osdos  [03Pwd | [o,203 ,
04(0105 — 0401) — oadpa — o1doy  [04Pw] + [040; .

Aus den Gleichungen (10), (4) folgt dann:

(17a) 000U 0,05
(17b) 004Uy OL04Uy,
(17¢) 0300 0,050
(17d) 01025 — 005U -

Setzen wir voraus, dall fiir alle Werte des Parameters v e [
ub + 0, wy £+ 0, ud+0, ujF0

gilt. Die zu der gegebenen A-Schar der involutorischen Vierecke _1p.1sdy.l3
gehorigen Flichen R (¢, k) haben dann im Intervall I keine Torsalerzeugenden.

Setzen wir voraus, dall die A-Schar der involutorischen Vierecke d1d>d 343
eine Ay-Schar ist. Das kommt zum Beispicl im Falle o] 0 in Erwigung
(Jede der Formen w}, w3, wj ist nicht fiir alle betrachteten Werte der Para
meter gleich Null.) Nach (16) gilt dann:

/ >
01 o1 \?
(18) d ( widu + uydu - 0.

o1 1
Die Gleichung (18) ist die Riccatische Differentialgleichung fur die Unbekanute

. Jede ihrer Losungen bestimmt auf der Fliche £, den geometrischen Ort
01

der Kckpunkte 2377 der involutorischen Vierecke, die im allgemeinen von
Typus A, sind. Weitere Eckpunkte finden wir nach (17). (3). Ahnlich kann
man weitere Fille betrachten.

Im folgenden untersuchen wir die Bedingungen, nach welchen die Schar
der Vierecke 41424443 cine As-Schar ist. Das kommt zum Beispiel im Falle
wl 0, 0} 0 in Erwigung. (Jede der Formen o), o ist nicht fir alle
betrachteten Werte der Parameter gleich Null.) Nach (16) bekommen wir
dann:

9

01 01\ 02 ): . -
widu + wydu — 0, d — wide  wdu 0.

o1 (3} g2

B
2

~
[+

(19) d

Q
52
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Nach (17) folgt:

) 2
(20) d (U) — (91) widu 4 uldu 0,
o1 o1

2 2\ 9
01Uy 0U7\* .
d s s widu + wzdu 0.
o] oul

Die  I3-Schar der Vierecke Ad1A4sAsAs kann nur im Falle der gemeinsamen
Lésung der Riccatischen Differentialgleichungen (20) existieren. Ahnlich kann
man die anderen Fille der As-Scharen der Vierecke A4:4s5:4443 betrachten

Ahnlicherweise untersuchen wir die Moglichkeit der Existenz der 1;-Schar
der Vierecke didedsds. 18s handelt sich immer um die gemeinsame Losung
des Systems der Riceatischen Differentialgleichungen.

Satz 2. Betrachien wir die Rosenfeldschen Bilder des Geradenpaares (M1, 113)
(My, M3), die zu den gegeniiberliegcnden Seiten der involutorischen Vierecke
der I’ Schar des incolutorischen Paares P gehéren. Diese Geraden bilden einc
zweiparametrische Schar der Geraden im Kleinschen Raum Ps. Fuir den fester
Wert w  woel gehen diese Geraden durch einen festen Punkt R. Ahnlich
bilden die Rosenfeldschen Bilder der Geraden (BMs, Ms), (Ms,MM1) auch eine
et parametrische Schar. Fir w  ug € I gehen diese Geraden durch einen festen
Punkt R Die Punkte R, R liegen auf der Verbindungsgeraden der Kleinschen
Bilder S, S von Geraden s, s. Die Geraden s, s sind die Verbindungsgeraden
(fur w  wu,€l) der Quasifleknodalpunkte der Flichen 2y, Q2. Diese Verbin
dungsgeraden s, s sind keine Quasifleknodalgeraden. Die Punkte S, S, R, B haben
die haimowische Lage.

Beweis. Setzen wir voraus, dall das Koordinatentetraeder so gewdhlt ist
dal} dic Relationen (10) gelten. Fur die Quasifleknodalpunkte des Paares P
gilt dann nach (6a), (6b):

usuile * uguioy 12,
wiuilogl?  wiuglog]®
Wir bekommen leicht die Quasifleknodalpunkte des Paares
(uzud)idy + (wsui) Ay, (winl):ds + (ulul)*ds .

Die Quasiflenodalgeraden des Paares sind die Verbindungsgeraden der ange
fuhrten Punkte (fiw v wp € I) immer mit dem gleichen Vorzeichen. Betiach
ten wir die iibrigen Verbindungsgeraden der Quasifleknodalpunkte. Fur die
Ileinschen Bilder 8, 8 solcher Geraden s, s gilt dann:

2008 @) Tud(dy, ) + (g, 4)] () Tu(A, Ap) + w4 1)]
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(21b) 8 (udud)Tud(d, 4y) + wl(dy, A+ (d)[ul(dy, Ay) + ud(dy, ).
Die Geraden (M, M,) haben nach (3) folgende Bilder im Kleinschen Raum:
(22a)  Th2 — guoa(Ar. A2) + e102(A1, As) — g201(A2, As)  0102(ds, Ay) .
Ahnlich bekommen wir die Kleinschen Bilder der Geraden (M4, Ms):

(22b)  Taz — g304(Ad1, A2) F 0ao3(A1, As)  p304(As, As) — o304(As, A4) .

Bemerken wir noch, dal die Parameter g;, o , ¢ — 1, 2, 3, 4, in den Relationen
(22a), (22b) durch dic Gleichungen (17) verbunden sind.

Im Kleinschen Raum betrachten wir den Punkt
(23) R —ul(Ad , 4,) +ud(4,,4,).

Dieser Punkt liegt auf der Verbindungsgeraden der Punkte S, S (immer fir
den gleichen Wert des Parameters «). Die Rosenfeldschen Bilder des Paares
(M1, My), (My, D3) sind die Verbindungsgeraden der Punkte 712, 743 (immer
fiir den gleichen Wert des Parameters u). Jetzt finden wir die Bedingung,
unter welcher die angefilhrten Rosenfeldschen Bilder fiir den festen Wert
up € I durch den festen Punkt B gehen. Nach (22a), (22b), (23) bekommen
wir in diesem Falle:

(24a) 0102K1 + 304Kz — uy,
(24b) — 0102K1 — o30uKs  ui,
(24¢) 0102K1 + 0403K2 = 0,
(24d) — 0201K1 — g304K2 — O,

K1 = Ki(u, 05, 0¢), Ko = Ka(u,0:.0:), ¢ 1,2, 3, 4.

Die Gleichungen (24c), (24d) sind linear abhéingig. Das folgt aus den Gleichun-
gen (17b), (17d). Aus den Gleichungen (24c), (24d) bekommen wir nach (17):

4 S 2 = 3 > n 2 .= 3
(25) Ky = —no00u7  — Zogou;, Ko xp00u] — Zo,oy ,
% — n(u, 0i,0:), %=x(u,0,0;), ¢t —1,2,3,4.

Die linken Seiten der Gleichungen (24c¢), (24d) sind nach (17) in den folgenden
Fillen identisch gleich Null:

(26) o1 o2 03 04 0 ,

01 02“63:0‘4—0.



Im ersten Fall bekommen wir nach (24a), (24b):

u; . ul
K 1 , Ky — —
0102 0304

Im zweiten Falle bekommen wir
us uy
Ky — T, K —
0102 0301
In den beiden Fiillen sind T2, T3 die geometrischen Punkte (4;, As), (d3, A1)
(im zweiten Falle im umgekehrten Rinne); nach (23) liegt der Punkt E auf
threr Verbindungsgeraden. Diesen Fall betrachten wir im folgenden nicht.
Die Grofien Ki, Kz (nach (25)) kann man in die Gleichungen (24a), (24b)
cinsetzen. Mit Hilfe der Gleichungen (17) bekommt man in den beiden Fillen
folgende Relation:

o,057uil 0104 + 0401] — uy .

Daraus kann man die Grof3e x berechnen und in die Gleichungen (25) einsetzen.
Man muf} noch den Fall

— 0104 + 0401 = 0

behandeln. In diesem Falle fallen nach (3) die Punkte T2, T4s zusammen,
ihre Verbindungsgerade ist nicht definiert. Wenn wir diesen trivialen Fall
ausschlielen, dann gehen alle Verbindungsgeraden der Punkte 7"z, 743 bei
dem festen Werte des Parameters « (auch in den Fillen (26)) durch einen
festen Punkt R. Die Gleichungen (24) sind fiir K, K, immer losbar.

Ahnlich kann man berechnen, dafl fiir den festen Wert u = uge I die
Verbindungsgerade der Kleinschen Bilder von Geraden (MM, MM.y), (M3 M)
durch den festen Punkt

(27) R ui)(Au 4,) + u?(A:’ 4,)

gchen.

Nach (21a), (21b), (23), (27) haben die Punkte S, S, R, R die harmonische
Lage.

b) Wir finden nun alle involutorischen Paare der Regelflichen mit der
gegebenen reellen Quasifleknodalfliche @ und mit den auf ihr liegenden
gegebenen Quasifleknodalkurven. Die Erzeugenden p(u) der Fliche @ seien
tir keinen \Wert von u e I torsal. Setzen wir weiter voraus, dal} die auf der
Fliche @ liegenden Quasifleknodalpunkte de TPaares fiir keinen Wert von
w € I zusammenfallen. Die Koordinaten der erwihnten Quasifleknodalkurven
14(%), A3(u) seien die Funktionen des Parameters u € I der Differentialklasse C4.
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Im Raum /3 betrachten wir weiter cin Koordinatentetraeder mit den
Eckpunkten auf den Kurven A1(w), d2(u), A3(u), As(x). Nach der Voraussetzung
gilt:

(Ay. A, A;, Ay £ 0

fur alle Werte von « € I; die Striche bedeuten die Ableitungen nach «. Daraus
bekommen wir dann:
(28) A: ands + ar2ds + ﬂuA; + ﬂle:; >

A omdy - amds + A+ Bonds
wo o — o), B Pi(w), t,k— 1,2, gilt. Die Punkte A;, A2 wihlen
wir in den Tangentialebenen in den zugehérigen (d. h. fiir den gleichen
Wert des Parameters u) Punkten A4, 43. Man kann die Umnormung (siehe [4]
der Eckpunkte 41, A» so wéihlen, dafl

Ay — e1Ady + c2 A3z 4 QA;,

(29) p
Ay — c3dy - c4As 2A3

gilt. In den Gleichungen (29) ist ¢; — ¢;(w), ¢ 1,2, 3, 4, die Funktion da
Differentialklasse C2.

Wenn fir einen festen Wert uo e/ die Relation ¢z — P12 gilt, dann ist
die Gerade (As(uo), A1(up)) die asymptotische Tangente der Fliche @ im
Punkte Aa(up); wenn fiir w — upe I die Relation ¢z = f21 gilt, dann ist die
Gerade (As(uo), A2(uo)) die asymptotische Tangente der Fliche @ im Punkte
A3(u0).

Die differentielle Verriickung des Koordinatentetraeders ist durch die
Gleichungen

(30) dd;  ofA, — vfdud, (nach & addieren)

gegeben. Aus den Gleichungen (29), (30) bekommen wir dann leicht:

(31) 0 — ez + 2Bw)du, o) ez — 2Ba)du, o3  lesdu, B Leadu,
w3 = 0] — 0.

Weiter betrachten wir nur diejenigen Fliachen Q) - (41, d4), 25 — (d2. 13
die im Intervall I keine Torsalerzeugenden haben, es gilt dann-

ca(ca + 2f12) += 0, c3(ca — 2Pa1) £ 0.

Satz 3. Alle involutorischen Paare der Fldchen 01, Q2s mit der gegebe en
Quasifleknodalfliche @ und mit den gegebenen Quasifleknodallurven Ai(u), 1s(u)
bilden im allgemeinen die Menge, die von einem Parameter abhangt. Wenn die

21



Fldche £y durch die asymptotischen Tungenten der Fliche @ gebildet ist. dann
bilden die Flichen £21, 22 ein involutorisches Paar genaw in dem Falle, wcnn
As(u) die asymptotische Kurve der Fliche @ ist. Es gibt dann unendlich viele
solcher Paare.

Ein dhnlicher Satz gilt auch fiir den ¥all, daB £, durch die asymptotischen
Tangenten der Fliche @ gebildet wird

Beweis. Nach (7), (31) bekommen wir die Bedingung fir das involutorische
Paar der Flachen Qq, Q5

(32) c263  face + Prcs 2p12far 0.

Zwischen den Groflen cq, cs, die die Lage der Erzeugenden der Flachen 0y, Q,
bestimmen, besteht nach (32) eine bilineare Relation. Wenn wir eine diesci
Groflen als einc beliebige Funktion des Parameters u wéhlen, dann kann
man schon die zweite Gréfle nach (32) linear berechnen.

Betrachten wir noch folgende Fille:

) P12, c3 — Por .

Setzen wir die Gultigkeit der ersten Relation fiir alle Werte von w € 1 voraus
Dann wird die Fliche ©; durch die asy mptotischen Tangenten der Fliche @
lings der Kurve A,(u) gebildet. Die Relation (32) gilt dann nur im Falle
prz.fax 0.

I Palle p12 0 ist die Fliche £; eine Torse; diesen Fall schliefen wir aus
Im Falle 21 0 ist die Kurve As(u) die asymptotische Kurve der Fliche @
man kann dann die Grofe cz beliebig wéhlen. (Die Fliche £5 soll nach der
Voraussetzung im Intervall I keine Torsalerzeugenden haben.)

Ahnlich kann man auch den Fall ¢ P21 betrachten.

Die gleichzeitige Giltigkeit der Relationen ¢z  — f12,¢3  fa1 1m Punkte
u  up€ I ist nicht moglich; in diesem Falle gilt namlich (nach (32)) ¢z 0
oder c3 0, d. h. die Fliche £, bzw. die Fliche £, hat fiir v« %o eme lTor
salerzeugende.

Satz 4. Betrachten wir das involutorische Paar der Regelfidchen 21, £ mat
der gegebenen Quasifleknodalfliche @. Die Kurven (Aa), (ds) der Fldche @ scicn
die Quasifleknodalkurven des Paares. Setzen wir voraus, dal} die Erzeugendcn
der Flichen 021, Qs fir keinen Wert w — uo € I die asymptotischen Kurecn der
Dliche @ berithren. D sei das Doppelverhaltnis der Tangente der Kurvc (da),
der zu der Kurve (Aa) konjugierten Tangente der Flache @, der Erzeugen [ n der
Flache @ und der Erzeugenden der Fldche 21 (fir w  wuo). Weiter sev 1) das
Doppelverhdltnis der Tangente der Kurve (As), der zu der Kurve (As) kon)r guerten
Tangente der Fliche @, der Erzeugenden der Fliche Qa und der Hrzeugenden
ler Flache @ (fir w  uo) Dann gilt fir alle Werte von w € LI: D D
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Beweis. Die asymptotische Tangente der Fliche @ im Punkte A, ist
durch dic Punkte A4, pi2ds -+ 24, bestimmt; zur Tangente (4,, A;) ist
die Gerade (41, — 2p1243 + 24;) auf der Fliche @ konjugiert. Die asympto-
tische Tangente der Fliche @ im Punkte A3 ist durch die Punkte 43, 2144

2A4; bestimmt. Zur Tangente (d,, 4;) ist auf der Fliche @ die Gerade
(As, 2B2141 — 243) konjugiert. Nach (29) gilt dann fiir alle Werte von ue I
folgende Relation:

2 + 2f12
_ . .
Ahnlich gilt fiir alle Werte von u € I':
_ ¢
n — .
c3 — 2fa1

Wenn das betrachtete Paar involutorisch ist, dann und nur dann gilt nach (32)
furwel:

D D.
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