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ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ ОПЕРАЦИЙ В АЛГЕБРАХ 
ПРИ ПОМОЩИ 

ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННЫХ МНОЖЕСТВ 

ИВАН ЖЕМБЕРЫ (IVАN 2ЕМВ1ЖУ) 

Известно, что группу можно определить при помощи трех операций, 
а именно: одной бинарной операции умножения, одной нулярной опе
рации единицы и одной унарной операции обратного элемента. С другой 
стороны, группу можно определить при помощи одной бинарной операции 
умножения, обладающей тем свойством, что существует единица и для 
каждого элемента существует обратный. Эти два разных подхода опре
деления группы обуславливаются тем обстоятельством, что если любое 
отображение группы А в группу В сохраняет операцию умножения, то 
оно сохраняет и операции единицы и обратного элемента. Такими свойст
вами операций в алгебрах мы будем заниматься в этой работе. Для этого 
мы будем пользоваться отображениями между носителями алгебр, от 
которых не будем требовать сохранения всех операций. 

При помощи этих отображений мы упорядочим множество всех опе
рационных символов так, что операционный символ (у предшествует 
операционному символу ^ тогда и только тогда, когда сохранение опера
ции /<, влечет за собой сохранение операции ^у. Основным результатом 
работы является то, что для любого счетного частично упорядоченного 
множества <Х; < > , бесконечные множества которого не имеют нижнюю 
грань, существует система алгебр {<Лг-; (/^х е Х>|& е </} так, что если мы 
обозначим множество всех /Хг/х} — гомоморфизмов через Нх, то имеет 
место Нх 2 Ну тогда и только тогда, когда х ^ у. 

В работе мы будем пользоваться понятиями и обозначениями из моно

графии [1]. 

В дальнейшем мы будем рассматривать классы К алгебр определенного 
типа т = <(лго, ^1, . . ., пу, . . .> (у < о(т)). Каждому у < о(т) соответствует 
операционный символ ]у. Для каждой алгебры <Л; Ру класса К опера
ционный символ (у осуществляется как гс-арная операция ((у)п на Л и 
& = <(Го)я, (ГОи» • • • > (ГУ)Я> • • ->У<°(Г)- в дальнейшем вместо ((у)^ мы будем 
писать / у , так что Р = </ 0 ,Л, . . .,/у, . . . > у < о ( т ) . 



На множестве М(т) всех операционных символов, принадлежащих 
к типу т, определим бинарное отношение В(К) следующим образом. 
Д л я у, д < 0(т) положим {уВ(К)[д, если выполняется условие: для <Л; ^ > , 
(В; ]?у Е К отображение ср : А -> В сохраняет операцию /у тогда и только 
тогда, когда оно сохраняет операчию /д. Очевидно, В(К) является экви
валентностью, и она разбивает множество М(т) на классы эквивалент
ности. Множество этих классов обозначим через Т(К). Разные классы 
алгебр К могут дать разные разбиения на множестве М(т). Ясно, что 
В(0) = I, где I — наибольшая эквивалентность на М(т). О дальнейших 
соотношениях между К и В(К) говорят следующие две теоремы. 

Теорема 1. Если Кх с # 2 , то В(Кг) з В(К2). 

Теорема 2. Для любой эквивалентности В на множестве М(т) суще

ствует одноэлементный класс К так, что В(К) = В. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим А = М(т)/В. Д л я каждого /у е М(т) 

определим операцию / у на множестве А следующим образом: 

Л(П), Г1, . . . , Гп-х) = [Ту]В (п е А). 

Положим К = {<Л; ]?}}. Отображение <р : А -> А сохраняет операцию /,* 
тогда и только тогда, когда ([(р]Щ<р = [{р]В. Из этого вытекает утверж
дение теоремы. 

На множестве Т(К) определим бинарное отношение $ следующим обра
зом: [{у]В8[(б]К тогда и только тогда, когда из сохранения операции /д 
при произвольным отображении ср : А ->• В, где <(^4;^>, (В;!1} е А*, 
вытекает сохранение операции / у при отображении <р. Отношение ,8 явля
ется частичным упорядочением на множестве Т(К). Рефлексивность и тран
зитивность очевидны. Пусть [(у]В8[(о]Ву [(б]В8[(у]В и пусть <р — про
извольное отображение множества А в множество В, где <(Л; ^ > , (В; I1} е 
е К. Потом отображение ср сохраняет операцию / у тогда и только тогда, 
когда оно сохраняет операцию /^, следовательно [(У]В = [{д]В, и это 
доказывает антисимметричность отношения 5 . Таким образом, типу т 
и классу К алгебр типа т принадлежит частично упорядоченное множество 
Т(К). 

П р и м е р 1. В случае, когда т — <2, 0, 1> и К является классом всех 
групп, рассматриваемых с операциями умножения, единицы и обратного 
элемента, множество Т(К) содержит три одноэлементных класса, и оно 
упорядочено следующим образом: {(±} ^ {{0}, {(%} ^ {/о}, и {/!}, {^} не 
сравнимы. 

П р и м е р 2. Класс К в доказательстве Теоремы 2 дает наперед заданную 
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эквивалентность В на М(т), и частичная упорядоченность $ в этом случае 
дискретна. 

Возникает вопрос, которые частично упорядоченные множества могут 
таким образом соответствовать какому-то типу т и классу К. 

Лемма. Пусть тип х содержит натуральное число 1, (у является унар
ным операционным символом и пусть (А;!1), < # ; 1?) е К. Если отобра
жение ср : А -> В сохраняет операцию /" и т делится на п (это будем 
писать как п/т), то отображение <р сохраняет и операцию /™. Если щт, 
А = {«1, а2, . . ., ап), В = {&!, 62, . . •, Ъп), /(аг-) = а1л1 для I Ф >г, / у (а я ) = 
= ах, а^ср = Ъг для всех аг е А и /у(Ьг) = Ь$ 9АЯ всех Ъг е В, то отобра
жение ср сохраняет операцию /" гг не сохраняет операцию /™. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть п\т. Если (/"(я))*? = Гу(Х(Р) Д л я произволь

ного д;б .4, то ($™(х))(р =/у(/у""(-г)^) = . . . =Ру(х(р)- Пусть теперь л-г/и. 

Потом /;'(«,.))? = ^ = / > , ? ) , но (/?(а,.))? = а ^ = &/ * Ъ = / г

т ( Ь ; ) = 

= №?)• 
Теорема 3. Пусть Р-счетное частично упорядоченное множество, кото

рое обладает тем свойством, что никакое бесконечное подмножество мно
жества Р не содержит нижнюю грань. Потом существует тип т и класс 
К алгебр типа т так, что частично упорядоченное множество, соответ
ствующее типу г и классу К, изоморфно с Р. Существует даже такой 
класс К унарных алгебр. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Перенумеруем элементы частично упорядоченного 
множества Р (начиная с нулем) и число, соответствующее элементу х, 
обозначим через ^(x). Пусть Р(х) ^^[^^(у) + 1), где п(1) означает мгое 

х<у 

простое число. Из предположения теоремы вытекает, что это умножение 
всегда конечно. Очевидно, что Р(х)/Р(у) имеет место тогда и только тогда, 
когда у <: х. Теперь мы построим тип т и класс К. Для каждого элемента 
х е Р построим множества М(х) и Л7(#), состоящие из Р(х) элементов, 
которые обладают свойствами М(х) П N(у) = 0 для всех х,у е Р и М(х) П 
п М(у) = 0, N(x) П N(у) = 0 для х ф у. Пусть М(х) = {аг, . . ., ап). 
Для каждого х е Р определим отображение грх : М(х) -> М(х) следующим 
образом: 

( Я г + 1 Д Л Я I ф П 

\СЦ Д Л Я I = п 

Положим т = <1,1, . . ., 1, . . .> у < а , где а — наименьшее бесконечное ор
динальное число, если Р — бесконечное множество, и а = шах ^(x), 
если Р — конечное множество. Далее, положим 

К = {(М(х); I1) \хеР}и « А » ; I1) \ х е Р}. 
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Операционный символ {я{х) будет в <Л/(у); ^> осуществляться следующим 
образом: ^(Х)(а) = ау>*(л) для каждого а е М(у), а в <Х(у);Р} будет 
определен так: /<э(Х)(Ъ) = Ъ для каждого Ъ е N(2/). Теперь мы покажем, 
что частично упорядоченное множество, соответствующее типу т и классу 
/Г, изоморфно с Р. 

Если х, у е Р, у ^ х, то Р(х) / Р(у), и существует натуральное число /г-
так, что /д(2/) =/$(;,.) в каждой алгебре <Л; ^> е /Т. Ввиду леммы любое 
отображение гр : А -> В, где (А; Г}, ( / 5 ; ^ ) е Я , которое сохраняет 
операцию /д^ь сохраняет и операцию /ыУ). 

Если х, у е Р, у ^ х, то />(:*:) -Г >Р(г/), и отображение <р : Л/(#) -> У(х), 
определенное а^у = Ь% для г = 1, . . ., ^ ( # ) , где Л/(;г) = {#1, . . ., ар,*)}, 
Л7(:г) -= |&1? . ..,Ьр(я;)}, согласно лемме сохраняет операцию /#(.гь но не 
сохраняет операцию ^(У). 

Следовательно, Т(К) будет состоять из одноэлементных классов и ото
бражение % : Р -> Т(К), определенное х% = {(<э(х)}, будет изоморфизм 
между частично упорядоченными множествами Р и Т(К). Это доказы
вает теорему. 

Следующий пример показывает, что обратная теорема не имеет места. 
Множество натуральных чисел N, упорядоченное по величине, не удо
влетворяет условиям Теоремы 3 и существует тип т и класс К алгебр 
типа т так, что частично упорядоченное множество, соответствующее 
типу т и классу К, изоморфно с N. Положим т = <0, 2, 3, 4, . . . >, К = 
= {N0, N1, . . . } , где Л7г множество всех натуральных чисел с одной 
тг-арной операцией для каждого натурального числа п Ф 1, определен
ной так: 

/о(0) - О, 

/ я ( # ] , . . ., хп+1) = XI + . . . + хп+1 + т т ( т а х (в§п (х{) + . . . -р 

+ 8§п (хп+1) — 1,0), г). 

Очевидно, ЧТО 

/ я + ] ( # 1 , • •, Хп+1, 0) = /п(хг, . . ., Хп+1). 

Сначала мы покажем, что если произвольное отображение (р сохраняет 
некоторую операцию / я для п ^ 1, то оно сохраняет и операцию/ 0 . Пусть 
отображение ср сохраняет операцию Д и пусть 0(р = г. Тогда имеет место 
ъ = 0<р = (/я(0, . . ., 0))(р = /п(0<р, . . ., 0(р) = /п (*, • • •, 0 > л--'. Из этого 
вытекает 1 = 0. Теперь мы покажем, что если отображение ср сохраняет 
операцию / я + 1 , то оно сохраняет и операцию /?г . (/п(%1, . . ., ^Л-1))^ = 

= (/п+1(Ж1, • . • , Хп+1, 0 ) ) ^ = / я + з ( ^ - ^ » • • • ' Яя-цд?, 0^)=/я+1(-^19'» • • • > #я--19>, 0) = 
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= /п(%1<Р, • • • хп+г<р). Отображение <р : Nп -> Лт

0, определенное 0<р = 0У 

хер = х + 1 для 1 Ф 0, сохраняет операцию/ я , но не сохраняет операцию 
/»+1 • (/«(О, . . •, 0))? = О99 = 0 = / я(0у, . . . , Оср). 

Если некоторое ^ Ф 0, т о ( / я ( х ь . . . , хп+{)) <р = (хх + . . . + хп+\ + 
+ т т ( т а х (%т(.п) + . . . + 8§п(хя_ы) — 1, 0), п)) <р = хг + . . . + х я + 1 + 
+ 1 + т т (88п(дп) + . . . + 8$п(хп+1) — 1, ю) = хх + . . . + х я +1 + 1 + 
+ 8§п(.п) + . . . + 8ёп(а;я+1) — 1 = хх + 8§п(:п) + . . . + хп+у + 8§п(:гя+1) =• 
= хкр + . . • -*- ^ + 1 ^ = 1̂<Р + • • • + ^+]<р + т т ( т а х (8%п(х]<р) + . . . + 
+ 8§п (хп+кр) — 1,0), 0) = /п(хкр, . . .,хп+кр). 

Пусть XI ± 0 для г = 1, . . ., п + 2, тогда (/я-ы(х], . . ., хя+2))<р = (х! + 
+ • • . + Дят2 + т т ( т а х (^п(х{) + . . . + 8§п(хя + 2) — 1, 0),п))<р = хг + 
+ . . . + хп+2 + 1 + т т (8§п(аг1) + . . . + 8§п(хя + 2) — 1, п) = хг + . . . + 

+ Хп+2 + 1 + П ф X! + . . . + # я + 2 + ?г + 2 = XI + 8§П(Х1) + . . . + 

+ Хп+2 + &<гп(хп+2) = Х1<р + . . . + Хп+2<р = ХКр + . . . + Хп+2<р + П1Н1 . 

( т а х ( в ^ п ^ ) + . . . + щп(хп+2<р) — 1, 0), 0) = /п+1(хкр9 . . ., хп+2<р). 

Мы показали, что частично упорядоченное множество, соответствующее 
типу т и классу К, изоморфно с целью натуральных чисел, упорядочен
ных по величине. 
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