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EINE BEMERKUNG ZUR UBERDECKUNG DER EBENE
DURCH INKONGRUENTE KREISE

KRNEST JUCOVIC, Kozice, JAN LSO, Presoy

Gegeben sei cine Menge von Kreisen [y}, dic die Ebene iiberdecken, d. h.
ein jeder Punkt der Ebene gehort wenigstens cinem Kreis des Systems (A7 ).
Als die Dichte der Uberdeckung der Ebene durch die Kreismenge [AG) ist
dic Zahl

o YR K(r)
A = lim o
r-»00 A (,)

definiert, wo K(r) einen Kreis der IEbene mit dem Halbmesser » bedeutet.
(Fiir den Kreis und seinen Inhalt beniitzen wir dasselbe Symbol)) Gesucht
wird die minimale Dichte D(q) der Uberdeckung der Ebene durch Krcise,
deren Halbmesser aus dem abgeschlossenen Interval ;1 sind.

Fitr ¢ = 1ist die Losung dieses Problems schon Linger hekannt (s, L. Fejexs
Tath (1), J. Molndr [5] vermutet cine untere Schranke der D(g) tin alle
maogliche ¢ und gibt eine obere Schranke der D(y) fir ¢ aus dem Interval

0.18; 1> an. (8. auch L. Fejes =T6th (2] und J. Molndr A Heppes [6])
Weitere Ergebnisse stammen von A, Flovian [3]0 [4]. T der vorliegenden
Bemerkung bringen wir cine ohere Schranke der D(qg) five kleinere g als hei. Mol-
nar [5] erwithnt wird; dabei werden die itherdeckenden Kreise dreierlei Hall-
messer haben. (Bei den Uberdeckungen vou W1 Molndr haben die Kieise v ur
zwel verschiedene  Halbmesser.)

L
los gilt.

(1) Diq) - ' .

IR TR [ SRR G RS [F YO

wWo r ,
g2

fiir ¢ aus dem Interval J0,088; 0,137 und



(2) D(q) =

2 S YD 1 ¢ ‘) ' y /, )
bl )2) @2 |2).

i g aus dem Interval 0,137 0,169 .

Dice Schranke (1) wird mit Hilfe der archimedischen Mosaik (3. 12, 12)
crzielt. (N0 Abb. 1) Die Mittelpunkte der iiberdeckenden Kreise sind die In-
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kreismittelpunkte der reguliren Drei- und Zwolfecke (die tiberdeckenden Kreise
mit diesen Mittelpunkten sollen Halbmesser 1. 2 haben) und die Eckpunkte
der Mosaik (13 sei der Halbmesser dieser Kreise). Zu gegebenen ry werden
solche minimale Werte ry, 7o gewdhlt, bei denen die Ebene noch iiberdeckt

'
wird. Verschiedene ¢ erhalten wir, wenn sich rg dindert: dabei ist 4

'
Wenn ¢ im Interval £0,088; 0,137, stitig abnimmt, dann nimmt auch die

dazu gehorende Uberdeckungsdichte im Interval < 10805, . 1.0998 .. ab.
Die Schranke (2) wird auf analoge Weise mit Hilfe der archimedischen
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Mosaik (4, 8, 8) erzielt. (S. Abb. 2.) Auch hier sind die Mittelpunkte der iiber-
deckenden Kreise die Inkreismittelpunkte der reguliren Polygone und die
Lekpunkte der Mosaik. Wenn ¢ im Interval (0,137; 0,169 - abnimmt, ist dic
dazugehorende  Uberdeckungsdichte im Interval <{1,0998..; 1,1058.. ah-
nchmend.

("bersichtshalber bringen wir auf Abb. 3 eine grafische Darstellung der
oberen und unteren Schranke fiir D(q) ausJ. Molnar [5] und dieser Bemerkung.
Nie ist groBenteils [5] enthommen. (s stellt die vermutete untere, .1 die obere
Schranke dar.)
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Zu Ende sei noch bemerkt: 1. Wir haben festgestellt, dass wenn dic avchi-
medischen Mosaiken (3, 4, 6, 4), (4, 6, 12), (3, 6, 3, 6) zur Uberdc‘('kung der
Ibene auf dieselbe Weise beniitzt werden, wie wir es oben mit den Mosaiken
(3, 12, 12), (4, 8, 8) getan haben, dann werden nicht bessere Abschitzungen
erreicht wie bei J. Molndr [5] und in (1), (2).

2. Die Mosaiken (3, 12, 12), (4, 8, 8) konnen auf gewisse Art auch zur Unter-
deckung der Ebene vorteilhaft beniitzt werden. (Bei der Unterdeckung gehort
cin jeder Punkt der Ebene hochstens einem Kreis des Systems {K;}an.) Hier
hesteht das Problem darin Unterdeckungen mit maximaler Dichte zu bes-
timmen. Die bessten erzielten Unterdeckungsdichten sind 0,97618.. fiir
q - 0,0628 bei derMosaik (3, 12, 12) und 0,9569.. fiir ¢ = 0,1082 bei der Mo-
saik (4, 8, 8).
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