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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, VIII, 2 - 1958 

P O Z N Á M K A K O D V O D E N I U L A P L A C E O V E J 

R O V N I C E O P O V R C H O V O M N A P Á T l 

(Metodický príspevok) 

ŠTEFAN BÁRTA, Bratislava 

Rozdiel tlakov na rozhraní oddelujúcom dve rózne kvapaliny, alebo kva-
palinu a plyn, pri lubovolnom tvare rozhrania vyjadřuje Laplaceova rovnica 

Vl - P2 = O ^ ~ + -p" \Ií1 tf2 

kde a je povrchové napátie, p1 a p2 sú tlaky v prvom a druhom prostředí 
a i?x a R2 poloměry křivosti hlavných normálnych rezov rozhrania, počítané 
kladné na stranu, kde t lak je pY. 

Táto rovnica sa odvodzuje v učebniciach fyziky dvojakým spósobom; buď 
sa elementárnym spósobom vyjadřuje podmienka rovnováhy účinkujúcich 
sil, alebo sa používá princip virtuálnych posunutí. Domnievam sa, že obidva 
spósoby, pretože vychádzajú zo zjednodušenej geometrickéj představy a pri 
odvodzovaní sa robia ďalšie zjednodušenia, nie sú dost přesvědčivé. 

V tomto svojom příspěvku podávám odvodenie Laplaceovej rovnice po-
užívajúc poctové pravidla a vety vektorového počtu takým spósobom, ktorý 
nevyžaduje nijaké zjednodušenia. 

Na zakrivenej ploché, oddelujúcej dve kvapalné prostredia alebo kvapalinu 
a plyn, majme na mysli v sebe uzavretú čiaru (obr. 1). Na povrchovú vrstvu 
ohraničenu uzavretou čiarou, ktorej hrubka — ako vieme — je vždy velmi 
malá, úěinkujú dvojaké sily. J e to jednak sila Fx daná rozdielom tlakov po 
obidvoch stranách rozhrania, jednak sila F2 po
vrchového napátia pozdlž uzavřetej čiary v roz
hraní. 

Vyjádříme obidve sily vo vektorovom tvare. 

Fi=f(Pi-pJàS, (1) Obг. 1. 

kde dS je plošný vektor, orientovaný na tú stranu povrchu, kde pósobí tlak p2. 
Normálny jednotkový vektor súhlasne rovnoběžný s vektorom dS, teda orien
tovaný tiež do druhého prostredia, nech je n. 
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Prv ako vyjádříme druhů silu, zavedieme si tangenciálny jednotkový 
vektor r v směre dotyčnice k ohraničeniu rozhrania, orientovaný tak, že zo 
strany vektora dS vektorom r určené obiehanie ohraničenej časti rozhrania 
sa javí proti pohybu hodinových ručičiek. Potom silu F2 možno vyjádřit 
t a k t o : 

F2 = £ a ds (T x n) = a £ ds x n, (2) 

kde ds je dížkový element ohraničenia rozhrania. 
Za rovnováhy sa súčet sil pósobiacich na povrchovú vrstvu rovná nule. 

^i + F2 = O. (3) 

Aby sme křivkový integrál (b ds x n, vystupujúci vo vyjádření sily F2, 

mohli upravit pomocou Stokesovej vety na plošný integrál, budeme upravovat 
jeho skalárny súčin s 1'ubovolným konštantným vektorom o. Dostáváme 

o . £ ds x n = — £ o . (n x ds) = — £ (o x n). ds. 

Prv však ako budeme moct použit Stokesovu vetu, ktorú máme odvodenú 
pre trojrozměrné vektorové polia, musíme definovat vektor n aj v okolí roz
hrania. Urobíme to tým spósobom, že všetkým bodom tejže normály rozhrania 
přiřadíme ten istý jednotkový vektor n vo směre normály, orientovaný rovno
běžné s vektorom dS. Posledný křivkový integrál móžeme upravit potom 
t a k t o : 

o . £ ds x n = — £ (a x n) . ds = — I rot (o x n) . dS = 

= - f [a(V . n) - o . Vn] . dS = - o . \ f (V . n) dS - f Vn . dSJ . 

Pretože vektor o je 1'ubovoTný, je správná i rovnica 

j>ds x n = f Vn .dS - f (V . n) dS = - J (V . n) dS, 

f Vn . dS = f (Vn . n) dS = 0. 

lebo 

O poslednom našom tvrdení sa móžeme přesvědčit použitím identity platnej 
pre dva Tubovolhé vektory u a v, V(u . v) = (Vu) . v + (Vv) . u, a ak volíme 
u = v = n, dostaneme O = Vn . n. 

Použitím získaných výsledkov silu F2 móžeme vyjádřit v tvare plošného 
integrálu 

F2=-oj O7 . n ) d S . (2a) 
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Spojením výsledkov (1), (2a) a (3) dostáváme rovnicu 

/ (Pí - P*) dS - af {V . n) dS = O. 

Pretože sme ohraničenie časti povrchu zvolili lubovolne, vyplývá z nej : 

Pi-P2 = o(V . n). (4) 

Výraz V . n upravíme použitím vhodné zvoleného pravotočivého súradnico-
vého systému. Jeho počiatok nech je v niektorom bode rozhrania. Směr osi Z 
nech je rovnoběžný so smerom vektora n. Osi I a 7 s ú potom v tangenciálně) 
rovině. Roviny XZ a YZ přetínájú rozhranie v dvoch normálnych rezoch. 
Móžeme potom písať: 

dn . dn . , dn . dn . dn . 
V ' n = 'dx'l + Jy ' , + ^ ' k = ^'l+Jy''> 

lebo v našom případe -7— = O. 
oz 

Z definície normálnej křivosti 
AT d n 

d8 ? 

kde n je jednotkový vektor vo směre normály a r tangenciálny jednotkový 

vektor v směre normálneho řezu, vyplývá, ž e ^ — • / = N[]e křivost normál-
(J %c дn_ 

дy 
neho řezu v rovině XZ a 77^ . / = N!z křivost normálneho řezu v rovině YZ, 

takže 
V n = N[ + N'2. (5) 

Z diferenciálnej geometrie ploch je však známe, že súčet křivostí dvoch 
na seba kolmých rezov je konštantný a rovná sa súčtu maximálnej normálovej 
křivosti Nx a minimálnej normálovej křivosti N2 plochy. Rozdiel tlakov po 
obidvoch stranách rozhrania, podlá výsledkov (4) a (5), je preto aj 

Pi - Pz = o(N[ + N't) = a(Nt + N2) = ff|-i. + -Lj, 

kde Rx a R2 sú poloměry hlavných normálových křivostí, počítané kladné n a 
stranu rozhrania, kde t lak je px. Rovnica 

ft-ft = ff(i + i) (6) 

je známa rovnica Laplaceova. 
V závěre ďakujem akademikovi D. Ilkovičovi za rady a pripomienky, ktoré 

mi poskytol pri písaní příspěvku. 
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Došlo 22. 1. 1958. 
Katedra fyziky Slovenskej vysokej školy technické) 

v Bratislavě 
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