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MATEMATICKO-FYZIKALNY ČASOPIS SAV, VIII, 2 - 1958 

POZNÁMKY K TEORII MIERY A INTEGRÁLU 

LADISLAV M I Š Í K , Bratislava 

V tejto práci sú štyri poznámky k teorii miery a integrálu. Z nich prvé 
dve sa vzťahujú na integračně metody a druhé dve sa týkajú vzťahov miery 
a integrálu. 

Pomenovania: okruh, miera, vonkajšia miera, vnútorná miera, (X, R)-me~ 
ratelnosť atď. používáme v tomto článku v zmysle [5]. Ak / a g sú dve funkcie, 
OÍ je reálné číslo, tak súčet tých funkcií budeme označovat / + g, súčin čísla ťx 
a funkcie / zas ocf, absolutnu hodnotu funkcie / znakom | / |. Znakom 0 budeme 
niekedy označovať funkciu v každom bode svojho oboru definície rovnu nule, 
inokedy zas číslo nula; z textu čitatel' 1'ahko pozná, čo znak 0 v tom-ktorom 
případe znamená. Ak A je nějaká podmnožina množiny X, bude XA značit 
charakteristickú funkciu množiny A. 

Nech X je nějaká neprázdná množina, nech R je množinový okruh pod
množin množiny X a /L je miera na R. Potom trojicu (X, R, /M) budeme na
zývat priestorom miery. Ak v trojici (X, R, JU) je R množinovým cr-okruhom, 
vtedy hovoříme o cr-priestore miery. (V [5] sa náš a-priestor miery nazývá 
priestorom miery.) Ak priestor miery (X, R, /u) má vlastnost: že A € R, BCA, 
ju(A) = 0, tak je aj B € R; hovoříme o ňom, že je úplný. 

Nech X je nějaká neprázdná množina. Nech F je vektorový svaz reálných 
funkcií definovaných na X, t. j . pre F p la t í : 

1. pre x € X, / € F je — co < f(x) < co; 
2. ak je f č F a a, reálné číslo, je af č F; 
3. ak je fl7f2e F, je aj fx + f2ZF\ 
4. ak je f £F, je aj \f\€F. 
Nech I je reálna homogénna, aditívna, nezáporná a v 0 monotónně zhora 

spojitá funkcionála definovaná na F, t . j . pre / platí : 
I . pre f £ F je — co < /(/) < co; 

I I . pre f €F a a, reálné číslo je I(ocf) = ocl(f); 
III. pre f,,f2eF je I(fx + f2) = I(h) + I(f2); 
IV. pre feF je I(\f\)^ 0; 

V. pre každé nerastúcu postupnost {/J!T=i funkcií z F konvergujúcu k 0 
platí lim I(fn) = 0. 

n-»00 

Trojicu (X, F, I) budeme nazývat priestorom Daniellovho integrálu, alebo 
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krátko priestorom D-integrálu (v [3] funkcia / nazývá sa I-integrálom). Ak 
pre priestor (X, F, I) D-integrálu plat í : 

VI. limita kazdej takej neklesajúcej postupnosti {fn}n-\ funkcii z F, pre ktorú 
je postupnost {/(/J}n=i ohraničená, je z F, 
hovoříme, že ten priestor D-integrálu je cr-priestorom D-integrálu. Nech pre 
priestor (X, F, I) D-integrálu platí : 

VII. ak je f€F, \g\ ^ | / | , / ( | / | ) = 0, vtedy je g€F a hovoříme, ze je 
úplný. 

Nech (X1,R1,fi1) a (X2,R2,^2) sú dva priestory miery. Nech X1 = X2, 
Rx C R2 a pre každé A € Rx je fi^A) = /u2(A). Potom priestor miery (X2, R2, fi2) 
nazýváme rozšířením priestoru miery (X1,R1,/i1). Nech (X1,Fl,I1) a (X2, 
F2, I2) sú dva priestory D-integrálu. Nech je Xt = X2, F1 CF2 a Ix(f) = I2(f) 
pre každé / € F1. Potom priestor (X2, F2% I2) D-integrálu nazýváme rozšířením 
priestorvi (X1,F1,I1) D-integrálu. 

Je známe, že ku každému priestoru (X,F0,I0) D-integrálu existuje taký 
priestor (X, F, I) D-integrálu, ktorý je jeho najmenším úplným o*-rozšírením, 
t. j . (X, F, I) je úplný o--priestor D-integrálu, je rozšířením (X, F0, I0) a každé 
rozšírenie priestoru (X,F0,'I0) D-integrálu, ktoré je súčasne úplným cr-prie
storom D-integrálu, je rozšířením (X,F,I) (napr. [2], [3], [4], [7], [8], [10], 
[11], [13]). Dókaz existencie takého priestoru D-integrálu sa robí jeho kon-
štrukciou róznymi integračnými metodami. Táto prvá poznámka sa bude 
týkat právě integračnej metody F. Riesza ([10] a [11]). 

F. Riesz ([11], str. 132 — 134) vychádza z priestoru (X, C0, I0) D-integrálu. 
Množinu N C X nazývá nulovou, ak existuje neklesajúca postupnost {/„}„-= i 
funkcií z C0 taká, že postupnost {I0(fn)}n-i j e ohraničená a pre každé x € N 
je postupnost {/„(#)}„=! divergentná. Postupnost {/n}*_i konverguje na X 
skoro všade k funkcii / vtedy a len vtedy, ak množina bodov x € X, pre ktoré 
buď neexistuje \imfn(x), alebo neplatí rovnost lim fn(x) = f(x), je nulovou 

n—>oo n—>oo 

množinou. 
Nech Ci je nasledujúci systém reálných funkcií definovaných na X : / € C1 

vtedy a len vtedy, keď existuje neklesajúca postupnost {/Jn-i funkcií z C0 

konvergujúca na X skoro všade k /, pri ktorej postupnost {/0(/n)}n i je ohra
ničená. Pre každú funkciu / € Cx definuje sa jednoznačné Ix(f) tak, že Ix(f) = 
= lim I0(fn), ak {/;l}n-i J e postupnost z predchádzajúcej vety. Pomocou mno-

n—>oo 

žiny C\ definujeme C2 t ak to : / G C2 vtedy a len vtedy, keď existujú f1 a /2 G C^ 
také, že / = fx — f2. Pomocou Jx definujeme na G2 funkciu I2 : I%(f) = /i(/i) — 
— /i(/2)> a k je / = /i — /2, pHčom je fl9 f2 € C\. Potom je (X, C2, I2) priestorom 
D-integrálu, ktorý je najmenším úplným a-rozšírením (X, C0, /0)-

V predchádzajňcom odseku opísanú Rieszovu metodu móžeme modifikovat 
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napr. tak, že v nej vóbec nemusíme zavádzať pojem nulových množin. Defi
nujme C[ t a k t o : / € C[ vtedy a len vtedy, keď existuje neklesajúca postupnost 
{/n)n=i funkcií z C0, pre ktorú {/0(/J}n=i J e ohraničená a pre ktorú platí 
f(x) = lim fn(x) pre každé x € X, pre ktoré existuje limita na právej straně. 

n—•oo 

Podobné ako v predchádzajúcom odseku nech je / € C2 vtedy a len vtedy, 
keď existujú také dve funkcie fx, /2 £ C[, že platí f = f± — f2. Funkciu 70 možno 
rozšíriť na 1'2, ktorá je definovaná na C 2 tak, že (X, C 2 , I2) je priestor D-inte-
grálu. 

Priestor (X, C2, L2) D-integrálu zhoduje sa s priestorom (X, C 2,1 2) D-integrálu, 
t. j . C2 = C2 a 72 = 7 2 . 

Poznamenajme přitom, že vždy platí C[CC1, zatial co Cx == C[ nemusí vždy 
platiť [napr. C[ nemusí mať vždy vlastnost: /1? /2 £ Cí => min (/-_, /2) € Cí, ale 
C1 má vždy vlastnost: / l 5 /2 € Cx => min (/1? /2) € CJ. Preto je ihned zřejmé, 
zeje C2C C2. 

Pre dókaz platnosti vzťahu C2 C C2 stačí zistiť platnost C1 C C 2 , pretože 
rozdiel lubovolných dvoch funkcií z C2 je zas funkcia z C 2 . Zdefinícií Cx a Cí 
vyplývá: ku každej funkcii / € Cx existuje taká funkcia / € C[ a taká funkcia r/, 
že platí / = / + g a funkcia r/ má hodnoty rózne od nuly jediné na nejakej 
nulovej množině N. K množině N existuje taká neklesajúca postupnost 
{/Jn=i funkcií z C 0, že {I0(fn)} ™=i j e ohraničená a iV je podmnožinou 
množiny bodov divergencie postupnosti { fn }*--i- V Cí existuje teda funkcia A, 
pre ktorú platí A(o;) = lim fn(x) pre každé x € X, pre ktoré existuje limita na 

n-*oo 

právej s/trane. Ale pre každé x € l , pre ktoré existuje lim fn(x), platí aj rov-
n->oo 

nosť h(x) + gr(o;) = l im/ n (x); čiže je aj h + g € Cí. Z toho vyplývá, že je 

g € C2. Keďže je však / € C2 a g € C2, je aj / = / + g € C2 ; čiže platí C1CC2. 
Aj v [10] sa F. Riesz zaoberá už opísanou metodou, ale ukazuje, akú úlohu 

v nej hrajú nulové množiny. Nahraďme v uvedenej metodě množinu Cx 

množinou C[, ktorú definujeme t a k t o : / € C'[ vtedy a len vtedy, keď existuje 
neklesajúca konvergentná postupnost {fn}n=i funkcií z C0, ktorej limita 
je /, pričom postupnost {I0(fn)}n=i j e ohraničená. Množinu C"2 definujeme 
zas ako množinu všetkých rozdielov dvoch funkcií z C[. Funkciu I0 defino
vánu na C0 móžeme t a k rozšíriť na funkciu I2 definovánu na C 2 , že (X, C2, l"2) 
je priestorom D-integrálu. Ale priestor (X, C2,1"2) nemusí byť ešte cr-prie-
storom D-integrálu. Pre získanie najmenšieho c-rozšírenia je potřebné tento 
proces znova a znova opakovat. Konvergencia skoro všade, ako ukazuje 
F. Riesz, umožňuje nám urychlit utvorenie najmenšieho c-rozšírenia. V tomto 
urychlení prejavuje sa právě význam nulových množin. 

Tento význam nulových množin sa stratí, ak trocha pozměníme C 0 . Nech 
je C0 vektorový svaz reálných funkcií v širšom zmysle definovaných na X, 
t . j . pre C0 platí 1., 2., 3., 4., kde 1. znie: pre x € X, f € C0 je — co 5g f(x) ^ co. 
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Přitom súčtom fx -f- /2 rozumieme každú funkciu g, pre ktorú platí g(x) = 
= fi(x) + fÁx) pre každé x € X, pre ktoré pravá strana má zmysel. Nech 
{fn)n=i j e taká postupnost, ktorá v každom x€X má buď vlastnú, alebo 
nevlastnil limitu, vtedy lim fn je t á funkcia v širšom zmysle definovaná na X, 

n—>oo 

ktorá v každom x€X má hodnotu rovnu limfn(x). Ak teraz v úvahách 
n->oo 

predchádzajúceho odseku rozumieme C0 v tu uvedenom zmysle a ak lim fn 
n—>oo 

rozumieme v tu uvedenom zmysle, tak už (X, C\,l"^) je najmenším <x-rozšírením 
(X, C0, I0). Teda v tomto případe konvergencia skoro všade nijako nemóže 
zrychlit utvorenie najmenšieho c/-rozšíren.ia. 

Nech (X, R, ju) je priestor miery. Nech je / € F0 vtedy a len vtedy, keď 
existuje konečné mnoho takýchnavzájom disjunktných množinE l 9 . . .,EneRy 

že je IJÍ(EX) < co, . . ., ju(En) < co a konečné mnoho čísel oc1, . . ., ocn, že platí 
n n 

f = 2 oc^E. • P r e tu to funkciu feF0 definujeme I0(f) = >̂ oc^^Ei). J e známe ([9], 

str. 201 —206), že (X,F0,I0) je priestor D-integrálu. Tento priestor D-inte-
grálu, t. j . (X,F0,10), budeme nazývat priestorom D-integrálu indukovaným 
priestorom miery (X, R, ju). 

V teorii integrálu sú známe integračně metody v případe, že priestor D-inte
grálu je indukovaný cr-priestorom miery (X, R, ju), pričom je X € R. Vzniká 
otázka, či možno použit tieto metody na získanie najmenšieho rr-priestoru 
D-integrálu nad daným priestorom D-integrálu, a to aj v tom případe, že 
je úplné 1'ubovol'ný priestor D-integrálu. V tejto poznámke ukážeme na jednej 
takej integračnej metóde, že ju nemóžeme použit pre lubovolný priestor 
D-integrálu. 

Nech (X,F0,I0) je priestor D-integrálu. Nech M je taký vektorový svaz. 
reálných funkcií definovaných na X, ktorý je najmenším Bairovým systémom 
nad F0, t. j . 

I. F0CM; 
I I . pre n = l, 2, 3, . . . je fn € M, nech existuje lim fn, potom je lim fn € M;, 

n->oo n—>co 

I I I . ak M je vektorový svaz s vlastnosiami: F0 C M, fn € M pre n = 1, 2, 3, . . . 
a existuje lim f x, tak je lim fn€ M, vtedy je MCM. 

n—>oo n—>oo 

Nech (X,F0, I0) je priestor D-integrálu, ktorý je indukovaný cr-priestorom 
miery (X, R, JU), v ktorom je X £ R. J e známe, že v takomto případe možno 
použit integračnú metodu, ktorú opíšeme (napr. [12], str. 19 a nasl.). Nech 
je f€F+ vtedy a len vtedy, keď je / ^ 0, / € M a sup {I0(J): O^J^f, 
JeF0}<oo. Na F+ definujme funkciu I+ t ak to : f£F+=>I+(f) = 
= sup { I0(f) : 0 ^ / ^ /, / € F0 } . Nech je / 6 F vtedy a len vtedy, keď je 
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/+ = max (/, 0) G F+ a / - == —min (/, 0) € F+ a vtedy klaďme !(/) == /+(/+) — 
— / + (/~). Potom (X, F, I) je najmenšie cr-rozšírenie priestoru (X, F0, I0) 
D-integrálu. 

V případe, že (X,F0,I0) nie je priestorom D-integrálu indukovaného 
cr-priestorom miery (X, R, //), v ktorom okrem toho platí X € R, nemusí tá to 
integračná metoda, pomocou ktorej sa dostáváme z (X,F0,I0) k (X,F,I), 
dávať cr-priestor D-integrálu. Například nech X je nějaká nespočetná mno
žina, F0 nech je množina všetkých funkcií, ktoré sú rovné konstantě na X 
okrem konečnej množiny. Lahko sa vidí, že F0 je vektorový svaz reálných 
funkcií definovaných na X. Nech pre / € F0 je f(x) = k pre x € X — K, kde K 
je konečná podmnožina množiny X. Potom definujme I0(f) = k. Zrejme 
je I0 reálna homogénna, nezáporná funkcionála na F0. Nech {/J*= 1 je 
nerastúca postupnost funkcií z F0 konvergujúca k funkcii 0. Nech je fn(x) = k L 

pre x € X — Kx a fn(x) 4= kx pre a; € K%, pričom Kn je nějaká konečná pod
množina množiny X. Potom postupnost {&„}n=i zrejme konverguje k 0, 
t . j . lim 70(/J = l i m &* = 0. Teda (X, F0, I0) je priestor D-integrálu. Nech M 

n—>oo n—>oo 

je taký vektorový svaz funkcií definovaných na X, ktorý je najmenší Bairov 
systém nad F0. Nech F a I sú definované pomocou F0 a 70, ako v predchádza-
júcom odseku. Potom (X, F, I) nie je cr-priestorom D-integrálu. 

Toto tvrdenie dostáváme t a k t o : nech A je spočetná podmnožina množiny X 
a nech { K}(^_,1 je neklesajúca postupnost konečných množin konvergujúca 
k A. Potom je XX_A€F, I(XX_A) = 0, Xx_Kn eF0CFaI(Xx_Kn) = I0(Xx_Kn) = 
= 1 pre n = 1, 2, 3, . . . Postupnost { —%x-Kn )n=i j e neklesajúca postupnost 
funkcií z F0 konvergujúca k —%X-A a postupnost {/(—• %x-Kn) }w=-i Je ohrani
čená. Keby totiž (X,F,I) bol cr-priestorom D-integrálu, muselo by plat i t : 
0 = I(—Xx-A) = lim I(-%X-Kn) == — 1 ; éo je spor. 

n—>oo 

Z příkladu, ktorý sme právě uviedli, je zřejmé, že integračná metoda opísaná 
v tejto poznámke nedává nám vždy možnost rozšířit priestor D-integrálu 
(X,F0,T0) na najmenší cr-priestor D-integrálu. Ale predsa móžeme tuto 
integračnú metodu niekedy použit aj na priestor D-integrálu, ktorý nie je 
indukovaný cr-priestorom miery (X, R, /.*), pričom je X £ R. Platí totiž: 

Nech (X, F0, I0) je priestor D-integrálu. Nech M je taký vektorový svaz funkcií 
definovaných na X, ktorý je naj menší Bairov systém nad F0. Nech (X,F0, I0) 
má vlastnost': 

Ak je r] > 0, / > 0, fčF0 a {ftl)n^i tuhá postupnost nezáporných funkcií 
co 

z M, pre ktorú platí >̂ f;i <̂  f tak existuje taká postupnost { fn }^() nezáporných 
n = i 

00 

funkcií z F0, pre ktorú platí: Jn ___ f L pre n = 1, 2, 3, . . ., J0___ J — _? f^ 
n = l 

00 

a ž Io(fn) > h(f) — ?7- Potom (X, F, I) je najmenšie a-rozšírenie (X, F0, I0). 
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Každý priestor D-integrálu (X,F0,I0) indukovaný a-priestorom miery 
(X, R, JU), kde R je s vlastnosťou u A = X, má vlastnost z tej vety. Toto 

AeR 
dokážeme t a k t o : 

Nech je ri > 0, JeF0, J^ 0, pre n = 1, 2, 3, . . . je fneM, fn^0 a 
00 

Množina M je v tomto případe množina všetkých (X, /ř)-meratel'ných 
00 

funkcií definovaných na X. Teda funkcie fn, pre n = 1, 2, 3, . . ., a / — 2 /» 
n = = i 

sú nezáporné (X, /ř)-meratel'né funkcie, a teda pre n = O, 1, 2, 3, . . . existuje 
neklesajúca postupnost {/.a. }*=1 nezáporných funkcií z F0 konvergujúca 

00 

k funkcii fn pre r& = 1, 2, 3, . /'. a k funkcii / — 2 /» P r e ^ = °- Keďže je 
_ _ n = = 1 — 
/»,& -^ / P r e n = O, 1, 2,3, . . . a k = 1, 2, 3, . . . existujú limity: lim I0(fn,k) 

k-+co 

pře w = 0, 1, 2, 3 , . . . Nech i je lubovolné prirodzené číslo a (5 > 0. Potom 
i i __ 

existujú také prirodzené čísla kx,k2, ...,&,., že je 2 hiín.kn) > ^Hrn I0(fn k) — ó, 
n = 0 n = 0 £->oo 

/ i i 

Zřejmé je y /".^ ^ / a teda platí 2 l i m Io(L/,) — d < 2 Io(/n.*„) = 
n = 0 n = 0 />->oo n = 0 

í 

= !o( 2 7 *,) ^ --V/)- z toho vyplývá, že pre každé prirodzené číslo i 
n = 0 

i 00 _ 

platí : 2 lim /„(f,,.) ^ /„(/). Teda platí aj £ l i r a -VA..*) ^ -*<>(/)• 
n = 0 /:->oo n = 0 A:—>oo 

n 

Nech pre n = 1, 2, 3, . . . je tpn = 2 A- », potom pre n = 1, 2, 3, . . . je 
1 = 0 

yrt ^ O, cpn e F0, cpn < <pn+x ^ 7 N e c h je a? € X a e > 0. P o t o m ex i s tu j e 
co 

1. K0, že pre k ^ K0 je /^(a,) > f(x) - £ /,.(») ~ 4 ; 2" K*> Ž e p r e * ~ Kl 

n = l " 
00 

je 2 íj(x) < i ; 3. ^ 2 , že pre k ^ / í 2 a w = 1, 2, . . ., / í x je 7n,*(s) > fn(x) -
j=k a 

n 

- -£=r . Nech je n ^ max (K0,KX,K2). Potom platí wn(k) = 2 7,.,(^) > f(x) ~ 

oo Ki ~ co 

- 2 f i ( * ) - i + I f Á x ) - Í = 7 ( * ) - i e - 2 / , ( * ) > / ( * ) - e . Z tejto-
7 = 1 3 / = 1 __ ** 7 = ^ i + l 

úvahy vidieť, že lim <pn = fm Z toho, že / 0 je v O monotónně zhora spojitá 
n->°° 

funkcionála na F0, vyplývá, že platí /„(/) = lim I0(<pn). Okrem toho plat í : 
n—>oo 

n _ n n __ oo^ __ 

lim I0(<pn) = lim /0( 2 /.-,*) = lim 2 / 0(7, J -á lim 2 h m / 0 ( / ^ ) ^ 2 lim/0(/n i i f c). 
n->oo w->oo i - = 0 n-»ooi = 0 n-»oo i = 0 Ar->ao n - 0 « - > c o 
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Na základe posledného výsledku predchádzajúceho odseku a na základe ne-
oo _ _ oo 

rovnosti I0(f) ^ 2 l i m h(fn,k) vyplývá rovnosť 7Q(/) == 2 l i m Io(f,i,k)-
n = 0 k-too n = 0 k->cc 

oo 

Z rovnosti I0(f) = 2 ^mh(fn}k) orejme vyplývá existencia takej postup
n á k-+cc 

00 

nosti (fn,kn}ň-i funkcií z F0, že platí 2 Io(7».*„) > Io(7) - V- A k kladieme 
n==0 

h==Lkn, tak je splněné to to : O ^ /n ^ /„ pre n = 1, 2, 3, . . ., O ^ 7o ^ 7 ~ 
00 00 

— 2 /*• /» € i^0 pre w -= 1, 2, 3, . . . a 2 ^o(/J > ^o(/T — V, go bolo třeba do-
71=1 n = O 

kázať. 
Ukážeme ešte na příklade existenciu takého priestoru D-integrálu, ktorý 

nie je indukovaný cr-priestorom miery a má vlastnost z dokázanej vety. 
Nech X je spočítatelná množina {a1,a2, . . ., an, . . .}, nech F0 je množina 
všetkých tých funkcií definovaných na X, ktorých hodnota sa vždy rovná 

00 1 
nule, okrem nějakého konečného počtu prvkovz X, anech/ 0 (/) = 2 ~^~f(an) 

n=l Z*1 

pre / € F0. Potom sa 1'ahko zistí, že (X, F0, I0) je priestor D-integrálu, ktorý má 
vlastnost z dokázanej vety a ktorý je indukovaný priestorom miery (X, K, /u), 
v ktorom K je systém všetkých konečných podmnožin množiny X a fi(K) = 

* 1 
= 2 ~K7XAan) P r e K € K. Přitom (X,F0,I0) nie jo indukovaný žiadnym 

n=i -v K 

cr-priestorom miery. 
3 

Nech (X, F, I) je (úplný) cr-priestor D-integrálu. Nech existuje taký prie
stor miery (X,R,JU), že (X,F,I) je najmenším (úplným) cr-rozšírením 
(X, F0, I0), pričom (X,F0, I0) je priestor D-integrálu indukovaný priestorom 
miery (X, R, JU). Potom budeme hovoriť, že (úplný) cr-priestor (X,F,I) 
D-integrálu patří k priestoru miery (X, R, //). Niekedy sa stane, že ten istý 
(úplný) cr-priestor D-integrálu patří k dvom róznym priestorom miery. Potom 
tieto priestory miery sú v istom vzájomnom vzťahu. Ale platí aj obrátene: Ak 
dva priestory miery sú v takom vzájomnom vzťahu, tak k nim patriace úplné 
cr-priestory D-integrálu sú rovnaké. Ak ide o cr-priestory miery, platí toto 
tvrdenie: 

Nech (X,F1,I1) je úplný a-priestor D-integrálu, ktorý patří k a-priestoru 
mieru (X,R1,/u1) a (X,F2,I2) je úplný a-priestor D-integrálu, ktorý patři 
k a-priestoru miery (X, £2 , / /2) . Potom (X, Fl9 Ix) = (X, F2, I2) vtedy a len 
vtedy, ked ku každému AeRl9 ^(A) < oo, existuje Bx a B2€ R2 také, ze platí 
BXCAC B2afi2(B1) = fH(A) = /J2(B2) a obrátene ku každému BeR2, fi2(B)<oo, 
existuje Ax a A2 € R1 také, že platí AxCBCA2a ^(AJ = /u2(B) = fh(A)-

Medzi všetkými priestormi miery, ku ktorým patří ten istý úplný cr-priestor 
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(X,F,I) D-integrálu, existuje najváčší, a to v tomto zmysle: Ak (X,Ř,/LI) 
je ten najváčší priestor miery a (X, R, /u) je lubovoihý priestor miery, ku 
ktorému tiež patří (X, JF, I), potom je RCŘ a pre A € R je JU(A) = JLÍ(A). 
Možno zistiť aj to, že R= {A : ACX, f£F=>fXAeF}, co je c-algebra 
(pozři 4.1.1 a 4.1.2). Nech R a /u sú definované t a k t o : R je najmenší cr-okruh 
n a d okruhom R0 všetkých tých množin A € R, ktorých miera JU(A) je konečná 
a fji je rozšírenie miery /LC branej len na R0. Potom pre mieru /a plat í : Ak pre 
A € R existujú dve množiny Bx, B2€R také, že je BXCACB2 a /i(Bt) = 
= /u(B2), kladieme /u(A) = ^(B^; v každom inom případe kladieme /u(A) = co 
pre A e Ř. 

V poznámke 2 sme hovořili o priestore D-integrálu indukovanom prie
storom miery. Ale aj obrátene: ku každému priestoru D-integrálu móžeme 
priradiť priestory miery, ktoré istým spósobom súvisia s tým priestorom 
D-integrálu. Od tohto priradenia móžeme napr. požadovat, aby splňovalo 
tuto podmienku: Ak (X, F, I) je priestor D-integrálu indukovaný nějakým 
priestorom miery, tak (X, F, I) je indukovaný aj tým priestorom miery, 
ktorý sme mu přiřadili, a ak (X, F, I) je a-priestor D-integrálu, ktorý patří 
k nějakému priestoru miery, vtedy (X, F, I) patří aj k priestoru miery, ktorý 
priraďujeme k (X, F, I). Takéto rózne spósoby pre případ, že (X, F, I) je 
úplný a-priestor D-integrálu, podali už P. J . Danieli ([3]), F . Riesz ([11]), 
J . Mařík ([7], [8]) a H. Stone ([14]). 

Ak (X,F,I) je úplný cr-priestor D-integrála a ACX, tak jul(A) = 
= inf { /(/) : XA <: /. / 6 F} je vonkajšia miera na systéme všetkých pod
množin množiny X (napr. [14]). T. H. Hildebrandt ([6]) metody, ako úplnému 
a-priestoru (X, F, I) D-integrálu priradiť priestor miery (X, R, ju), zhrňuje 
na tieto t r i : (a) množina AjezR vtedy a len vtedy, keď XA jezF ([3], [11], [7], [8]). 
Tento systém možno rozšíriť o ďalšie meratelné množiny s mierou rovnou oo; 
(b) A je z R vtedy a len vtedy, keď XA je merateíná v zmysle Stoneho, t. j . ak 
max {min (XA, hx), min (XA, h2), min (hl9 h2)} je z F pre každé dve funkcie hx 

a h2zF ([14]); (c) A jez R vtedy a len vtedy, keď A je f/2-meratelná. Vo všetkých 
troch prípadoch funkciu /u definujeme tak, že je ju(A) = /ul(A) pre A £ R. 

Metody definície R uvedené pod (a), (b) spočívajú na nasledujúcich dvoch 
vlastnostiach úplného cr-priestoru (X, F, I) D-integrálu, ktorý patří k úplnému 
<T-priestoru miery (X, S, v) : a') A je z S a v(A) < co vtedy a len vtedy, keď 
je XA z F; b') A £ S vtedy a len vtedy, keď XA je (X, S)-meratel'ná funkcia. 

Ale pre definíciu R móžeme použiť aj tuto vlastnost úplného r/-priestoru 
(X,F,I) D-integrálu patriaceho k priestoru miery (X,S,v): ak je A € S, 
potom je fXA € F pre každé f čF. V tejto poznámke použijeme právě tuto 
vlastnost pre definíciu R. Úvahy budeme robiť podrobnejšie, pretože sa budeme 
v tejto poznámke zaoberať vzťahom toho priradeného priestoru miery k prie-
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storu D-integrálu a přitom nebudeme vo všeobecnosti pre tento priestor 
D-intregálu požadovat, aby bol úplným cr-priestorom D-integrálu. 

4.1. Nech (X,F,I) je priestor D-integrálu. Nech M je systém všetkých 
tých podmnožin A množiny X, pre ktoré platí fXA e F pre každé / € F. Nech 

pre A e M je fh(A) = sup {/(/) : 0 < / < XA, / € F7} a ^ ( 4 ) = inf { 2 / ( / J : 
n = l 

00 

X A ^ 2 L, L =1 O a /„ € T pre n = 1, 2, 3, . . . }. 
n = i 

4.1.1. (X, M, //i) a (X, M, /u2) sú priestory miery. 
D ó k a z . Zrejme sú 0 a X z M. Z rovnosti / ^ * = f — fXA platnej pre lubo-

voínú množinu A a 1'ubovol'nú funkciu / vyplývá, že je A € M => A* £ M. 
Nech A a i? sú z M, potom z rovnosti / ^ u # = max (f+XA, f+XB) — max (f~XA, 
/~^5) vyplývá, že aj i u B je z M. M je teda algebra. 

Zrejme je fh(A) ^ O a ^(^4) ̂  O pre každé i 6 M a ju±(0) = O ^2(0) == 0. 
Nech {An}nssl je postupnost navzájom disjunktných množin z /W a nech 

00 00 00 

U ̂  je tiež z M, Ak je ju± ( u . 4 J = co, resp. JU2( u An) = oo, tak zrejme 
n = l n = l n = l 

00 00 

2 0 0 >T-A. 0 0 c o 

/u^AJ^/u^ u AJ, resp. 2, fh(An) ^ M u AJ. Nech je ̂  u AJ < oo, 
n = l n = l n = l n = l n = l 
n je lubovolné prirodzené číslo a e > 0. Nech O ^ / ^ I ^ , fk^F pre 

n n 

i = 1,2, . . . , w sú také funkcie, že platí 2 . % ( ^ ) — e < 2'^í/*)- Potom zo 
* = i &=i 

n n 

vztahu 2 fk^XVAn vyplývá, že je 2 /(/*) =S /̂ i( U 4 n ) . Teda platí aj ^ ( u . 4 J ̂  
k=l n = l k=l n = l n = l 

n oo 

2 'V~A co oo 

faiAt); z čoho vyplývá nerovnost 2, /^i(^n)^^i( U ^4J.Nechje//2( u^4J<oo 
&=1 n = l n = l n = l 

00 
a e > 0. Potom existuje postupnost {/JJii- že je £ 5 ^ n ^ 2 /i> ° ^ fi, fi € F 

n = l i = l 
00 00 00 

2 0 0 ^ — S -v —\ 

I(fi) < n%( u AJ + «. Z nerovností: 2 Á ^ w ^ 2, /< 
i = l n = l í = l i = l a tf^ == X v An . ̂ n <J 2 / í ^ n P r e w == 1, 2, 3, . . . dostáváme nerovnost: 

n = l i = l 
oo oo oo oo k oo 

2 to(An) ^ 2 2 W ^ ) = 2 lim 2 /(/.*„„) ̂  2 HU) < VÁ U A J + e. 
n = l w = l i = l ť-=l &—>oo n = l ? = 1 n = l 

00 
00 .*rp 

Teda platí aj JU2( U An) ^> 2, M^n)-
n = l n = l 

oo oo 

Nech je /ux( u An) = oo, resp. fh( u 4̂ J < co, a e > 0. Potom existuje 
n = l n = l 

1 ^ 
funkcia/€E, O^f^S An a - < / ( / ) , resp. ^ ( u AJ - £ < / ( / ) . { V / v . },°°, 

n = i 
je neklesajúca postupnost funkcií z F7 konvergujúca k funkcii /, teda je 
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i WXA.)=Kf),ako t o vyp }ýv a z v l a s tnos t i v-Zre jme ie °=fX A» = *-•a t e d a 
n = l oo 

oo °° °° A NT 

je -< / ( / ) = 2 WA*)< 1 rt*»), resP- / ^ A J ~ £ < / ( / ) ^ ^ ( A J -
£ n = l w = = l 

oo 

Teda vždy platí M u A„) ^ 2 A-ií-4")' 
n = 1 w = 1 

00 

Eahko sa dokáže i to, že platí fi2( ^ An) ^ 2 fh(A«)• 
n = l «==1 

Z toho vyplývá, že (X, M, /h) a (X, M, //2) sú priestory miery. 
Zrejme vždy platí /^(A) ^ fi2(A) pre A € M. Ak je ^ € M a J^ € F, vtedy 

platí ^ ( 4 ) = fi2(A). Priestory miery (X, M, fi±) a (X, M, /j2) budeme nazývat 
priestormi miery indukovanými priestorom (X, F, I) D-integrálu. Neskór uvi
díme, že priestor miery (X, M, ^ ) nevyhovuje vždy nasej požiadavke zo 
začiatku poznámky 4. Ale ten priestor miery (X, M, /ix) nemá ani taký vztah 
k priestoru D-integrálu, ako má (X, M, /i2). 

4.1.2. Nech (X, F, I) je a-priestor D-integrálu, potom (X, M,/^) a (X, M, JU2) 
sú a-priestory miery. 

D ó k a z . Aby sme dokázali, že (X, M, /ix) a (X, M, /i2) sú cr-priestory miery, 
stačí dokázat toto tvrdenie: Nech {An}^t je neklesajúca postupnost mno
žin z M, vtedy aj A = u An je z M. Nech je / ̂  O a / € F, potom postupnost 

71 = 1 

{/^Jn=i Je neklesajúca postupnost funkcií z F, ktorá konverguje k funkcii 
fXA. Ďalej je 7 ( / ^ n ) < /(/) pre n = 1, 2, 3, . . . Z toho vyplývá, že je fXA 

z F. Z toho 1'ahko vidieť, že je gXA = g+XA — g~XA z F7 pre každé g €F. 
Teda je A € M. 

Eahko sa zistí, že je //2(^4) = inf {/(/) : XA <L f, f €F} pre každé A € My 

ak (X, F7, 7) je o--priestorom D-integrálu. 

4.1.3. Nech (X, F, I) je a-priestor D-integrálu a (X, M, /*-_) a (X, M, JU2) 
sú ním indukované priestory miery. Nech je A č M a nech existuje f čF, ze f je 
(X, M)-meratelná funkcia a A = {x : f(x) > 1}. Potom je XA eF. 

D ó k a z . Nech {#n}£Li Je prostá postupnost reálných čísel hustá v <1, oo) 
a nech je oc± = 1 a ťx„ > 1 pre n = 2, 3, . . . Pre w, == 1, 2, 3, . . . nech 
1 = oé^ < oé^ < . . < ťxin)je prvých n členov tej postupnosti usporiadaných 
podlá velkosti. Položme A\n) = {x : oc{n) < f(x) < oc^}, pričom kladieme 

1 
^' 

F. Postupnost {/n}*„i, kde je fn = Y-^-fXA(n) pre n = 1, 2, 3, . . ., je 
í = i 

nerastúca postupnost konvergujúca k XA. Keďže (X,F,I) je c-priestor 
D-integrálu, je XA € F. 

ix(n\ = °°- Množiny ^4(n)sú podlá předpokladu z M, a teda funkcie —^r . fX/n) 

sú z 
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4.1 A. a-priestor (X, F, I) D-integrálu je úplný vtedy a len vtedy, ked (X, M, ju2) 
je úplný a-priestor miery. 

D ó k a z . Nech je (X, M, fi2) úplný or-priestor miery a nech je / € F, I( \ f | ) == 0 
a 0^g^\f\. Nech A = {x : | f(x) \ > 0} a h e F, h^O. Potom {h — 
— (h — n\ f |)+}^=i je neklesajúca postupnost funkcií z F, ktorá konverguje 
k funkcii hXA, a postupnost {I(h — (h — n\f |)+)}n=i ]e zrejme ohraničená. 
Keďže (X, F, I) je cr-priestor D-integrálu, je hXA € F. Z toho vyplývá, že je 
A € M. Nech je k € F. Postupnost {(kXA — n \ f |)+}n=i je nerastúca po
stupnost funkcií z F konvergujúca k 0, cize je lim I((kXA — n\ / |)+) = 0. 

n-»oo 

Z toho vyplývá, že I(kXA) = 0, a teda aj //2(^) = 0. Z úplnosti cr-priestoru 
miery (X, M, ju2) vyplývá, že g a | / | sú (X, M)-meratelné funkcie. 

Nech {txjn-i Je prostá postupnost reálných čísel hustá v <0, oo) taká, 
že je ^ = 0 a * n > 0 pre n = 2,3,4, ... Nech 0 = <%<-"> < a{

2
n) < . . . < «%> 

je prvých T6 členov tej postupnosti usporiadaných podlá velkosti. Nech je 
AW = {x : ^ < g(x) < at?^}, pričom a<í+i klaďme oo. Zrejme je A\n) = {x : 

~~oo - \f(x) I XA\H) (x) ^ 1} , pričom je fXA(n) 6 F a fX/m j e (X, /W)-merateiná funkcia. 
<xi 

Teda podlá 4.1.3 je XA(n)eF pre každé i a n. Postupnost {gn}%=1, kde je 
n 

gn = 2^£n)^4(-w) P r e n = !? 2> 3> • > Je neklesajúca postupnost funkcií z F7 

konvergujúca k funkcii g. Ďalej je I(gn) = 0 pre w = 1, 2, 3, . . . Z toho vy
plývá, že je g € F7 a /(£/) = 0. Teda (X, F7, I) je úplný. 

Nech (X,F,I) je úplný cr-priestor D-integrálu. Nech je AeM, BCA 
a /u2(A) = 0. Existuje / € F7, že je £,, ^ / a /(/) = 0. Nech je g € F7 a g ^ 0. 
Potom {(g^ —• nf)~]}n i je nerastúca postupnost funkcií z F7 konvergujúca 
k 0, a teda je lim I((gXA — nf)+) = 0. Z toho vyplývá, že je 0 <: I(gXA) < 

)l->CO 

5g lim I(nf) = 0. Z tohto a nerovnosti 0 < gXB < gXA vyplývá, že je gXB € F. 
?2-»00 

Z toho už lahko dostaneme, že je B € M a fi2(B) = 0. 
V tejto vete nemóžeme nahradit cr-priestor miery (X, M, /u2) cr-priestorom 

miery (X, M, /^) , ako ukazuje následujúci příklad: Nech X je 1'ubovoTná 
nekonečná množina a / nezáporná, noohraničená funkcia definovaná na X. 
Nech F je množina všetkých reálných násobkov funkcie / a I(kf) = k, kde k 
je reálné číslo. Zrejme je (X,F,I) úplný cr-piiestor D-integrálu. Nech je 
A = { x : f(x) > 0 }, potom A je nekonečná množina. Množina A je zrejme 
z M, pretože je kfXA = kf pre každé reálné číslo k. Dalej je zřejmé, že pre žiadnu 
neprázdnu pravú podmnožinu B množiny A neplatí kfXB 6 F, ak je k =j= 0. 
Teda ]e: A e M & 0 ^= B C A, B #= A => BeM. Pretože však je ^(A) = 0, 
nie je (X, M, fix) úplný. 

Z dókazu tejto vety vidiet, že pre priestor miery (X, M, juj platí len t á t o 
veta: Nech (X,M,fi1) je úplný a-priestor miery indukovaný a-priestorom 
(X, F, I) D-integrálu, vtedy (X, F, I) je úplný. 
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4.1.5. Nech (X, F, I) je a-priestor D-integrálu, potom JLI*(A) = inf {/(/) : 
/ € F. X A <^ /} pre AC X je vonkajšou mierou na systéme všetkých podmnožin, 
množiny X. Ak je fi*(A) < oo, lahko sa zistí, že existuje taká funkcia / € F, 
že je XA^ f a fit (A) = I(f). Pre /^-meratelné množiny platí tá to veta: 

Nech (X, F, I) je úplný a-priestor U-integrálu, potom AC X je /u*-meratelná 
množina vtedy a len vtedy, ked je A € M. 

D ó k a z . Nech j e i e / W a BCX. Ak je L/f(-5) = co, tak platí /i*(B) = 

= ,u*(B n A) + JU*(B — A). Ak je /i*(B) < oo, vtedy existuje f € F také, 
že je XB <: / a fi*(B) = I(f). Funkcie /Z ^ a / — /Z^ sú z F7 a platí pre ne: 
XBVÍA -Si fXA^XB-A ^f-fXA-Z t o h o vyplývá, že platí ^J ( 5 n .4) + / 4 ( £ - .4) ^ 
-=" /(/^A) + 7 ( / ~~ /^A) = 7( /) = / 4 ( s ) ' T e d a Je ^ / 4 - m e r a t e i n a množina. 

Nech je A /tf-meratelná množina a nech B je taká podmnožina množiny X, 
že je ft*(B) < co. Potom existuju také t r i nezáporné funkcie f, g, h z F, že 
platí : Xfí < f, XBnA < g, XB_A <h^I(f) = M*(B) = p*(B n A) + p*(B - A) = 
= I(g) + I(h). Z toho vyplývá, že je I(g + h) = I(f) < I (max (g, h)) rg I(g + 
+ h), čiže je I(g + h) = I (max (g, h)) a I (min (g, h)) = 0. 

Nech je / ^ 0, / € F. Nech pre k = 0, 1, 2, 3, . . . a n = 0, 1, 2, 3, . . . je 

AV=\x : ^ ^ f(x) < k~^\ Potom pre n = 0, 1, 2, 3, . . . jep*( uA^) á 

< 7(2"/) < oo. Teda podlá predchádzajúceho odseku existuju také dve 

postupnosti {gjn-o a {A-}"-o funkcií z E, že pre TO = 0, 1, 2, 3, . . . platí 

X(SA<p)nAégn,X(SAF)-A^K,l*t((yiAín))nA) = I(gJ 

= I(hn) a I (m i n (9n,K)) = °- N e c h pre fc = 1, 2, 3, . . . a n = 0, 1, 2, 3, . . . 

sú ^ n ) a hf také funkcie z E, že platí : ^ W n ^ < ^ n ) , Z ^ ) ^ < 1 « , 

l4 (Ai») n i ) = 7 ( ^ n ) ) ' ^ ( ^ - -<-) = W ) - Klaďme pre TO = 0, 1, 2, 3,. . ., 

k = 1, 2, 3, . • • 9Ín) = m i n (9Ín) + -h 9») a 4 n ) = m i n (Aln), "f" • f, X)- Zřej

mé pre TO = 0, 1, 2, 3, . . . a £ = 1, 2, 3, . . . platí ^ - ) n i l < j/jp, X/«)_A < ^»>), 

/ { | ( i W n A) = 7 tó n > ) ' !*? (^in) - A) = W ) a * ( m i n (án\ hf)) = 0 pre 

i = 1 2 3 • • • a ? = L 2, 3, . . . Pre TO = 0, 1, 2, 3, . . . postupnosti 

{<p(ňti a {vW-i' k d e j e ^ n ) = m a x ( ^ r ^ n ) ' •••> r̂žl*i)) a ^ n ) = m a x 

k \ 
/_L £<»> . — ^ Ž / J S1^ neklesajúce postupnosti funkcií z F7, pre ktoré 
\ 2n l ' * ' 
platí /(yř>) ^ 7(/) a 7 ( ^ n ) ) = 7 W p r e * = !> 2, 3, . . . Teda funkcie 
/Y — lim o?ín) & K = l i m ^in ) P r e ^ = 0,1, 2, 3, . . . sú z F a platí pre ne 
</tt — l i m T * ^ . ^ 0 0 

0 < ^ T , ^ 0 ^ hn ^ /. Pre fc = 1, 2, 3, . . . a w = 0, 1, 2, 3, . . . platí min 
" = gn = / 
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(9Ín\ VÍn)) šS £ 2 min \±.fr\ L hf), a teda je aj I (min (.?£»>, y>D) - 0. 

Z toho vyplýva/že platí 7 (min (gn, K)) = l i m 1 ( m i n (,l^)> ^ = ° p r 6 

£->oo 

n = 0, 1, 2, 3, . . . . Ďalej platí I(gn) + I(hn) = I (max (gH, hH)) + I (min (flr„, 
•*»)) ^ I(/) P r e n = 0, 1, 2, 3, . . . ; čiže je aj lim inf I(gn) ^ /(/) — h m sup 

n->co n-->co 

I(hn). Funkcie lim inf gn a lim sup ^ s ú z F a platí pre ne J (lim inf gn) ^ lim 
n-^co n->co n - > ° ° n " > 0 ° 

inf J ( ? J ^ I(f) - lim sup J(fcJ ^ J(/) - J (lim sup hn) = J (/ - lim sup AJ. 
n—>oo n->co n—>co 

Zo vztahu lim inf gn^ fXA^ f — lim sup hn dostáváme nerovnost J (lim inf 
n->co n->co n->co 

gn) ^ J(/ — lim sup hn). Teda platí aj J (lim inf r/J = I(f — lim sup hn). Z ne-
n—>co n—>co n—>co 

rovnosti 0 ^ lim inf gn — /#^ <̂  lim inf gn + lim sup hn — f a z rovnosti J (lim 
n—>co n—>co n—>co n—>oo 

inf ^ + lim sup &„— /) = 0 vyplývá, že funkcia lim inf </„ — / ^ je z J\ Teda 
n—>co n—>oo 

je aj fXA £ F. Z tohto už zrejme vidieť, že množina A je z M. 

Z tejto vety a z tvrdenia (15) z [14] vyplývá, že každá množina merateiná 
v zmysle (a) a (b) uvádzanom u Hildebrandta je z M. Ďalej z tejto vety 
vyplývá, že množina je merateiná v zmysle (c) uvádzanom u Hildebrandta 
vtedy a len vtedy, keď je z M. Pravda, všetky tu uvádzané výroky sú správné 
jediné pre úplné cr-priestory D-integrálu. 

Ak (X, F, I) je priestor D-integrálu, tak funkcia fi^(A) = sup {I(f) : / £ F, 
0 ^ / ^ XA} pre A C X je vnútornou mierou definovanou na systéme všetkých 
podmnožin množiny X. Na příklade z 4.1.4 možno zistiť, že ju^ nemusí byt 
vnútornou mierou indukovanou mierou fi2 a fx% nemusí byť vonkajšou mierou 
indukovanou mierou //1# O rovnosti priestorov (X, M, /LJ a (X, M, fi2) v pří
pade, že (X,F, I) je úplný a-priestor D-integrálu, platí táto veta: 

Nech (X, F, I) je úplný a-priestor D-integrálu, potom (X, M, fix) = (X, M, fi2) 
vtedy a len vtedy, keď pre každé A € M, fi^A) < oo je XA £ F. 

D ó k a z . Nech pre každé AeM, f<A(A) < oo je XA € F. Nech je BeM. 

Potom je hudfi^B) = 00, alebo fi^B) < 00. V prvom případe je aj /u2(B) = oo, 
a teda fix(B) = /u2(B). V druhom případe je fi±(B) = I(XB) = fi2(B). Teda 
(X, M, fh) = (X, M, H,2). 

Nech (X, M, /ix) = (X, M, fi2) a nech je A € M a fi^A) < 00. Potom existujú 
funkcie / a g z F, že je 0 <̂  / < XA <J g a //i(-4) = J(/) a ju2(A) = J(r/). Ďalej 
je 0 <: XA — f <^ g — f a, I(g — f) = 0; z coho vyplývá, že je XA — feF. Teda 
j e a j XAeF. 

V tejto vete nemóžeme podmienku^4 £ M, f^(^4) < 00 => XA € F nahradit pod-
mienkou A čM, /u2(A) < 00 => XA € F. Dá sa to zistiť na nasledujúcom příklade: 

Nech {an}nal je nějaká prostá postupnost a X x nech je nějaká neprázdná 
množina, ktorá neobsahuje žiadny člen tej postupnosti. Nech X je súcet mno-
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žiny X± a množiny, ktorá je množina členov tej postupnosti. Nech/ 7 je množina 
všetkých tých funkcií definovaných na X, ktoré sú všade rovné nule okrem 

konečného počtu členov tej postupnosti. Nech je /(/) = Z, ~^h~f(an) P r e f € F. 
n = l -"* 

Potom (X, F, I) je priestor D-integrálu. Eahko sa zistí, že pre najmenšie úplné 
(T-rozšírenie priestoru (X, F, I) D-integrálu platí A G M, fa(A) < oo -=> XA e F, 
kde (X, M, fa) a (X, M, fa) sú priestory miery indukované tým najmenším 
úplným (T-rozšírením. Přitom (X, M, fa) 4= (X, M, fa), pretože je fa(X) = 
= 1 =4= fa(X) = 00. 

4.1.6. Keďže ju* je vonkajšia miera narr-algebre všetkých podmnožin mno
žiny X, móžeme sa zaoberat otázkou, akú vlastnost musí mat okruh množin, 
aby táto funkcia brata na ňom bola mierou. Všetky takéto okruhy majú 
istú vlastnost vzhladom na ten priestor D-integrálu. Za tým účelom zaveďme 
pojem /-oddělitelných množin: Nech (X,F,I) je a-priestor D-integrálu. 
Potom disjunktně množiny i a £ nazýváme /-oddělitelnými, ak buď 
XAUB = / = > / ̂  F, alebo existujú také dve funkcie / a g z F, že je XA fg /, 
XB^g a / (min (/, g)) = 0. 

Nech (X, F, I) je a-priestor D-integrálu. Nech R je okruh podmnožin mno
žiny X. Potom nutná a postacujúca podmienka pre to, aby JU* na R bola miera, 
je, aby každé dve disjunktně množiny z R boli I-oddělitelnými. 

Do k a z . Nech ju* je na R mierou a nech i a í s ú dve disjunktně množiny 
z R. Ak je jii*(A u B) = 00, potom pre každú funkciu / s vlastnosťou %AUB -S-. / 
je / € F. Ak je /u*(A u B) < 00, existujú zrejme také dve funkcie g a h 
z F, že je XA <: g, XB^h a JU*(A) = I(g), /u*(B) = I(h). Ďalej musí platit 
0 ^ / (min (g, h)) = I(g + h) - I(m&x(g,h) = i4(A) + i4(B) - I(m&x(g,h)) ^ 
<̂  JU*(A) + JU*(B) — ju*(A u 5 ) = 0. Teda je / (min (g, h)) = 0 a množiny 4 

8b B sú /-oddělitelné. 
Nech R je taký okruh podmnožin množiny X, ktorého každé dve disjunktně 

množiny sú /-oddělitelné. Eahko vidieť, že pre dókaz tvrdenia, že /u* je n a R 
miera, stačí dokázat to to : ak {An}n=x je postupnost navzájom disjunktných 

00 

množin z R, pre ktoré je u An z R, tak platí /u*( u An) ^ 2 /4(4.n). 
n = l n = l n = l 

Ak je / f̂( u 4 J = 00, vtedy tá nerovnost zrejme platí. Nech je teda 
n = l 

JU*( u An) < co. Množiny u A{ a -4 n + 1 sú /-oddělitelné, a pretomusia existovat 

také dve funkcie / a g z Z7, že je X £ ^ / a Z, ^ r/, /(/) = /4( U 4 , ) , % ) = 
i = l " _ r x i = l 

//2*(A„+1) a I (min (/, gr)) - 0. Nech jeh€F,h^ Xn^A.. a /4{nu At) = I(A) 
w-ł-1 
u . 

i = l * ѓ = l 
n + 1 

Potom platí :/4( u AJ = I(h) ^ / (max (min (/, h), min (gr, h))) = / (min (/, h))+ 
= 1 
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+ / (min (g, h)) -1 (min (min (/, h), min (g, h))) = /4( «-» A ) +/**(A«+i)- P r e t o 

i=l 
n 

pre každé prirodzené číslo n plat í : 2 /4(-4t) ^ /4 ( U -4^). Z toho vyplývá, zeje 
?;=i í = i 

n oo 

JK*( 3 A„) ^ //*( u Ať) ^ 2 ^ ( A , ) pre » = 1, 2, 3, . . . a teda aj /*%( U A„)^ 
n = l ?; = 1 í = i n = l 

00 

^2/«?(-4„). 
n = 

4.2.1. Nech (X,F, I) je priestor D-integrálu indukovaný priestorom miery 
(X, /?, //). Potom priestor D-integrálu indukovaný priestorom miery (X, M, fa), 
resp. priestor D-integrálu indukovaný priestorom miery (X, M, fa), je roz
šířením (X, F, I). Toto vyplývá z tej skutočnosti, že pre každé A € R, pre 
ktoré platí ju(A) < oo, je A € M a //2(-4) = ^i(-4) = M^4) = I(%A)- ^ O roz-
šírenie nemusí byť rovné (X,F,I), t . j . móže byť efektivně váčšie, ako sa 
to lahko dá ukázať na příklade (X, F, I) z 4.1.5. Ak priestor (X, F, I) 
D-integrálu je indukovaný c-priestorom miery (X, R, /j), tak sa priestor D-inte
grálu indukovaný (X, M, fa) zhoduje s (X, F, I). Toto neplatí pre (X, M, fa). Ak 
totiž vyjdeme z najmenšieho úplného cr-rozšírenia z příkladu z 4.1.5, móžeme 
lahko ukázať, že priestor D-integrálu indukovaný (X, M, fa) je skutočným 
rozšířením toho najmenšieho úplného cr-rozšírenia. 

4.2.2. Nech (X, F, I) je a-priestor D-integrálu, pre ktorý platí: f€F=> 
=> min (/, 1) € F. Nech je A C X a XA G F, potom je AeM. 

D ó k a z . Nech (p(ux, . . . , un) je 1'ubovolná spojitá nezáporná konečná funkcia 
definovaná na w-rozmernom euklidovskom priestore a nech je (p(0, . . . , 0) = 0. 
Potom je známe ([1], str. 178), že existuje taká neklesajúca postupnost 
{?>.%(%> • • • J un)}^i nezáporných funkcií konvergujúca všade k funkcii 
<p(ul9 . . ., un), pri ktorej každá funkcia (p^fa, . . ., un) patří do najmenšieho 
vektorového svazu H funkcií s vlastnosťami: 

a) funkcie ul7 . . ., un sú z H; 
b) pre každú funkciu n Z H je aj min (n, 1) z H. J e zřejmé, že pre lubovolné 

funkcie fl9 ...,fn z F je aj <pk(fl9 ...,fn) z F, a ak fl9 ...,fn a funkcia 
<p(fa, .. ., un) sú také, že existuje h čF, pre ktoré platí <p(fl9 . , ., fn) <̂  h, je 
^j 9>(/i, - . . / J A 

Nech je 4 C X, ^ € F7 a / 2> 0, / € F7. Potom volme funkciu c/?^, w2) = 
= | ̂  . u21. Platí | / ^ | = fXA <: /. Z toho vyplývá, že /£^ je z F7. Eahko sa 
už dokáže, že je A € M. 

4.2.3. ÍVecA (X, F, I) je a-priestor D-integrálu. Potom každá funkcia f € F 

je (X, M)-meratelná vtedy a len vtedy, ked platí: f € F => min (/, 1)6 JF.1 

D ó k a z . Nech platí : / € F => min (/, 1) € F7 a nech ]e g čF, g^ 0. Nech je 
a > 0 a A = {x : g(x) > a}. Potom postupnost {<7n}n°!!i- kde je gn = n . 

1 Ak (X, F, I) je úplný a-priestor D-integrálu, je to tvrdenie v (17) z [14]. 
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' [ ^ ^ ^ " ( ^ T i y ^ ' 1 ) ~ m i n ( f ' - ) ] P ~ » = - .2 .3, . . .Jeneklesajúca 

postupnost funkcií z F, konverguje k XA a gn ̂  — pre n = 1, 2, 3, . . . .Z toho 
a 

vyplývá, že je XA € J7. Podlá 4.2.2. je A € Af. Ďalej je zřejmé, že aj {a: : £/(#) > 0} 
je z Af. Teda je g (X, /W)-merateIná. Z toho ihned vyplývá (X, Af )-meratel'nosť 
lubovolnej funkcie z F. 

Druhá časť vety vyplývá z 4.1.3 a z rovnosti min (/, 1) = (/ -— fXA) + ^ , 
kde je / <E F7 a A = {o; : /(re) ^ 1}. 

4.2.4. NecA (X, F, I) je a-priestor 1)-integrálu. Potom (X, F, I) patří k ně
jakému priestoru miery vtedy a len vtedy, keď preň platí: f € F => min (/, 1) € F. 
V tomto případe (X, F, I) patří aj k (X, M, /J,2). 

D ó k a z . Je známe, že keď (X, F, I) patří k priestoru miery, tak preň platí : 
/ GF7 => min (/, 1) €F. Na základe tohto je zřejmé, že pre dókaz nasej vety 
stačí dokázat, že každý a-priestor (X, F, I) D-integrálu splňujúci podmienku: 
f čF => min (/, 1) € F, patří k (X, Af, /u2). Toto dokážeme t a k t o : 

Nech je AčM a JU2(A) < oo. Potom existuje g€F také, že je XA < g 
a /u2(A) = I(g). Z rovnosti XA = min (gXA, 1) vyplývá, že je XA € F a fi2(A) = 
~ I(%A)- Z tohto ihned vyplývá, že každá jednoduchá (X, M, /^2)-integrova-
telná funkcia na X, t. j . funkcia c^XAl + . . . + cnXA kde cl9 . . ., cn sú reálné 
čísla a Ax, . . ,AneM, fi^AJ < oo, . . ., /u2(An) < oo, je z F a platí I(cxXAl + 
+ • • • + cnXA) = f (cxXAl + . . . + cnXA) d[i2. Z toho, že (X,F, I) je cr-priestor 

x 
D-integrálu a že každá nezáporná (X, Af, /^2)-integrovateIná funkcia na X je 
limitou nejakej neklesajúcej postupnosti nezáporných jednoduchých (X, Af, 
/j2)-integrovateIných funkcií na X, lahko sa odvodí, že každá (X, Af, /^2)-inte-
grovatelná funkcia g na X je z F a platí pre ň u : I(g) = j g d/u2. 

x 
Nech je / € F a / ^ 0. Nech {^J^x je taká prostá postupnost reálných 

čísel, ktorá je hustá v < 0, oo), (xx = 0 a ocn > 0 pre n = 2, 3, 4, . . . . Nech 
0 = Oqn) < oc{zl) < . . . < ťx(n) je prvých n členov tej postupnosti usporiadaných 
podlá velkosti. Nech pre n = 1, 2, 3, . . . a k = 1, 2, 3, . . . je Ak

n) = {x : xk
n) < 

< /(a?) < <%£+-_}, pričom nech je (x^íi = oo. Podlá 4.2.3 je Ak
n) € M pre každé k a n, 

a teda je aj #^(n) GF7 pre každé k &n. Postupnost {/rt}w=i, kde je /„ = 2 ^kl)XA(n) 
k A r = l & 

pre w = 1, 2, 3, . . ., je neklesajúca postupnost jednoduchých (X, Af, /f2)-inte-

grovatelných funkcií na X konvergujúca k funkcii /. Postupnosti {J/,* d/i2} n°° ̂  
x 

a {/(/n)}n°li sú totožné a ohraničené. Z toho vyplývá, že / je (X, Af, /i2)-inte-
grovatelná na X a plat í : /(/) == / / d/u2. Tým je veta dokázaná. 

x 
Na najmenšom úplnom rr-rozšírení priestoru (X, F, I) D-integrálu z příkladu 

4.1.5 sa lahko zistí, že vo vete nemóžeme (X,M,/u2) nahradit (X, M,^). 
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Poznamená jme nakoniee, že velmi dóležitým problémom je t u nasledujúci 
problém: Či existuje k lubovolnému priestoru (X, F, I) D-integrálu taký 
a-priestor D-integrálu, ktorý patří k nějakému priestoru miery a ktorý je 
rozšířením (X, F, I), Na tento problém myslí aj H. Stone v [14] na konci 
článku. 

4.3. V případe, že pre úplný cr-priestor D-integrálu platí / £ F => min (/, 1) € Fy 

je známe, že platí aj f%A€F pre každé fčF a, A meratelnú množinu; co 
umožňuje definovat neurčitý integrál. V žiadnom z prípadov zo známých 
meratelností podlá (a), (b) a (c) u Hildebrandta nie je známe, či aj v případe 
neplatnosti podmienky: / €F •=> min (/, 1) € F je fXA € F pre každú / G í a i 

meratelnú množinu. Na základe poznámky v 4.1.5 je zřejmé z definície M, 
že aj v tomto případe to platí. Teda pre každú / € F móžeme definovat ne

určitý D-integrál IA(f), kde je A čM, na X t a k t o : IA(f) = I(fXA). Ako sa dá 
lahko zistit, je IA(f) or-aditívnou funkciou a absolutné spojitou vzhladom 
na JU2 .1A(f) nemusí byť absolutné spojitou funkciou vzhladom na jul9 co sa 
dá zistit na příklade z 4.1.4. 
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З А М Е Т К И К Т Е О Р И И М Е Р Ы И И Н Т Е Г Р А Л А 

ЛАДИСЛАВ МИ ШИК 

Выводы 

(Х,Я,/и) мы называем пространством (^-пространством) меры, если Я—кольцо (^-кольцо) 
подмножеств множества X и /и мера на Я. (Х,Е,1) мы называем пространством В-ин-
теграла, если Е векторная структура вещественных функций, определенных на X, и 
^вещественный однородный, адитивный, неотрицательный и в О монотонный сверху 
непрерывный функционал на Е. 

с-пространством В-интеграла мы называем такое пространство В-интеграла (X, Е, I), 
которое имеет следующее свойство: предел каждой такой неубывающей последователь
ности {/л}*=-1 функций из Е, для которой {1(}п)}п=\ ограниченный, принадлежит Е. 
Пространство В-интеграла (Х,1Р,1) называется полным, если имеет место: / € ^ | д | ^ | / |, 
1(!/|) = 0 = > д$Е. 

(Х2 Я2 /л2) называется расширением (х^^/и^, если Х х = Х2, Яг С Я2

 и ^(А) = /и2(А) 
для Ае&г. (Х2,Е2,12) называется расширением (Х1,Е111), если Хг = Х2, Е± С &2 

и11(!) = 12(!)Лля!еЕ1. 

1 

Первое замечание касается метода рисса ([10], [И]) о расширении пространства В-итт-
теграла (ХЪЕ0,10) на минимальное полное о*-расширение (Х,Е, I), т. е. (Х,Е, I) является 
полным пространством В-интеграла, который является расширением (X, Е0, 10) и рас
ширением которого является всякое полное ^-пространство В-интеграла, который 
является расширением (X, Е0,10). В методе рисса ([11], стр. 132—134) понятие множества 
меры нуль возможно исключить следующим образом: пусть (^ множество всех функ
ций /, для которых существует неубывающая! последовательность {(п}п=\ функций из 
Е0, где {10 (/>4)}п=1 ограниченый, и таких, что 1(х) = Н т }п(х) для всякого х € X, для 

П—>оо 

которого существует П т 1п(х). Множество всех разделов функций из Сх обозначим-I7. 
тг-»со 

Функцию 10 возможно однозначно расширить на I так, что (Х,Е, I) есть пространство 
В-интеграла. (X, I*7, I) является этим минимальным полным ^-расширением (X, Е0,10). 

n 

Пусть (X, Я, /л) пространство меры. Пусть^ 0 множество всех функций / = У ос^ХЕ{, 
г = 1 

где осх, . . ., псл числа, ХЕ . . . ,2^ характеристические функции множеств Е х , . . ., Е д , из Я, 
п п 

для которых ц(Ег) < оо, ...,/л(Еп) < оо. Пусть /„(/) = ^ осщ (Еь) ,для/ = ^ос1ХЕ.^Е0. 
г = 1 г = 1 

(Х,Е0,10) есть пространство В-интеграла, порождепое пространством меры (X, Я, [л). 
Пусть (X, Ех, 1г) пространство В-интеграла. Пусть М «акая векторная структура 

функций, определенных на X, которая является минимальной системой Бэра н а д ^ . 
Пусть Е+ множество всех тех неотрицательных функций из М, для которых 
вир {1Х(]) : 0 < / <̂  /, / € Ег} < оо. Мы определим на Е+ функцию 1+ следующим 
образом: для I €Е+ есть /+(/) = вир {^(/) : 0 ^ { ^ {, ^€ Ех}. Пусть Е множество 
всех таких функций /, что / + = шах (/, 0) 6 Е+ и /- = — пип (/, 0) 6 Е+, положим /(/) = 
= ^ ( / + ) - I1 (/"), если / €Е. Известно [12], что (X, Е, I) является минимальным о-рас-
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тлирением (Х,л?1, 1Х), если (X, ]?1,11)— пространство О-интеграла, порожденое каким 
нибудь сг-пространством меры (X, к, /л), где X € Л. 

Пример во второй заметке показывает, что (X, 1?,1) не должен быть всегда минималь
ным а-расширением (X, Ж191х). Но (X, ТГ,1) является минимальным сг-расширением, если 
(X, ]Рг 1Х) имеет следующее свойство: пусть г\ > 0, / ^ 0, / €Р1 и {}п}п=\ такая после-

00 

дователъностъ неотрицательных функций из М, для которой 2. 1п ~ /• Потом сущее-
_ 7 1 = 1 

твует такая последовательность {/Л}п=о неотрицательных функций из &1, что /Л ^ /Л 
оо оо 

Йля » = 1, 2, 3, . . ., То ^ / - 2 /» и 2 71(7») > 7 1 ^ — ''• 
п = 1 п = 0 

На примере показано тоже, что существует пространство О-интеграла, которое 
имеет свойство предшествующего абзаца и не есть порожденое сг-пространством меры. 

Пусть (X, к, /л) — пространство меры и пусть(Х,Ж0,10) — пространство О-интсграла, по
рожденое пространством меры (Х,к,/л). Мы говорим, что (X,Ж,1) принадлежит к (Х,к,/и), 
если (X, Ж,1) — минимальное сг-расширение или минимальное полное сг-расширение (X, 
2?0,10). В этой заметке доказано следующее утверждение: 

Пусть для г = 1,2 (Х{, Ж и 1%) полное пространство Т)-интеграла, которое принад
лежит а-пространству меры (X, к{, /Л{). Потом (Х19 Жг, 1г) = (Х2,Ж2,12) тогда и только 
тогда, если для всякого А €/?ь №г (-4) < оо (г = 1, 2,) существуют такое Вх, В2 6 к?-
(]' = 1, 2, / Ф г), что Вг С А С В2и/и^В1) = /л{(А) = щ(В2). 

Между всеми пространствами меры, которым принадлежит полное сг-пространство 
^-интеграла (Х,Ж,1), существует максимальное (X, к,р) в этом смысле, что оно является 
расширением всякого пространства меры, которому принадлежит (X, Ж, I). Для к имеет 
место: к = {А : А С Х9 / € Ж => / %А € Ж). 

Если (Х,Ж,1)—полное сг-пространство О-интеграла, потом можно этому пространству 
различным образом ([3], [7], [8], [11], [14]) отнести пространство меры (X, к, /и) так, что 
имеет место: если (X, Ж,1) принадлежит какому-нибудь пространству меры, принадле
жит оно тоже пространству меры (Х,к,/и). В четвертой заметке описан другой способ 
этого соответствиа а то и в том случае, когда (Х,Ж, I) не является полным сг-пространством 
О-интеграла. 

Доказано: пусть (X, Ж, I) — пространство Т)-интеграла. Пусть к = {А : А С X, 
/ 6 Ж => / ХА 6 Ж} и пусть /иг и /л2 функции определенные на к следующим образом: 

00 00 

М1(А) = вир{1(!):0^1^ХА,1еР}ш^(А) = т{{21^):ХА ^1п, /- > О, /И€-Р 
п = 1 п=1 

для п = 1, 2, 3, . . .} для А € Я. Потом (Х,к,/иг) и (X, к, /и2) являются пространствами 
меры. Если (Х,Ж,1)— сг-пространство О-интеграла (X, к, /иг) и (X, к,/и2) тоже являются 
^-пространствами меры. Дальше имеет место: (Х,Ж,1) является полным сг-простран-
ством О-интеграла тогда и только тогда, когда (X, к, /и2) является полным сг-про-
странством меры. В этом утверждении невозможно заменить (X, к, /и2) с (X, к, [лх). 
Для того, что бы имело место (X, к, /иг) = (X, к, /л2), необходимо и достаточно: А € к, 
рх(А) < оо => ХА 0.Ж, если (X, Ж, I) —полное сг-пространство О-интеграла. 

Если (Х,Р,1) является сг-иространетвом О-интеграла, можно для А С X опреде
лить: М*(А) = тГ{/(/) :ХА^{,{еР}п /л^(А) = вир {/(/) : 0 ^ / ^ ХА, / € Ж}. Функция 
/** — внешняя мера на системе всех подмножеств множества X и /^-внутренняя мера на 
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системе всех подмножеств множества X. Между/^-измеримыми множествами и между Я 

имеет место соотношение: пусть (Х,Р,1) — полное о-пространство Т>-интеграла. Потом 

множество А является ^-измеримым тогда и только тогда, когда А 6 Я. 

Если (Х,1Р,1) пространство О-интеграла, иорожденое пространством меры, потом 

пространство О-интеграла, иорожденое пространством меры (X, Я,//2), или пространство 

О-интеграла, порожденое пространством меры (Х9 Я,/гх), является расширением (Х9Р91)-

Если (Х,Р,1) — (7-пространство В-интеграла, пороженое некоторым пространством меры, 

потом (Х,Р,1) является тождественным с пространством О-интеграла, порожденым 

пространством меры (X, Л, [л2). 

Интересны ещё следующие теоремы четвертой заметки, которые я в л я ю т с я анало

гиями некоторых теорем Т. Стона из [14]: 

Пусть (Х,]?,1) —о-пространство Т>-интеграла, для которого имеет место: 1^Р=> 

=> т т (/, 1) € Р. Пусть А С X и ХА € Р, потом А € Л. 

Пусть (X, I!7, I) — о-пространство Т>-интеграла. Потом всякая функция / €1^ является 

(X, Л) — измеримой тогда и только тогда, когда имеет место: / € И1 => т т (/, 1) 6 1?* 

Пусть (X,!1,1) — о-пространство Т)-интеграла. Потом (Х,1?91) принадлежит некото

рому пространству меры тогда и только тогда, когда имеет место: / €.1? => т т (/, 1) €Р* 

В этом случае (X, Р1, I) принадлежит тоже к (X, Я, /и2). 

В последной теореме невозможно заменить (X, Я, 112) с (X, Я, /иг). 

Описаный способ соответствия между пространством меры (X, К,/и2) и пространством 

О-нитеграла дает возможность определить неопределенный и н т е г р а л 1А(!) ДЛЯ А (ЕЯ 

и /6-Р 7 следующим образом: 1А(1) = 1(1%А)- ЭТОТ неопределенный интеграл абсолютно 

непрерывный относительно /л2, но он не должен быть абсолютно непрерывный относи

тельно /иг. 

Е 1 Ш О Е В Е М Е К К ^ N « Е N 217К МА88-
1ШБ Ш Т Е а В А Ь Т Н Е 0 В 1 Е 

Ь А Б 1 8 Ь А У М 1 Й 1 К 

2 и 8 а т т е п Г а 8 8 Ш 1 § 

(X, к, /0 пеппеп -ургг с1еп К а и т (гг-Каит) с1ез МаВев, ^ е п п к е т К т $ (сг-Кт§) с1ег 

^ т Т е г т е п ^ е п с!ег Меп^е X \&Ъ ипс! ^ е п п /л е т МаВ а т X гзЬ. (X, Ж1,1) пеппеп т г с!еп 

К а и т с1е8 Т)-1пЬе%га,\н, ^ е п п Г е т Vек^ю^Vе^Ъапа, (1ег гее11еп Еипктлопеп 181, сКе аиГ 

с1ег Меп^е X йеЯтегг. 8тс1, ипс! 1 е т е гее11е Ь о т о ^ е п е асМИгл^е, т с М п е ^ а т ^ е ипс! т О 

т о п о г ю п Vоп оЬеп 81ютл§е Еипкглопа1е 181, сПе аит* с ! е т Уектюгеш/егЪаш1 ]? сТегТтегг, 181). 

Т>ет К а и т с!е8 0-1пг>е^га18 (X, И1, I), Гиг \\ге1сЬеп %'АЬ: с1ег Схтепъч/етЬ ]ос!ег 8о1спег тепт,-

Га11епс1ег Ео1§е {(/;1)}н=1 (1ег Еипктлопеп алтР, Гиг \\ге1спе {/(/л)}п=1 Ъеаспгапкг, \$Ь, %еЪогЪ 

ъи Г, пеппг- т а п гг-Каит с!е8 0-1п1е§га18. Т>ег К а и т с1е8 0-ПгЬе§га18 (X, Р, I) \&Ь Vо11-

яЫпйщ, жегш / 6 I1, | д | ^ | / |, / ( | / |) = 0 => д е Ж %М. 

(Х2, Д 2 , (л2) 181} е т е Е г ^ е к е г ш г д Vоп (Х19 Яг, цг), ^ е п п Хг = Х2, Ях С #2 ип<^-

/1г(А) = /и2(А) Гиг А (Е кг \яЬ. (Х2,Г2,12) шЬ е т е Егу^е^егип^ Vоп (Х1,Ж1,11), ^ е п п 

* 1 

Die ers te B e m e r k u n g bezieht s ich auf die v o n F . Riesz s t a m m e n d e n M e t h o d e n ([10], 

[11]) der E r w e i t e r u n g des R a u m e s des D-In tegra l s (X,F0,I0) auf die m i n i m a l e voll

s tändige o-Erweiterung (X, F, I), das heißt (X, F, I) is t ein vo l ls tändiger cr-Raum des 

D- In tegra l s , welcher eine E rwe i te rung von (X, F0,10) is t u n d dessen E rwe i te rung ein j ede r 
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vollständiger er-Raum des D-Integrals, ist, welcher die Erweiterung von (X, F0, I0) bedeutet. 
In der Methode von F. Riesz ([11], Seite 132—134) können wir den Begriff der Null

mengen folgend eliminieren: Sei Ci die Menge aller Funktionen /, für welche eine nicht-
fallende Folge {(fn)}n~\ der Funktionen aus F0 existiert, wobei {I0(fn)}n°^i begrenzt ist, so 
daß f(x) = lim fn(x) für jedes x 6 X, für welches limfn(x) existiert. Die Menge aller 

»->Q0 ??->00 

Differenzen der Funktionen aus Ci bezeichnen wir als F. Die Funktion T0 ist möglich 
eindeutig so auf T zu erweitern, daß (X, F, I) die kleinste vollständige a-Erweiterung 
von (X,F0, T0) ist. 

n 
Sei (X, R, u) ein Raum des Maßes. Sei F0 die Menge aller Funktionen / = >̂ (%iXE., 

i=^l 

wobei <xl9 . . ., ocn Zahlen sind, XE , • • •, %E.. charakteristische Funktionen der Mengen 
El9 . . ., En. aus R mit den Eigenschaften u(Ex) < oo, . . ., u(En) < oo sind. Sei T0(/) = 

n n 

= y ociu(Ei) für / = \ociXEieF0. (X,F0,I0) ist der Raum des D-Integrals induziert 
i=i %=i 

durch den Raum des Maßes (X, R, u). 
(X, Fl9 Tx) sei der Raum des D-Integrals. M sei so ein Vektorverband der Funktionen 

die auf X definiert sind, welcher das kleinste Bairesystem über F1 ist. 
F+ sei die Menge aller jener nichtnegativen Funktionen / aus M, für welche gilt: 

sup {I!(/j : 0 <^J ^ f, /GF i} < oo. Definieren wir auf F+ die Funktion I+ folgend: 
für / e F+ ist /+(/) = sup {ijf) : 0 ^ J^ f, J £ Fx}. F sei die Menge aller solcher Funktio
nen, daß /+ = max (/, 0) € F+ und / - = - m i n (/, 0) € F+. 

Setzen wir I(f) = I+(/+) - I+(/"), wenn / GF ist. Es ist bekannt ([12]), daß (X,F, I) 
die kleinste a-Erweiterung von (X,F1,I^) ist, wenn (X, Fx, Ix) der Raum des D-Integrals, 
induziert durch einen a-Raum des Maßes (X, R, u) ist, wobei X 6 R ist.' 

Das Beispiel in der zweiten Bemerkung zeigt, daß (X, F, I) nicht immer die kleinste 
^-Erweiterung von (X,F1,I^) sein muß, aber (X,F,I) ist bestimmt die kleinste tf-Er-
weiterung von (X,FX, Ix), wenn (X,F1,I1) die folgende Eigenschaft hat: Sei n > 0, 

00 

/ ^ 0, / € F! und {fn}n°ti so eine Folge nichtnegativer Funktionen aus M, für welche V fn =*f 
_ n=l 

gilt. Dann existiert so eine Folge {fn}n=o nichtnegativer Funktionen aus F19 daß folgendes 
00 00 

gilt: ]n < fH für n = 1, 2, 3, . . ., J0 ^ / " - 2 ! » «»«* %h(fn) > L(7) - V-
n=l n = 0 

Auf einem Beispiel wurde gezeigt, daß ein Raum des D-Integrals existiert, welcher 
die Eigenschaft des vorigen Absatzes hat und nicht durch den o*-Raum des Maßes in
duziert ist. 

3 
(X, R, u) sei ein Raum des Maßes und (X, F0,I0) sei ein Raum des D-Integrals, 

induziert durch den Raum des Maßes (X, R, u). Sagen wir, daß (X, F, I) zu (X, R, u) 
gehört, wenn (X, F, I) die kleinste a-Erweiterung oder die kleinste vollständige Er
weiterung von (X, F0, I0) ist. In der dritten Bemerkung ist zuerst die folgende Behauptung: 

Für i = 1, 2 sei (Xi,F{, I{) ein vollständiger a-Raum des D-integrals9 welcher zu dem 
a-Raum des Maßes (Xi,Ri,m) gehört. Dann ist (X 1 ,F 1 , I 1 ) = (X 2 ,F 2 , I 2 ) dann und 
nur dann, wenn zu jedem A € R{, f^i(A) < oo (i = 1, 2) Bl9 B2 £ Rj (j = 1, 2, / 4= i) 
existiert, so daß B1QAQB2 und fXj(Bx) = jUi(A) = UJ(B2) ist. 

Zwischen allen Räumen des Maßes, zu welchen der vollständige (j-Raum des D-Inte
grals (X, F, I) gehört, existiert ein größter (X, ,R u) in dem Sinne, daß er die Erweiterung 
jedes Raumes des Maßes bedeutet, zu welchem (X, F, I) gehört. Für R gilt: R = {A : A QX, 
feF=>fxAeF}. 
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Wenn (X, F, I) ein vollständiger c-Raum des D-Integrals ist, dann ist es möglich 
verschiedenerweise ([3], [7], [8], [11], [14]) einen Raum des Maßes (X, R, ju) ihm so 
zuzufügen, daß folgendes gilt: Wenn (X, F, L) zu irgendeinem Raum des Maßes gehört,, 
dann gehört es auch zu dem Raum des Maßes (X, R, /u). 

In der vierten Bemerkung ist eine andere Art der Definition so eines Raumes des 
Maßes beschrieben, und zwar auch in solchem Fall, wenn (X, F, I) nicht ein vollständiger 
a-Raum des D-Integrals ist. 

Diese Art ist: Sei (X,F, I) ein Raum desD-Integrals. Sei R = {A:A C X, f €F=> fXA €F} 
und ux und u2 seien folgend auf R definierte Funktionen: JUX(A) = sup {L(/) : 0 fg / 5j XA, 

oo oo 

f£F] und ß2(A) = ini{y^I(ftt):XA ^ y /„ , /„ ^ 0, /„ <E F für 71 = 1, 2, 3, ...}fürA€R. 
n=l 11=1 

Dann sind (X, R, //x) und (X, R, u2) die Räume des Maßes. Wenn (X, F, I) sogar ein 
<7-Raum des D-Integrals ist, dann sind auch (X, R, u^ und (X, R, JLI2) (7-Räume des 
Maßes. Weiter gilt: (X,F,I) ist ein vollständiger (T-Raum des D-Integrals dann und 
nur dann, wenn (X, R, u2) ein vollständiger cr-Raum des Maßes ist. In dem Falle können 
wir nicht (X, R, u2) und (X, R, ß^ ersetzen. 

Eine notwendige und hinreichende Bedingung für die Geltung der Gleichheit (X, R, fa) = 
= (X, R, ju2) ist die folgende Bedingung A G R, ux(A) < oo => XA £ F. 

Wenn (X, F, I) ein c-Raum des D-Integrals ist, dann können wir H* und fi^ für A C X 
folgend definieren: /n*(A) = inf {!(/) . XA ^ /, / € F} und ux*(A) = *sup {/(/) : 0 ^ / g 
^ * A , f£F}. 

Die Funktion /,/,* ist ein äußeres Maß auf dem System aller Untermengen der Menge X 
und /«1H. ein inneres Maß auf dem System aller Untermengen der Menge X. Zwischen den 
ju* -meßbaren Mengen und zwischen R gibt es die Beziehung, welche durch folgenden Satz 
ausgedrückt wird: Sei (X, F, I) ein vollständiger a-Raum des D-Integrals. Dann ist A eine 
/i*-meßbare Menge dann und nur dann, wenn A (E R ist. 

WTenn (X, F, I) ein Raum des D-Integrals induziert durch einen Raum des Maßes 
ist, dann ist der Raum des D-Integrals induziert durch den Raum des Maßes (X, R, /i2), 
resp. der Raum des D-Integrals induziert durch den Raum des Maßes (X, R, u±), eine 
Erweiterung von (X, F, I). 

Wenn aber (X, F, I) sogar ein a-Raum des D-Integrals, induziert durch einen Raum 
des Maßes ist, dann stimmt (X, F, I) mit dem Raum des D-Integrals überein, induziert 
durch den Raum des Maßes (X, R, u2). 

Interessant sind noch die Sätze der vierten Bemerkung, welche bestimmte Analogien 
von irgend welchen Behauptungen von H. Stone aus [14] sind. Es sind: 

Sei (X,F, I) ein a-Raum des D-Integrals, für welchen gilt: f £ F => min (/, 1) 6 F. Es 
sei A CX und X A € F, dann ist A € R. 

Sei (X, F, I) ein a-Raum des D-Integrals. Dann ist jede Funktion f (E F (X, R)-meßbar 
dann und nur dann, wenn folgendes gilt: f 6 F => min (/, 1) 6 F. 

Sei (X, F, I) ein a-Raum des D-Integrals. Dann gehört er zu einem Raum des Maßes 
dann und nur dann, wenn für ihn folgendes gilt: / 6 F = > m i n ( / , 1) € F. In dem Falle 
gehört (X, F, I) auch zu (X, R, u2). 

Im letzten Satz können wir nicht (X, R, JU,2) mit (X, R, ux) ersetzen. 
Die hier beschriebene Art der Definition des Raumes des Maßes (X, R, u2) gibt uns 

die Möglichkeit den unbestimmten Integral IA(f) für i 6Ä und / GF folgend zu de
finieren: IA(f) = I(fXA). Dieses unbestimmte Integral ist absolut stetig in Beziehung, 
auf [i2, muf3 aber nicht absolut stetig in Beziehung auf /ix sein. 
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