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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VIII, 2 — 1958

POZNAMKY K TEORII MIERY A INTEGRALU

LADISLAV MISIK, Bratislava

V tejto praci st Styri pozndmky k teérii miery a integralu. Z nich prvé
dve sa vztahuji na integraéné metédy a druhé dve sa tykaju vztahov miery
a integralu.

Pomenovania: okruh, miera, vonkaj$ia miera, vnatornd miera, (X, R)-me-
ratelnost atd. pouzivame v tomto élanku v zmysle [5]. Ak f a g st dve funkecie,
o je realne éislo, tak stcet tych funkeii budeme oznacovat f + g, sadin &isla «
a funkcie f zas «f, absolutnu hodnotu funkecie f znakom | f |. Znakom 0 budeme
niekedy oznadovat funkeciu v kazdom bode svojho oboru definicie rovna nule,
inokedy zas ¢islo nula; z textu éitatel lahko poznd, éo znak 0 v tom-ktorom
pripade znamena. Ak A je nejakd podmnozina mnoziny X, bude X, znadit
charakteristicktt funkeiu mnoziny A4.

Nech X je nejakd neprazdna mmnozina, nech R je mnozinovy okruh pod-
mnozin mnoziny X a p je miera na R. Potom trojicu (X, R, u) budeme na-
zyvat priestorom miery. Ak v trojici (X, R, #) je R mnozinovym ¢-okruhom,
vtedy hovorime o o-priestore miery. (V [5] sa nas§ o-priestor miery nazyva
priestorom miery.) Ak priestor miery (X, R, u) ma vlastnost: ze A € R, BC A4,
w(d) = 0, tak je aj B € R; hovorime o tiom, Ze je Gplny.

Nech X je nejaka neprazdna mnozina. Nech F' je vektorovy sviz redlnych
funkeii definovanych na X, t. j. pre F plati:

1. pre € X, fE€EF je — oo < f(z) < o0;

2. ak je f€F a x redlne &islo, je of € F;

3. ak je fy, € F, je aj fy + fo € F';

4. ak je fEF, je aj |f|€F.

Nech I je redlna homogénna, aditivna, nezdpornd a v 0 monoténne zhora.
spojita funkciondla definovand na F, t. j. pre I plati:

I pre f€F je — oo < I(f) < oo;

II. pre f€F a « redlne éislo je I(xf) = xI(f);

IIL. pre fi, f, € F je I(f, + fo) = 1(f) + 1(f2);

IV. pre f€F je I(|f]) = 0; :

V. pre ka#di nerastiicu postupnost {f,}n-1 funkcii z F konvergujicu k O
plati lim I(f,) = 0.

n—»wo
Trojicu (X, F, I) budeme nazyvat priestorom Daniellovho integralu, alebo
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kratko priestorom D-integralu (v [3] funkeia 7 nazyva sa I-integrdlom). Ak
pre priestor (X, F, I) D-integralu plati:

VI. limita kaZdej takej neklesajicej postupnosti {f.,}n-1 funkcit z F, pre ktord
je postupnost {I(f,)}n-, ohraniéend, je z F,
hovorime, ze ten priestor D-integrilu je ¢-priestorom D-integralu. Nech pre
priestor (X, F', I) D-integralu plati:

VIL. ak je f€F, |g|<|f|. I(|f]) = 0, vtedy je g € F a hovorime, %e je
wplny.

Nech (X,,R,, ;) a (X,, Ry, ;) stt dva priestory miery. Nech X, = X,,
R, CR; a pre kazdé 4 € R, je uy(A) = uy(A). Potom priestor miery (X,, Ry, is)
nazyvame rozSirenim priestoru miery (X,, R,, ;). Nech (X,, F,, I,) a (X,,
F,, I,) s dva priestory D-integralu. Nech je X, = X,. F, CF, a I,(f) = Ly(f)
pre kazdé f € F',. Potom priestor (X,. F,. I,) D-integralu nazyvame rozsirenim
priestoru (X,, F;, I,) D-integréalu.

1

Je zname, ze ku kazdému priestoru (X, F,, I,) D-integralu existuje taky
priestor (X, F, I) D-integralu, ktory je jeho najmensim tplnym o-rozsirenim,
t. j. (X, F, I) je Gplny o-priestor D-integralu, je rozsirenim (X, F,, I,) a kazdé
rozSirenie priestoru (X, Fy, 1) D-integralu, ktoré je stidasne uplnym o-prie-
storom D-integralu, je rozsirenim (X, F, I) (napr. [2], [3], [4], [7], [8], [10],
[11], [13]). Dokaz existencie takého priestoru D-integralu sa robi jeho kon-
§trukciou réznymi integraénymi metédami. Tato prva poznamka sa bude
tykat prave integra¢nej metédy F. Riesza ([10] a [11]).

F. Riesz ([11], str. 132—134) vychadza z priestoru (X, C,, I,) D-integralu.
Mnozinu N C X nazyva nulovou, ak existuje neklesajica postupnost {f,},.,
funkeii z C, takd, ze postupnost {I,(f,)}n . je ohrani¢end a pre kazdé x € N
je postupnost {f,(z)}n_, divergentna. Postupnost {f,}, , konverguje na X
skoro vsade k funkeii f vtedy a len vtedy, ak mnozina bodov z € X, pre ktoré
bud neexistuje lim f,(z), alebo neplati rovnost lim f,(x) = f(z), je nulovou

n—ow n—wo

mnozinou.

Nech € je nasledujtci systém redlnych funkeii definovanych na X : f € (|
vtedy a len vtedy, ked existuje neklesajica postupnost {f,}»-1 funkeii z C,
konvergujica na X skoro viade k f, pri ktorej postupnost {Z,(f.)}y 1 je ohra-
ni¢end. Pre kazda funkciu f € €, definuje sa jednoznadne I,(f) tak, ze I,(f) =
= lim I(f,), ak {f,}7 , je postupnost z predchadzajtcej vety. Pomocou mno-

ziny €, definujeme C, takto: f € C, vtedy a len vtedy, ked existuju f, a f, € (')
také, ze f = f, — f,. Pomocou I, definujeme na C, funkeiu I, : Io(f) = I,(f,) —
— Li(fy), ak je f = f, — f,. pricom je f,, f, € C;. Potom je (X, Cy, I5) priestorom
D-integralu, ktory je najmensim aplnym ¢-roz$irenim (X, Cy, 1o)-

V predchddzajicom odseku opisant Rieszovu metédu mozeme Mmodifikovat

82



napr. tak, Ze v nej vobec nemusime zavadzat pojem nulovych mnozin. Defi-

nujme C] takto: f € C'] vtedy a len vtedy, ked existuje neklesajtica postupnost

{fu}n-y funkeii z O, pre ktora {Iy(f,)}n-. je ohranidend a pre ktort plati

f(x) = lim f,(x) pre kazdé x € X, pre ktoré existuje limita na pravej strane.
n—»owo

Podobne ako v predchddzajicom odseku nech je f€ C; vtedy a len vtedy,
ked existuja také dve funkcie f,, f, € C}, Ze plati f = f, — f,. Funkeciu I, mozno
roz&irit na I, ktord je definovana na Cf tak, ze (X, Cy, ;) je priestor D-inte-
gralu.

Priestor (X, Cy, 1,) D-integrdlu zhoduje sa s priestorom (X, Cy, I5) D-integralu,
t.7.Co=0C5a I, =1I,.

Poznamenajme pritom, Ze vzdy plati C; C C,, zatial éo C) = (| nemusi vidy
platit [napr. C{nemusi mat vidy vlastnost: f,, f, € C; = min (f,, f,) € C}, ale
O, ma vidy vlastnost: f,, f, € C; = min (f,, f,) € C;]. Preto je ihned zrejmé,
ze je 03, CCY.

Pre dékaz platnosti vztahu C,C (Y} stadéi zistit platnost C) CCY,, pretoze
rozdiel Tubovolnych dvoch funkeii z O} je zas funkeia z €. Z definicii ('} a (']
vyplyva: ku kazdej funkeii f € C, existuje taka funkcia f € C1 a takéa funkeia g,
7e plati f = f + ¢ a funkcia ¢ m& hodnoty rozne od nuly jedine na nejakej
nulovej mnozine N. K mnozine N existuje takéd neklesajiica postupnost
(g funkeil z Cy, ze {Iy(f,)} n.1 je ohranidend a N je podmnozinou
mnoziny bodov divergencie postupnosti { f, }n-1. V O existuje teda funkcia 4,
pre ktort plati A(x) = lim f,(x) pre kazdé x € X, pre ktoré existuje limita na

n—»wo

pravej strane. Ale pre kazdé x € X, pre ktoré existuje lim f,(x), plati aj rov-
NnN—0

nost h(z) -+ g(x) = lim f,(z); &iZze je aj h + g € C7. Z toho vyplyva, Ze je

. Nn-—»c0

g € (. Kedze je viak f€Cy a g€y, je aj f = f + g € Cy; tize plati O, C Cs.

Aj v [10] sa F. Riesz zaobera uz opisanou metédou, ale ukazuje, aka alohu
v nej hraja nulové mnoziny. Nahradme v uvedenej metéde mmnozinu C,
mnozinou C7, ktora definujeme takto: f € C] vtedy a len vtedy, ked existuje
neklesajiica konvergentna postupnost {f,},_, funkecii z C,, ktorej limita
je f, priom postupnost {Iy(f,)}n-1 je ohranidena. Mnozinu Cj definujeme
zas ako mnozinu vSetkych rozdielov dvoch funkcii z C]. Funkciu /, defino-
vanu na €, moézeme tak rozsirit na funkeciu I, definovant na Cy, ze (X, Cy, I3)
je priestorom D-integralu. Ale priestor (X, (5, I5) nemusi byt eSte o-prie-
storom D-integralu. Pre ziskanie najmensieho ¢-roz§irenia je potrebné tento
proces znova a znova opakovat. Konvergencia skoro vSade, ako ukazuje
F. Riesz, umoziiuje nam urychlit utvorenie najmensieho o-rozsirenia. V tomto
urychleni prejavuje sa prave vyznam nulovych mnozin.

Tento vyznam nulovych mnozin sa stratf, ak trocha pozmenime C,. Nech
je C, vektorovy sviz redlnych funkeii v §irSom zmysle definovanych na X,
t. j. pre Cy plati 1., 2., 3., 4., kde 1. znie: pre x € X, f € C, je — oo < f(x) < oo.
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Pritom stétom f, + f, rozumieme kazda funkeiu g, pre ktort plati g(x) =

= fi(®) + fo(x) pre kazdé x € X, pre ktoré prava strana mé zmysel. Nech

{f. }n-1 je takd postupnost, ktord v kazdom z € X ma bud vlastna, alebo

nevlastna limitu, vtedy lim f, je t4 funkcia v §irSom zmysle definovana na X,
Nn—>0

ktord v kazdom x € X md hodnotu rovna lim f,(x). Ak teraz v uvahach

N—>0

predchadzajiceho odseku rozumieme C, v tu uvedenom zmysle a ak lim f,
N—>»o0

rozumieme v tu uvedenom zmysle, tak uz (X, Cy, I3) je najmensim ¢-rozsirenim
(X, Cy, I,). Teda v tomto pripade konvergencia skoro vsade nijako nemdze.
zrychlit utvorenie najmensieho o-rozsirenia.

2

Nech (X, R, u) je priestor mi‘ery. Nech je f€F, vtedy a len vtedy, ked
existuje koneéne mnoho takych navzajom disjunktnych mnozin #,, . .., £, €R,

ze je u(B,) < oo, ..., u(E,) < oo a koneéne mnoho ¢&isel «y, ..., «,, Ze plati
n

f = 2. &z, . Pre tito funkeiu f € Fy definujeme I(f) = > w;u(E;). Je zname ([9],
i=1 v i=1

str. 201—206), ze (X, F,, I,) je priestor D-integralu. Tento priestor D-inte-
gralu, t. j. (X, Iy, I,), budeme nazyvat priestorom D-integralu indukovanym
priestorom miery (X, R, u).

V tedrii integralu st zname integra¢né metédy v pripade, ze priestor D-inte-
gralu je indukovany o-priestorom miery (X, R, u), pridom je X € R. Vznik4
otazka, ¢i mozno pouzit tieto metédy na ziskanie najmensieho o-priestoru
D-integralu nad danym priestorom D-integralu, a to aj v tom pripade, Ze
je uplne Iubovolny priestor D-integralu. V tejto poznamke ukazeme na jednej
takej integra¢nej metdde, ze ju nemozeme pouzit pre [ubovolny priestor
D-integralu.

Nech (X, Fy, I,) je priestor D-integralu. Nech M je taky vektorovy sviz
realnych funkeii definovanych na X, ktory je najmensim Bairovym systémom
nad Fy, t. j.

I. F,C M,
II. pren = 1,2,3, ... je f, € M, nech existuje lim f,, potom je lim f, € M ;
n—>0 Nn—>0

11, ak M je vektorovyj sviiz s vlastnostama : Fy C M;fn EMpren =1,2,3, ...
a existuje lim f,, tak je lim f,€ M, vtedy je M C M.

Nech (X, Fy, I,) je priestor D-integralu, ktory je indukovany o-priestorom
miery (X, R, u), v ktorom je X € R. Je zname, 7e v takomto pripade mozno
pouzit integraént metdédu, ktoru opiseme (napr.[12], str. 19 a nasl.). Nech
je f€F* vtedy a len vtedy, ked je f=0, f€M a sup {I(f): 0=[=f,
f€F,} <oco. Na F' definujme funkciu It takto: j€Ft = [1(f) =
—sup {I(f) : 0= f=<f, f€F,}. Nech je f€F vtedy a len vtedy, ked je
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[t = max (f,0) € Ft a f~ = —min (f, 0) € " a vtedy kladme I(f) = I't(f*) —
— I'(f7). Potom (X, F,I) je najmensie o-rozsirenie priestoru (X, F,, I,)
D-integralu.

V pripade, ze (X, F,, I,) nie je priestorom D-integrdlu indukovaného
o-priestorom miery (X, R, u), v ktorom okrem toho plati X € R, nemusi tdto
integra¢na metdéda, pomocou ktorej sa dostavame z (X, F,, 1) k (X, F, I),
davat o-priestor D-integralu. Napriklad nech X je nejaka nespocetna mno-
#ina, F, nech je mnozina vsetkych funkeii, ktoré st rovné konstante na X
okrem koneénej mnoziny. Lahko sa vidi, ze F je vektorovy svdz realnych
funkeii definovanych na X. Nech pre f € Fy je f(x) = k pre z € X — K, kde K
je konetnd podmnoZina mnoziny X. Potom definujme [ (f) = k. Zrejme
je I, redlna homogénna, nezdporni funkciondla na F,. Nech {f,} 5., je
nerastuca postupnost funkeii z F, konvergujuca k funkeii 0. Nech je f, () =k,
pre x € X — K, a f,(x) &=k, pre x € K, pritom K, je nejaki koneéna pod-
mnozina mnoziny X. Potom postupnost {k,},., zrejme konverguje k 0,
t. j. lim I(f,) = lim k, = 0. Teda (X, F,, I,) je priestor D-integralu. Nech M

n—ow n—o0
je taky vektorovy sviz funkecii definovanych na X, ktory je najmensi Bairov

systém nad F,. Nech F a [ st definované pomocou F, a [, ako v predchadza-
jucom odseku. Potom (X, F', I) nie je o-priestorom D-integralu.

Toto tvrdenie dostavame takto: nech A4 je spocetnd podmnozina mnoziny X
a nech { K} ; je neklesajuca postupnost konednych mnozin konvergujica
k A. Potom je Xy ,€F, I(Xy ;) = 0,2y g, €FCFal(Xy g,) = Io(Xx g, =
=1lpren =1, 2,3, ... Postupnost { —¥; . 17, je neklesajica postupnost
funkeii z F, konvergujica k —Xy_, a postupnost {I/(—ZXy_g, ) },-; je ohrani-
¢ena. Keby totiz (X, F, I) bol o-priestorom D-integralu, muselo by platit:
0=1(—2%y_4) =1lim I[(—Xy g )= —1; ¢o je spor.

n—>o0

Z prikladu, ktory sme prave uviedli, je zrejmé, Ze integraéna metdéda opisana
v tejto poznidmke neddva nam vidy moznost rozsirit priestor D-integralu
(X, Fy, I,) na najmensi o-priestor D-integralu. Ale predsa moézZeme tuto
integra¢ni metdédu niekedy pouzit aj na priestor D-integralu, ktory nie je
indukovany o-priestorom micry (X. R. 1), pricom je X € R. Plati totiz:

Nech (X, Fy, 1) je priestor D-integralu. Nech M je takij vektorovy sviz funkcil
definovanijch na X, ktory je najmenst Bairov systém nad F,. Nech (X, Fy, I,)
ma vlastnost:

Ak je >0, [=0, f€Fy a {[,}2, takd postupnost mezdpornych funkeii
z M, pre ktori platz’7zl f. = [, tak existuje takd postupnost { f, } 7., nezdpornijch

=

funkcit z Fo, pre ktori plati: [, <f, pre n=1,2,38, ..., f< f— > 1.

n =

a Z',]“(Z‘) = Iy(f) — n. Potom (X, F, I) je najmensie o-rozsirenie (X, Fy, I,).

85



Kazdy priestor D-integralu (X, F,, I;) indukovany o-priestorom miery

(X, R, u), kde R je s vlastnostou U 4 = X, mé vlastnost z tej vety. Toto
A€R
dokazeme takto:

Nech je >0, f€F,, [=0, pre n=1,23,... je j €M, {,=0 a

"\/lfll == f
Mnozina M je v tomto pripade mnozina vietkych (X, R)-meratelnych

funkeii definovanych na X. Teda funkeie f,, pre n = 1,2,3, ...,af — 2 fa
n=1

su nezaporné (X, R)-meratelné funkcie, a teda pre n = 0, 1, 2, 3, ... existuje
neklesajuca postupnost {f,.}ir.; nezdpornych funkecii z F, konvergujica

k funkeii f, pre n = 1,2,3, ... a k funkciif — 2 f, pre n = 0. KedZe je
n=1

f“k 7/‘ pre n =20,1,2,3, ... ak=1,23,... existuja limity: lim Io(ﬁz,k)
k=0
pre n=0,1,2,3,... Nech ¢ je lubovolné prirodzené ¢islo a 6 > 0. Potom
existuji také prirodzené ¢isla ky, k,, . . ., k;, Ze je Z‘ Io(fur,) > Z lim I(f, &)
=0 k>0

Zrejme je > fuky = f a teda plati Z lim Iy(f,,) — 0 < Z Io(?;;,k,l) =
n=0

n=0 koo n=0

= Io( 2 fur) = I(f). Z toho vyplyva, Ze pre kaidé prirodzené &islo @

lim 7,(f, ) < Lo(f). Teda plati aj > lim Iy(f, ) < Ly(}).

plati: 2
n=0 ko n=0 kown
Nech pre n =1, 2, 3, ... je @, = Z ﬁ,u’ potom pre n = 1,2,3, ... je
=0
9,20, ¢.€F,, ¢, < @,:.,=<f Nech je x€X a > 0. Potom existuje
1. K,, ze pre k= K, je |, () > f(x) — 2 f.(x) _-:;- : 2. K,,ze pre k = K,
n=1

je ZA fi(x) <-§ ;8. Kp,Zeprek=K,an=1,2,..., K, je Fur(x) > ful®) —

Py

—3 K . Nech je n = max (K,, K,, K,). Potom plati g, (k) = >, i, .(%) > f(@) —

=0
3 RS £ _ ¥ 8 — e, Z tejt

B VIC R R P N e Ztejto

i=1 3 3 =K1
uvahy vidiet, 7e 11m ®, = [. Z toho, %e I, je v 0 monoténne zhora spojité.

funkciondla na FO, Vyplyva, 7e plati I,(f) = lim Io(p,). Okrem toho plati:

n—>oo

lim Iy(g,) = llml(;f ) = lim > Io(f:. ) = lim Z lim Io(f; ) = thl (Fr)-

n— n—w N0 i=0 N—w i=0k—>o =0k—w
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Na zaklade posledného vysledku predchadzajiuceho odseku a na zaklade ne-

rovnosti I(f) < 2, lim Io(fur) VYPlyva rovnost Iy(f) = > lim Io(fui)-

n=0 k—>w n=0 k-
o0

Z rovnosti I,(f) = > lim Io(f,:) zrejme vyplyva existencia takej postup-
n=0 k-0

nosti {f, 1o, funkeii z Fy, ze plati 2 Iy(f, . ) > I(f) — . Ak kladieme
0

n=

f_,,:f_nkn, tak je splnené toto: Ogﬁgfn pre n =1,2,3, ..., 0§Z’§7__

— D fu fu€F pren = 1,23, ... a > I(f,) > I(f) — 7, ¢o bolo treba do-
L :

n= n=0
kazat.

Ukédzeme este na priklade existenciu takého priestoru D-integrdlu, ktory
nie je indukovany o-priestorom miery a ma vlastnost z dokéazanej vety.
Nech X je spoditatelna mnozina {a,, a,, ..., a,, ...}, nech Fy je mnozina
vsetkych tych funkeii definovanych na X, ktorych hodnota sa vidy rovnéa

o 1
nule, okrem nejakého koneiného podtu prvkovz X, anech I(f) = 2, i f(@)

n=1 <
pre f € F,. Potom sa lahko zisti, Ze (X, F,, I,) je priestor D-integralu, ktory mé
vlastnost z dokazanej vety a ktory je indukevany priestorom miery (X, K, u),
v ktorom K je systém vSetkych konetnych podmnozin mnoziny X a u(K) =
= n_zl —;21—; % (@) pre K € K. Pritom (X, F,, I,) nie je indukovany Ziadnym
o-priestorom miery.
3

Nech (X, F, I) je (aplny) o-priestor D-integralu. Nech existuje taky prie-
stor miery (X, R, u), Ze (X,F,I) je najmensim (aplnym) o-rozsirenim
(X, F,. 1), pricom (X, F,. I,) je priestor D-integralu indukovany priestorom
miery (X, R, u). Potom budeme hovorit, Ze (aplny) o-priestor (X, F,I)
D-integralu patri k priestoru miery (X, R, u). Niekedy sa stane, Ze ten isty
(aplny) o-priestor D-integralu patri k dvom roéznym priestorom miery. Potom
tieto priestory miery st v istom vzdjomnom vztahu. Ale plati aj obratene: Ak
dva priestory miery st v takom vzajomnom vztahu, tak k nim patriace iplné
o-priestory D-integralu st rovnaké. Ak ide o o-priestory miery, plati toto
tvrdenie:

Nech (X, Fy, 1,) je uplng o-priestor D-integrdalu, ktory patri k o-priestoru
mieru (X, Ry, ) a (X, Fy, 1,) je uplny o-priestor D-integralu, ktory patri
k o-priestoru miery (X, Ry, yt5). Potom (X, F,, I,) = (X, F,, I,) vtedy a len
vtedy, ked ku kaZdému A € Ry, u,(A) < oo, existuje B, a B, € R, také, Ze plati
By CACByauy(By) = 3(A) = us(By) a obrdtene ku katdému B € R, uy(B) < oo,
existuje A, a A, € R, také, e plati A4, C BCA, a i1,(A4,) = uy(B) = 1,(4,).

Medzi vietkymi priestormi miery, ku ktorym patri ten isty aplny o-priestor
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(X, F, I) D-integralu, existuje najviacsi, a to v tomto zmysle: Ak (X, R, ,L~t)
je ten najvacsi priestor miery a (X, R, u) je_lubovolny priestor miery, ku
ktorému tiez patri (X, F, I), potom je RCR a pre A €R je wAd) = u(A).
Mozno zistit aj to, Ze R = {4:4CX, feF=fX, €F}, ¢o je og-algebra
(pozri 4.1.1 a 4.1.2). Nech R a u st definované takto: R je najmeni o-okruh
nad okruhom R, vetkych tych mnozin 4 € R, ktorych miera u(4) je konetnd
a u je roziirenie miery yu branej len na R,. Potom pre mieru ,Zc plati: Ak pre
A€R existuji dve mmoziny B,, B, € R také, ze je B,CACB, a u(B,) =
= u(B,), kladieme u(A) = u(B,); v kazdom inom pripade kladieme u(4) = oo
pre A €R.

A

V pozndmke 2 sme hovorili o priestore D-integralu indukovanom prie-
storom miery. Ale aj obratene: ku kazdému priestoru D-integralu mozeme
priradit priestory miery, ktoré istym spdsobom suvisia s tym priestorom
D-integralu. Od tohto priradenia médZeme napr. pozadovat, aby spliiovalo
tato podmienku: Ak (X, F, I) je priestor D-integralu indukovany nejakym
priestorom miery, tak (X, F,I) je indukovany aj tym priestorom miery,
ktory sme mu priradili, a ak (X, F, I) je o-priestor D-integralu, ktory patri
k nejakému priestoru miery, vtedy (X, ¥, I) patri aj k priestoru miery, ktory
priradujeme k (X, F, I). Takéto rozne spdsoby pre pripad, ze (X, F, I) je
aplny o-priestor D-integralu, podali uz P.J. Daniell ([3]), F. Riesz ([11]),
J. Marik ([7], [8]) a H. Stone ([14]).

Ak (X,F,I) je Gplny o-priestor D-integrila a ACX, tak u3(4)=
=inf {I(f): X, <[, f€F} je vonkajSia miera na systéme vietkych pod-
mnozin mnoziny X (napr. [14]). T. H. Hildebrandt ([6]) met4dy, ako aplnému
o-priestoru (X, F, I) D-integralu priradit priestor miery (X, R, u), zhriiuje
na tieto tri: (a) mnoZina A je z R vtedy a len vtedy, ked % ,je z F ([3], [11], [7], [8])-
Tento systém mozno rozsirit o dal$ie meratelné mnoziny s mierou rovnou oo;
(b) 4 je z R vtedy a len vtedy, ked X, je meratelnd v zmysle Stoneho, t. j. ak
max {min (¥, A;), min (¥, hy), min (hy, hy)} je z F pre kaZdé dve funkcie h,
a hy 2 F ([14]); (¢) A je z Rotedy a len viedy, ked A je us-meratelnd. Vo vietkych
troch pripadoch funkciu p definujeme tak, Ze je u(4) = us(A) pre A € R.

Met6dy definicie R uvedené pod (a), (b) spodivaju na nasledujicich dvoch
vlastnostiach uplného g-priestoru (X, F, I) D-integralu, ktory patri k Gplnému
g-priestoru miery (X,8,%): a’) A jez S a v(4) < co vtedy a len vtedy, ked
je X,z F;b') A€S vtedy a len vtedy, ked X, je (X, §)-meratelna funkcia.

Ale pre definiciu R méZeme pouzit aj tato vlastnost Gplného o-priestoru
(X, F, I) D-integralu patriaceho k priestoru miery (X,S,v): ak je A€S,
potom je X, €F pre kaZdé f€F. V tejto poznamke pouzijeme prave thto
vlastnost pre definiciu R. Uvahy budeme robit podrobnejsie, pretoze sa budeme
v tejto poznamke zaoberat vztahom toho priradeného priestoru miery k prie-
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storu D-integralu a pritom nebudeme vo vSeobecnosti pre tento priestor
D-intregalu pozadovat, aby bol uplnym o-priestorom D-integralu.

4.1. Nech (X, F, 1) je priestor D-integrdlu. Nech M je systém vsetkych
tych podmnoZin 4 mnoziny X, pre ktoré plati fX, € F' pre kazdé f € F. Nech

pre 4 € M jo () = sup {I(f) : 0= [=7Z,, f€F} a ju(d) = inf (> I(f,):

||/\

Z fo fo=0af,€Fpren=1,23,...}.

4.1.1. (X, M, u,) a (X, M, u,) st priestory miery.

Dokaz. Zrejme sa ¢ a X z M. Z rovnosti fX « = f — fX, platnej pre lubo-
volni mnoZinu 4 a Iubovolnt funkeciu f vyplyva, Zze je A € M = A* e M.
Nech 4 a B st z M, potom z rovnosti fX,up = max (f'X,, f+X,) — max ({4,
[%3) vyplyva, Ze aj A U B je z M. M je teda algebra.

Zrejme je 1;,(A) = 0 a uy(A) = 0 pre kazdé A €M a u,(0) = 0 uy(0) = 0.
Nech {4,}>, je postupnost navzajom disjunktnych mno%in z M a nech

S An je tiez z M, Ak je u, (6A,,) = 00, TesP. Uy U 4,) = oo, tak zrejme
n=1 n=1

2 m(A)= (O A, resp. 3, p(4,) = po( U 4,). Nech je (G 4,) < oo

n=
n je lubovolne prlrodzené ¢islo a ¢ > 0. Nech 0=/, <ZX,, f,€F pre

k=1,2,...,n st také funkcie, ze plati Z w(4;) — & < 2 I(f,). Potom zo
E=1

Vzta,thfk <%y U, vyplyva, Ze je Z I( /‘k)<,u1 A »)- Teda plati aj u,( 04 A,)=

n=1

=)

nM:

,ul(A ); z oho vyplyva nerovnost Z wi(A4,) < u( O 4,). Nechje uy( U 4,)< o
n=1 n=1 n=1

a ¢ > 0. Potom existuje postupnost {f;}i2,, Ze je X 3 An < zlf., 0 f, ;eF
7

pre i=1,2,3, ... I(fs) < U v An) & & Z nerovnosti: Z fdan = Zfz

fi%4, Pre n=1,2,3, ... dostdvame nerovnost:

Teda plati aj us( U 4,) = 2, us(A,).

n=1 n=1

Nech je yl( U A,,) = oo, Tesp. (U 4,) < oo, a &> 0. Potom existuje

n=1

funkcia f € F, 0<f<xu,4 a— <I(f ), resp. /h(UA)—8<If) {ZfZAn}kl

je neklesajiica postupnost funkcn z F konvergujiuca k funkeii f, teda je
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> I(fx4,) = I(f), ako to vyplyva 2 vlastnosti V. Zrejme je 0 < fX,, < 7,,a teda

1

]e — < ](f = z thx = Z n resp. Aul(nglAn) — e < I g Z

f[ws

8

Hl(An)‘

S
uMs

u Cs

Teda vzdy plati ,ul( An) =

Lahko sa dokaze i to, Ze plati s U An Z po(A

Z toho vyplyva, Ze (X, M, u,) & (X m, Mz) su priestory miery.

Zrejme vidy plati uy(A4) < py(A) pre 4 € M. Ak je AeMa %, € F, vtedy
plati uy(A) = uy(A). Priestory miery (X, M, 1) a (X, M, 1) budeme nazyvat
priestormi miery indukovanymi priestorom (X, F, I) D-integralu. Neskor uvi-
dime, Ze priestor miery (X, M, 1) nevyhovuje vzdy nagej poziadavke zo
zadiatku poznamky 4. Ale ten priestor miery (X, M, 1) nemé ani taky vztah
k priestoru D-integralu, ako ma (X, M, u,).

4.1.2. Nech (X, F, I) je o-priestor D-integrdlu, potom (X, M, ;) a (X, M, u,)
st g-priestory miery.

Dokaz. Aby sme dokézali, ze (X, M, ;) a (X, M, 11,) st o-priestory miery,
sta¢i dokazat toto tvrdenie: Nech {4,},., je neklesajica postupnost mno-
zin z M, vtedy aj A = U A, je z M. Nech je f = 0 a f€F, potom postupnost

n=1

{fX 4} n-1 je neklesajuca postupnost funkeii z F, ktord konverguje k funkeii
fX,. Dalej je I(fX, )< I(f) pre n =1,2,3, ... Z toho vyplyva, Ze je fX,
z F. Z toho lahko vidiet, ze je gX, = g™%X, —g %, z F pre kazdé g€ F.
Teda je 4 € M.

Lahko sa zisti, Ze je py(4) = inf {I(f) : X, <[, f€F} pre kazdé A€M,
ak (X, F,I) je o-priestorom D-integrilu.

4.1.3. Nech (X, F,I) je o-priestor D-integrdlu a (X, M, ) a (X, M, u,)
st mém indukované priestory miery. Nech je A € M a nech existuje f € F, Ze f je
(X, M)-meratelnd funkcia a A = {x : f(x) = 1}. Potom je X, € F.

Doékaz. Nech {x,},_; je prostd postupnost redlnych &isel hustd v (1, oo}

a nech je o, =1 a «,>1 pre n =2,3,... Pre n=1,2,3,... nech
1= <of? < ... <ol je prvychn élenov tej postupnosti usporiadanych
podla velkosti. Polozme A" = {z : & < f(x) < &}, pridom kladieme

A", = oo. Mnoziny A{ st podla predpokladu z M, a teda funkcie — . f%, vy

(")

. 1 .
sa z F. Postupnost {f ., kde je f, = zwfxm pre n =1,2,3, ..., je
i-1
nerastica postupnost konvergujiuca k %,. Kedze (X,F,I) je o-priestor
D-integréalu, je X, € F,
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414, o-priestor (X, F, I) D-integrdlu je dplnij viedy a len vtedy, ked (X, M, uy)
je uplny o-priestor miery.

Dékaz. Nech je (X, M, u,) aplny o-priestor miery a nechje f € F, I(|f|)= 0
a 0=<¢g=<|f|. Nech 4= {z: |f(x)| >0} a h€F, h=0. Potom {h —
— (b — n | f|)*}a.1 je neklesajica postupnost funkeii z F, ktora konverguje
k funkeii h%,, a postupnost {I(h — (h — n|f|)*)}n-1 je zrejme ohranidens.
Kedze (X, F, I) je o-priestor D-integrilu, je hX, € F. Z toho vyplyva, ze je
A €M. Nech je k € F. Postupnost {(k¥, — n |f])"}5-, je nerastfica po-
stupnost funkcii z F konvergujuca k 0, ¢ize je lim I((kX, — n|f])*) = 0.

Z toho vyplyva, ze I(kX,) = 0, a teda aj u,(A) = 0. Z tGplnosti o-priestoru
miery (X, M, u,) vyplyva, %e g a |f| st (X, M)-meratelné funkcie.

Nech {x,}%_, je prostd postupnost realnych ¢isel husta v (0, co) taka,
7e je x; =0 a x,> 0 pren = 2,3,4, ... Nech 0 =V <) < ... <a
je prvych n ¢élenov tej postupnosti usporiadanych podla velkosti. Nech je
AP = {x : s < g(w) < &}, pricom a); kladme oco. Zrejme je A = {z :

1 . . . .
— f(z) ] XA?")(x) > 1}, pri¢om je fXAS_n) el a /XA_,g,nqe(X, M)-meratelns funkecia.
Teda podla 4.1.3 je X,m € F pre kazdé v a n. Postupnost {g,},;.,, kde je

g, = > o™l o pre m = 1,2, 3, ..., je neklesajtica postupnost funkeii z ¥
i=1 b

konvergujtica k funkeii g. Dalej je I(g,) = 0 pre n = 1,2, 3, ... Z toho vy-

plyva, %e je g € F a I(g) = 0. Teda (X, F, I) je uplny.

Nech (X, F,I) je Gplny o-priestor D-integralu. Nech je A € M, BC A
a py(A) = 0. Existuje f€F, 7ze je Xy = f a I(f) = 0. Nech je g€ F a g = 0.
Potom {(g%, — nf)*};, je nerastiuca postupnost funkecii z F konvergujtca
k 0, a teda je lim I((gX, — nf)t) = 0. Z toho vyplyva, ze je 0 < I(gX ) <

=< lim I(nf) = 0. Z tohto a nerovnosti 0 < g¥X, < gX, vyplyva, Ze je gX, € F.
N—>00

Z toho uz lahko dostaneme, ze je B €M a py(B) = 0.

V tejto vete nemdieme nahradit o-priestor micry (X, M, u,) o-priestorom
miery (X, M, 1), ako ukazuje nasledujtci priklad: Nech X je Tubovolna
nekonedénd mnozina a f nezaporna, recohranidend funkecia definovani na X.
Nech I' je mnozina vsetkych redlnych nasobkov funkcie f a I(kf) = k, kde k
je realne ¢islo. Zrejme je (X, F,I) uplny o-piiestor D-integralu. Nech je
A= {x:f(x)> 0}, potom 4 je nekoneéna mnozina. Mnozina 4 je zrejme
z M, pretoze je kfX, = kf pre kazdé redlne ¢&islo k. Dalej je zrejmé, 7e pre ziadnu
neprazdnu pravi podmnozinu B mnoziny A neplati kfZ,; € F, ak je k 5 0.
Teda je: A€M a 0= BCA, B = A= B€M.Pretoze viak je u,(4) = 0,
nie je (X, M, u,) uplny.

7 dodkazu tejto vety vidiet, Ze pre priestor miery (X, M, u;) plati len tato
veta: Nech (X, M, u,) je diplny o-priestor miery indukovany o-priestorom
(X, F, I) D-integrdalu, viedy (X, F, I) je dplny.
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4.1.5. Nech (X, F,I) je o-priestor D-integrdlu, potom u¥(A) = inf {I(f) :
fEF. X <f pre ACX je vonkajSou mierou na systéme vetkijch podmnoZin,
mnoZiny X. Ak je uf(A) < oo, lahko sa zisti, Ze existuje také funkcia f € F,
ze je X, < f a uf(4) = I(f). Pre uf-meratelné mnoziny plati tito veta:

Nech (X, F, 1) je dplnyg o-priestor D-integrdlu, potom A CX je u¥-meratelnd
mnoZina vtedy a len viedy, ked je 4 € M.

Do6kaz. Nech je A€M a BCX. Ak je u¥(B) = oo, tak plati ud(B) =
= u5(Bn A4) + ,uZ(B — A). Ak je u¥(B) < oo, vtedy existuje f € F také,
ze je Xy <f a ud(B) = I(f). Funkcie fX, a f — fX, sG z F a plati pre ne:
Lpaa = /X aXp 4= f—fX,.Ztohovyplyva,ze platl,uz(Bn A)+u¥(B—A) <
< I(fX,) + I(f — {X,) = I(f) = p3(B). Teda je A u¥-meratelnd mnozina.

Nech je A (¥ -meratelnd mnozina a nech B je takd podmnozina mnoziny X,
ze je u¥(B) < oo. Potom existuju také tri neziporné funkcie f, g, b z F, ze
plati: X, < . Xpas = 9. Xp_y = hal(f) = p3(B) = p¥(B n A) + u3(B — A) =
— I(g) + I(h). % toho vyplyva, e je I(g + k) = 1(f) = I (max (g, b)) < I(g +
+ h), dize je I(g + k) = I (max (g, k) a I (min (g, h)) = 0.

Nech je f>0 f€F. Nech pre k=0,1,2,3, ... an=0,1,2,3,... je

Aﬁ.")—{ z":f k+ }

< I(2f) < oo. Teda podla predchadzajticeho odseku existuja také dve

Potompren = 0, 1,2, 3, ... jeuk( U APM) <
k=1

postupnosti G320 a {h)o, funkeii z F, ze pre n =0, 1, 2, 3, ... plati
® (n w 000 4m — I(a #0008 Ay _ A)—
x(uA(k))ﬁAégn’x(uA‘]g“)_Aéhn’/@ (](C:;Ak )ﬁA) I(gn)u“z (’E=U1Ak ) A)

k=1 k=1

— I(h,) a I (min (g,, ,)) = 0. Nech pre & = 1,2,3, ... an=10,1,2,3, ...
st g a A" také funkcie z F, Ze plati: %, q < g, %44 < B,
(AP~ 4) =1 g, uEAP — A) = I(h{). Kladme pre n = 0, 1, 2, 3,. . .,
, _n). Zrej-

k=1,23, .. ¢i" = min (gi”), £, 9,) a " = min (k(")
me pren = 0,1, 2,3, ... a k= 1,2, 3, ... plamXA(mnAgg(") X g = B,
(AW A A) = L), w3 (AP — 4) = [(h") a I (min (g, B)) = 0 pre
i—=123 - @ j=1,2/3 ... Pre n=0,1, 2, 3, ... postupnosti

) 1 k
(2 o (9} ier, kde je ¢ = max (Wg‘{”, T 9‘,:”) a Y’ = max

(L B ) EIC; k(k"’), st neklesajiuce postupnosti funkeii z F, pre ktoré
9n 1 5 *°

(n) — 3
plati I(g{) < I(f) a I(pP)<I(f) pre k=1, 2, 3, ... Teda funkcie

g, — lim <p‘" a h, = hm Y pren = 0,1,2,3, ... st z F a plati pre ne

k>

0<g, <} 8 0=h,= f- Pre k=1,2,3,... an=0,1,23, ... plati min
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(n) (n) < (n) 7 h("))’ teda je aj [ (min( (n) /‘/)(km)) = 0.
(@, )= Z Z mm(2 g5 a je aj

=1 j=1 v .

Z toho vyplyva, Zze plati I (min (gn, h,)) = %im I (min (¢, w”)) = 0 pre
— 0 .

n=0,1,2 3, .... Dalej plati 1(9,) + 1(h,) = I (max (g, h,)) + I (min (Gns

h,)) < I(f) pre n =0, 1,2,3,...; &ize je aj lim inf I(g,) = I(f) — lim sup

N—>00 n=—>0

I(h,). Funkeie lim inf g, a lim sup 4, stz F a plati pre ne I (lim infg,) = hm

N~»00 n—>w n—»00

inf I(g,) < I(f) — lim sup I(h,) = I(f) — I (lim sup &,) = I (f — lim sup kn)-

n—>0 n—>00 n—o

Zo vztahu lim inf g, = f%, = f — lim sup &, dostdvame nerovnost I (lim inf
n—>0 Nn—>00 N—>w0

g,) = I(f —lim sup %,). Teda plati aj I (liminfg,) = I(f — lim sup %,). Z ne-

N—> 0 N—>»0

rovnosti 0 < lim inf g, — fX, <lim inf g, -+ lim sup %, — f a zrovnosti [ (lim

N—>0 n—>0 n—owo N—>00

inf g, - lim sup h,— f) = 0 vyplyva, e funkcia lim infg, — fX, je z F. Teda

N—>o0 Nn—>00
je aj fX, € F. Z tohto uz zrejme vidiet, Ze mnozina 4 je z M.

Z tejto vety a z tvrdenia (15) z [14] vyplyva, Ze kazdad mnozina meratelna
v zmysle (a) a (b) uvddzanom u Hildebrandta je z M. Dalej z tejto vety
vyplyva, Ze mnozina je meratelna v zmysle (¢) uvdadzanom u Hildebrandta
vtedy a len vtedy, ked je z M. Pravda, vietky tu uvadzané vyroky su spravne
jedine pre uplné ¢-priestory D-integralu. :

Ak (X, F, 1) je priestor D-integrdlu, tak funkcia p,x(A) = sup {I(f) : f€F,
0=f=X,} pre ACX je vnitornou mierou definovanou na systéme vsetkiyjch
podmnoZin mnoZiny X. Na priklade z 4.1.4 moZno zistit, Ze ;% nemusi byt
vnatornou mierou indukovanou mierou p, a pi nemusi byt vonkaj$ou mierou
indukovanou mierou s . O rovnosti priestorov (X, M, ;) a (X, M, u,) v pri-
pade, ze (X, F, I) je Gplny o-priestor D-integralu, plati tato veta:

Nech (X, F, I) je tiplnyj o-priestor D-integrdalu, potom (X, M, u,) = (X, M, u,)
viedy « len vtedy, ked pre kaZdé A € M, u,(A) < oo je X, €F.

Doékaz. Nech pre kazdé 4 € M, y,(4) < oo je X, €F. Nech je BeM.
Potom je bud uy(B) = oo, alebo 14,(B) < co. V prvom pripade je aj uy(B) = oo,
a teda py(B) = uy(B). V druhom pripade je py(B) = I(Xy) = uy(B). Teda
(X5 M7 /41) = (X= M, /1’2)'

Nech (X, M, u,) = (X, M, 11,) anech je A € M a 1) (4) < oo. Potom existuju
funkcie fa g z F, Ze je 0= <X, <g a i,(4) = I(f) a uy(4) = I(g). Dalej
je0=X,—f=g—fal(lg—f) = 0;z ¢oho vyplyva, ze je ¥, — f € F. Teda
jeaj X €F.

V tejto vete nemozeme podmienku 4 € M, 11,(A4) < co= X, € F nahradit pod-
mienkou 4 € M, uy(4) < co=>X, € F. Da sa to zistit na nasledujicom priklade:

Nech {a,}>_; je nejakd prostd postupnost a X, nech je nejakd neprazdna
mnozina, ktord neobsahuje ziadny ¢len tej postupnosti. Nech X je stiéet mmo-
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ziny X, a mnoziny, ktord je mnozina élenov tej postupnosti. Nech F' je mnozina
vSetkych tych funkecii definovanych na X, ktoré st vSade rovné nule okrem

feo)

1
koneéného poétu &lenov tej postupnosti. Nech je I(f) = > f(a,) pre f€ F.

;:IE?T
Potom (X, F, I) je priestor D-integralu. Lahko sa zisti, Ze pre najmensie aplné
o-rozsirenie priestoru (X, F, I) D-integrdlu plati A € M, uy(A) < co=>ZX € F,
kde (X, M, u,) a (X, M, u,) st priestory miery indukované tym najmensim
uplnym o-rozsirenim. Pritom (X, M, ;) == (X, M, u,), pretoze je 1(X) =
=1 F uy(X) = o0

4.1.6. Kedze pf je vonkajsia miera na o-algebre vsetkych podmnozin mno-
ziny X, mozeme sa zaoberat otdzkou, aka vlastnost musi mat okruh mnozin,
aby tdto funkcia bratd4 na fom bola mierou. VSetky takéto okruhy maja
istu vlastnost vzhladom na ten priestor D-integralu. Za tym téelom zavedme
pojem I-oddelitelnych mmnozin: Nech (X, F,I) je o-priestor D-integralu.
Potom disjunktné mnoziny A4 a B nazyvame I[-oddelitelnymi, ak bud
X,up=<f=f€F, alebo existuju také dve funkcie f a g z F, 7e je X, < f,
Xp =g a I (min(f,g)) = 0.

Nech (X, F, I) je o-priestor D-integralu. Nech R je okruh podmnoZin mno-
Ziny X. Potom nutnd a postacujica podmienka pre to, aby ui na R bola miera,
je, aby kazdé dve disjunktné mnoZiny z R bolt I-oddelitelnims.

Doékaz. Nech uy je na R mierou a nech 4 a B st dve disjunktné mnoziny
z R. Ak je pf (4 v B) = oo, potom pre kazdt funkeiu f s vlastnostou X ,u, < f
je f€F. Ak je uf(4 U B) < oo, existuju zrejme také dve funkcie g a &
z F, %e je Xy <g, Xy <h a uf(4d) = I(g), uf(B) = I(h). Dalej musi platit
0= 1 (min (g, b)) = I(g + h) — I (max (g, h) = u}(4) + u¥(B) — I (max (g,h)) <
< u¥(A) + puf(B) — p¥(A U B) = 0. Teda je I (min (g, h)) = 0 a mnoziny 4
a B su I-oddelitelné.

Nech R je taky okruh podmnozin mnoziny X, ktorého kazdé dve disjunktné
mnoziny st [-oddelitelné. Lahko vidiet, %e pre d6kaz tvrdenia, Ze uf je na R
miera, stadi dokdzat toto: ak {4,},2; je postupnost navzajom disjunktnych

mnozin z R, pre ktoré je U 4, z R, tak plati u¥( U 4,)= > u¥(4,).
n=1 = n=1

Ak je u¥( O A,) = oo, vtedy td nerovnost zrejme plati. Nech je teda
n=1
ua( O A4,) < co. Mnoziny O A; a A, ,s0l-oddelitelné, a preto musia existovat
n=1 i=1

také dve funkcie fa gz F,%e je X b 4, < fa X, +1§9>I(/‘)=N§k( U 4;),1(g) =
i=1 " i=1

= #f(Aua) a1 (min (f,g)) = 0. Nech jo h € F, b = 23" .o ("0 A = I(h).

=1 1=

Potom plat: uf("0' ;) = I(k) = I (max (min (£, k), min (g, 4))) = I (min (f, 1))+

94



+ I (min (g, h)) — I (min (min (£, b), min (g, h))) = p3( ,§1Ai> + (A, 11). Preto

pre kazdé prirodzené dislo n plati: > u¥(A4,) = u¥ ( O A,). Z toho vyplyva, Ze je
=1 =1

(3

w0 4,)= (0 4) = 2 ui(A,) pre n = 1, 2,3, ... a teda aj u( 811‘1”)2
1 =1 n

3

=

118

215 (Ay).

4.2.1. Nech (X, F, I) je priestor D-integrilu indukovany priestorom miery
(X, R, u). Potom priestor D-integralu indukovany priestorom miery (X, M, u,),
resp. priestor D-integralu indukovany priestorom miery (X, M, u,), je roz-
grenim (X, F, I). Toto vyplyva z tej skuto¢nosti, ze pre kazdé 4 € R, pre
ktoré plati u(A) < oo, je A€M a py(4) = y(4) = p(4) = I(X,). To roz-
§irenie nemusi byt rovné (X, F, I), t.j. moze byt efektivne vidsie, ako sa
to lahko d& ukdazat na priklade (X, I, I) z 4.1.5. Ak priestor (X, F, I)
D-integralu je indukovany o-priestorom miery (X, R, ), tak sa priestor D-inte-
graluindukovany (X, M, u,) zhoduje s (X, F, I). Toto neplati pre (X, M, u,). Ak
totiz vyjdeme z najmensieho tplného o-rozsirenia z prikladu z 4.1.5, méZeme
lahko ukézat, ze priestor D-integralu indukovany (X, M, u,) je skutoénym
roz&irenim toho najmensieho Gplného o-rozsirenia.

4.2.2, Nech (X, F,I) je o-priestor D-integrdlu, pre ktory plati: f€F =
= min (f, 1) € F. Nech je ACX a X, €F, potom je A € M.

Doékaz. Nech ¢(u,, ..., u,) je lubovolna spojita nezaporna konednd funkcia
definovana na n-rozmernom euklidovskom priestore a nech je ¢(0, ..., 0) = 0.
Potom je zname ([1], str. 178), Ze existuje taka neklesajica postupnost
{@e(wy, ..., w,)}rey nezdpornych funkeii konvergujica vSade k funkeii
@(Uy, ..., u,), pri ktorej kazda funkecia ¢(u,, ..., u,) patri do najmensieho
vektorového sviazu H funkeii s vlastnostami:

a) funkcie %, ..., u, st z H;

b) pre kazdd funkciu = z H je aj min (7, 1) z H. Je zrejmé, ze pre lubovolné
funkeie fy, ..., f, z F je aj @ufy, ..., fa) 2 F, a ak f, ..., f, a funkcia
o(uy, ..., u,) st také, Ze existuje h € I, pre ktoré plati ¢(f,, ..., f,) = b, je
aj <P(f17 . 'sfn)e-F-

Nech je ACX, X,€F a f=0, f€F. Potom volme funkciu ¢(u,, u,) =
= |uy . uy|. Plati | f¥,| = fX, < f. Z toho vyplyva, Ze fX, je z F. Lahko sa
uz dokéze, %e je 4 € M.

4.2.3. Nech (X, F,I) je o-priestor D-integrdiu. Potom kaZdd funkcia f € F
je (X, M)-meratelnd viedy a len viedy, ked plati: f € F => min (f, 1) € F'.1

Doékaz. Nech plati: f € F = min (f, 1) € F a nech je g €F, g = 0. Nech je
a>0a 4= {z:g(x) > a}. Potom postupnost {g,},2,, kde je g, =n.

1 Ak (X, F, I) je uplny o-priestor D-integralu, je to tvrdenie v (17) z [14].
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nm+1 n . (g .
. -n—mm m.g,l — min E,I)Jprenz1,2,3,...,]eneklesaj1’10a

postupnost funkeii z F, konverguje k ¥, a g, < %pre n=12,3,....%Z toho

vyplyva, ze je X, € F'. Podla 4.2.2. je A € M. Dalej je zrejmé, 7e aj {x : g(x) > 0}
jez M. Teda je g (X, M)-meratelné. Z toho ihned vyplyva (X, M)-meratelnost
lubovolnej funkcie z F'.

Druhd dast vety vyplyva z 4.1.3 a z rovnosti min (f, 1) = (f — fX,) + X,
kde je feF a A = {x: f(x)=1}.

4.2.4. Nech (X, F, I) je o-priestor D-integrdlu. Potom (X, F, I) patrs k ne-
jakému priestoru miery vtedy a len vtedy, ked preft plati: f € F = min (f, 1) € F.
V tomto pripade (X, F, I) patrt aj k (X, M, u,).

Dokaz. Je zndme, ze ked (X, F, I) patri k priestoru miery, tak prei plati:
f € F = min (f, 1) € F. Na zaklade tohto je zrejmé, Ze pre dokaz nasej vety
sta¢i dokézat, Ze kazdy o-priestor (X, ¥, I) D-integralu splitujici podmienku:
f€F = min (f, 1) € F, patri k (X, M, p,). Toto dokazeme takto:

Nech je A€M a u,(A) < oco. Potom existuje g € F' také, ze je X, < g
a uy(A) = I(g). Z rovnosti ¥, = min (g% ,, 1) vyplyva, Ze je X, € F' a u,(A) =
= I(X,). Z tohto ihned vyplyva, Ze kazda jednoducha (X, M, u,)-integrova-
telna funkeia na X, t. j. funkcia ¢, X, + ... + ¢ X, , kdecy, ..., c, siredlne
¢islaa Ay, ..., 4, €M, 1y(A4;) < oo, ..., uy(4,) < oo, jez F a plati I(cX,, -+
+ oo ek, = f(clﬁff,1 + ...+ ¢ Xy,) duy. Z toho, ze (X, F, I) je o-priestor

x
D-integralu a ze kazda neziporna (X, M, u,)-integrovatelna funkecia na X je
limitou nejakej neklesajucej postupnosti nezapornych jednoduchych (X, M,
us)-integrovatelnych funkeii na X, lahko sa odvodi, Ze kazda (X, M, u,)-inte-
grovatelna funkcia ¢ na X je z F a plati pre tiu: I(g) :1\[ g dus,.

Nech je f€F a f=0. Nech {x,},%, je takd prostd postupnost realnych
¢isel, ktord je hustd v . <0, 00), ¢y =0awx, >0pren = 2,3,4,.... Nech
0= <& < ... <ol je prvych « élenov tej postupnosti usporiadanych
podla velkosti. Nech pre n = 1,2,3,...ak=1,2,3,...je AP = {z: &V <
=< f(®) < 24}, pri¢om nech je x{”; = co. Podla 4.2.3 je A € M pre kazdé kan,

a teda je aj XAS.n) € F pre kazdé k a n. Postupnost {f,} 2, kdeje f, = >, o A
4 k=1

pre n = 1, 2,3, ..., je neklesajica postupnost jednoduchych (X, M, u,)-inte-
grovatelnych funkeii na X konvergujica k funkeii f. Postupnosti { I, dps} w2y
X

a {I(f,)} 2, st totozné a ohranidené. Z toho vyplyva, ze f je (X, M, u,)-inte-
grovatelna na X a plati: I(f) = f f du,. Tym je veta dokdzand.
x

Na najmensom tplnom o-rozsirent priestoru (X, F, I) D-integralu z prikladu
4.1.5 sa lahko zisti, Ze vo vete nemdzeme (X, M, u,) nahradit (X, M, u,).
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Poznamenajme nakoniec, Ze velmi délezitym problémom je tu nasledujtci
problém: Ci existuje k lubovolnému priestoru (X, F, I) D-integralu taky
o-priestor D-integralu, ktory patri k nejakému priestoru miery a ktory je
roz§irenim (X, F, I). Na tento problém mysli aj H. Stone v [14] na konci
¢lanku.

4.3. V pripade, 7e pre uplny o-priestor D-integralu plati f € F => min (f, 1) € F
je znadme, ze plati aj fX, € F pre kazdé f € F a A meratelnd mnoZinu; o
umozituje definovat neuréity integral. V Ziadnom z pripadov zo znamych
meratelnosti podla (a), (b) a (¢) u Hildebrandta nie je zname, &i aj v pripade
neplatnosti podmienky: f € F = min (f, 1) € F je fX, € F pre kazda f€ F a A
meratelni mnozinu. Na zaklade poznamky v 4.1.5 je zrejmé z definicie M,
ze aj v tomto pripade to plati. Teda pre kazda f € F moéZeme definovat ne-
uréity D-integral /,(f), kde je 4 € M, na X takto: I ,(f) = I(fX,). Ako sa d4
lahko zistit, je 7 ,(f) o-aditivnou funkciou a absolutne spojitou vzhladom

na u, . I 4(f) nemusi byt absolutne spojitou funkciou vzhladom na pg,, ¢o sa
da zistit na priklade z 4.1.4.
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3AMETKU KR TEOPIUUN MEPH N HWHTETPAJA
JIAJIMCJTAB MU TITHK
BuIBO (b

(X,R,u) MBI HABBIBAEM 11POCTPAHCTBOM (0-TPOCTPAHCTBOM) MCPbI, €¢I R—KOJIB1{0 (0-KOJIBIO)
TOAMHOKecTB MHOmKecTBa X M u Mepa Ha R. (X, F,I) mbl HaspiBaeM 1npoctpaHctsoMm D-un-
Terpasia, ec.im F BCKTOPHASL CTPYKRTYpa BCUICCTBCHHBIX QyHiumii, onpejpesicuunx Ha X, u
J-BeIECTBCHHBI OHOPOAHDL, {JIATUBHLI, HCOTPHUEQTENLHbI 1 B O MOHOTOHHBIA CBEPXy
HenpepsBHBIT QyHKIMonan na F.

o-npocrpaHcTBOM D-MHTErpasa Ml HasbiBaeM Takoce npocrpancerso D-unrerpana (X, F, I),
KOTOPOe MMeeT CJIeIyIoNee ¢BOHCTBO: Npeies Kaxkaol Takoil neyOn Balome nocieaoBaTein-
HOCTH {fp}oey $yHrumit u3 F, paa roropou {I(f,)}ir- orpanudcHHslil, npuuagiexur F.
ITpocrparcrBo D-nnrerpana (X,F,I) na3piBaeTc s HOJHBIM, ecJiu myeet Mecto: fEF | g | <|f],
I(fy=0= g€F. -

(Xp Ry 15) HaspIBaercs pacuiupenueM (g, Ryuy), ecomn X = Xo, Ry CRy u uy(A) = py(4)
nas A €R,. (X,, F,, I,) nazuiBacresa pacumpenuem (X, Fy I,), ccin X, = X,, F, CF,
u I(f) = I,(f) wist f€F,.

ITepsoe 3aneuanne Kacaerest merosia pucca ([10], [11]) o paciupennn npocrpanctsa D-un-
terpada (Xy, Fy, I,) Ha MUHUMa1bHOE I0JHOe o-pacimupenue (X, F, I), 1. e. (X, F, I) aisgercd
MOJHBIM 1pocTpaHcTBOM D-uMHTErpasa, KoTopblil siBadcrca pacummpenuem (X, Fo, I)) u pac-
HIMpeHHeM KOTOPOro SABJAETCA BCsAKOoe MOJIHOe ¢-npocTpaHerBo D-umrerpasia, woTopbii
AB.1sieTes paciupenues (X, Fo, I,). B merone pucca ([11], erp. 132—~/1 34) nOHATHE MHOMKECTBA
MCpPBI HY:Ih BO3MOMKHO MCK/IOYHTE cylepyionmd obpasoM: 1myceTh (G} MHOMCCTBO BeeX QyHK-
mui f, JUIsSE KOTOPBHIX cylecTBYeT HCeYOBIBAIOLMIAA NOCJCAOBATCILHOCTL {f, )71 PyHKuui ns

Fo, rie {I, (fu)}r-1 orpanmdenslii, n rakux, uro f(x) = lim f,(x) gna sesaxoro x € X, s
N~—>»0
o ’
roroporo cyuieersyer lim f,(x). Muoskecto Bcex paspueson ¢ynrumii 3 Cq o6o3mauun F.
n—>o0
Dyurimo I, BO3MOKHO 0JHO3HauLo paciuupurk Ha I tar, yro (X, F, I) ecTh npocTpaHcTBO

D-unterpasia. (X, F, I) Apasietcss 9THM MUHAMATBHLM MOJHKNM o-paciuupenuem (X, Fo, Iy).

R

-~
n

IMycers (X, R, p) upoerpauctso mepot. Hyers Foammosieetso Beex GyHrimi f = Z i Xy

=1
PIIC g, . ooy %, YA, Z,,;l. . Xp o Xaparrepuerudecine Gynimm smnokecrs By, E., us R,
: )
n n
JUTA ROTOPBIX p(By) < oo, .oy, u(H),) < oo llyern I(f) = > appe (), uist f = Zaix,,vieFo.
i=1 i=1

(X, Fy, I,) cctn npocrpanerso D-unrterpada, nopomicnoce upocerpancersos mepsl (X, R, u).

Hyers (X, Fy, I;) npoctpadetso D-uurerpasia. Hycers M o1akast Bekropiiast ¢TpyKTypa
Gynruuil, onpejesacuunx Ha X, KOTOpas sIBAsieTess MUHUMAJILION cuctenoin Bapa nag Fy.
Hycrs F+ MHOMeCTBO  BeeX Tex  HeoTpuuarte buniX Qyninmii ws M, juig  KOTOpbIX
sup (I,(f): 0 < f =/, f € F;} < oco. Mnl onpepeanm  na F+ gyninuio I+ cirepyonam
obpaszom: wast fEF+ cern IH(f) =sup {[,() : 0 =f < f, f€F,. Iyers F MHOMKCCTBO
BeeX TakuX ymiuii f, uro f+ = max (f, 0) € F+ u f~ = —min (f, 0) € F+, nososknm I(f) =
= I+(f*) — I+ (f), ccom f € F. MapeerHo [12], uro (X, F, I) spastieresn MUHUMAJIDHHIM G-Pac-
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mmupenuem (X, Fy, 1)), econ (X, F'y, I,) — npocrpancrBo D-uurerpasia, 110po#/IcHOe KaRHM
uubynp o-upocrpanersoM Mephl (X, R, u), rpe X €R.

TlpuMmep BO BTOpPOM 3aMeTKe nokasbiBaer, 4to (X, F,I) He moskeH ObITh BCeIla MUHAMAJIb-
HeM o-paciuupenueM (X, Fy, I). Ho (X, F,I) aBisdercs MEHIMAJIBHLIM 0-pacIINPeHNEM, eCJIu
(X, F, I,) umeer cjeayiomee ¢BOMCTBO: nycmbv 5 > 0, 7 >0, f€e Fy u {f}°-1 makas nocae-

o0

HDosameavrocms neompuyameavhvix Pynkyuii ua M, das komopoii Z fn = f. Homom cyryec-
n=1
meyem makas nome@oeammwormb {f‘,}n .0 Heompuyameawvuvix Pynryuii uz Fy, wmo f, < f,

daan =123 ...,f, <f— Zf,, n } I,(f, I,(f) —.

n=1 n-U
Ha npuMepe TNMOKA3aHO TOMKe, UTO CyuiecTByeT HnpocTpaHcTBO D-HHT(’I‘p‘rUIa, KoTOopoe
AMCET CBONCTBO npeanecTBynouero 2163El]L21 U HC CCTH TOPOMKI(EHOC O-TIPOCTPAHCTBOM MeEphI.

3

Ilycrs (X, R, u) — upocrpancTso Mepsl 1 nycts (X, Fy, I,) — npocrpanctBo D-uurerpada, 1o-
posienoe npocrpancTBom Mepnl (X, R, ). Mot roBopum, uro (X, F, I) npuHaguessur k (X, R, 1),
ccan (X, F, I) — MURUMAaJIbHOE o-PACIIMPEeHUe WIM MEHHAMAIbLHOE HOoJHOoe o-paciupenme (X,
Fy, Iy). B aT0ii 3aMeTRe OKA3aHO CJICAYIOIIeC YTBEePHIeHUe:

Hycmo Oan ¢ = 1,2 (X3, Fy, I;) noanoe npocmpancmeo D-unmezpasa, xomopoe npurnad-
aexcum o-npocmparcmey sepvt (X, Ry, ug). lHomom (X4, Fy, 1)) = (X,, Fy, I,) moeda u moavko
moeda, ecau daa ecaroeo A € Ry, i (A) < oo (i = 1, 2,) cywecmsywom makoe B,, B, € R;
(G=1,2,7 #14),wmo By C A C Bynpj(B,) = ui(4d) = pj(By).

Mexy Beemu npOCTPAHCTBAMM MePBI, KOTOPHIM NPHHAJUIEAKHUT TOTHOC O-IPOCTPAHCTBO
D-unrerpana (X, F,I), cymectByer Makcumaibioe (X, R ,u)B 3TOM CMFBICITE, YTO OHO ABJISACTCS
paciIMpeHNeM BCAKOIO IIPOCTPAnCTBA Mepsl, Kotopomy npuuamtexur (X, F, I). lna R mycer
Mecto: R={A:A ¢Cc X, fEF = fX,4€F}.

%

Ecmn (X,F,I)—noanoe o-npoctpancTso D-unrterpasia, I0TOM MO#KHO 3TOMY IPOCTPAHCTBY
pasanunsiM obpason ([3], [7], [8], [11], [14]) otHecTn mpocTpancTBO Mepsl (X, R, u) TaK, 410
unmeer mecto: cciu (X, F, I) npaHALICHKUT KAKOMY-HIOYb IPOCTPAHCTBY MepPHI, IpPUHAJJIC-
JKAT OO TOKC IPOCTPAHCTBY Mephl (X, R, u). B yerBepToil 3aMerie onmcaH APYroi cmocol
BTOr0 COOTBETCTBHA & TO M B TOM ciiyuae, Korja (X, F, I') He ABIIAeTCA NOTHBIM 6-TIPOCTPAHCTBOM
D-unrerpada.

Iowasano: nyemv (X, F, I) — npocmpancmso D-unmeepasa. IIyeme R = {4 : A C X,
JEF=fX €F} u nyemv u; u puy Pynryuu onpedesernvie Ha R caedyrowus ob6pasosr:

1(A) = sup {I(/):0=f < ya.f €F} 1 py(A) = inf { Y I(fu) : 44 = D fus fn =0, fn€F
n=1 n=1

daa n=1,23, .. } daa A €R. [lomom (X,R, puy) u (X, R, uy) asasniomes npocmpancmeantu
wepvi. Ecin (X, F, I) — o-npocrpanctso D-unrerpana (X, R, uy) u (X, R, u,) Toe ABIAIOTCS
o-npocrpadcTBamu Mepbl. J[laibie umeer mecto: (X, F, I) ABIAETCA NOJHBIM G-IPOCTPAH-
crBoM D-mHTerpasia Torma M TosbKo Toraa, Korma (X, R, u,) ABASACTCA NOJHEIM O-IPO-
CTPAHCTBOM MCPLI. B 3TOM yTBepKIEeHMM HeBO3MOKHO 3amenHuts (X, R, u,) ¢ (X, R, ).
st Toro, uro Obl umeno Mecto (X, R, uy) = (X, R, uy), HeoOxoquMo u moctarouno: A € R,
Mi(4) < co= x4 €F, ccu (X, F, I) — nosnnoe o-npoctpancTBo D-mHTerpaa.

Ecan (X, F, I) asndcrca o-upocTpancrBoM D-uHTerpasia, moxHo s A C X omnpepe-
murh: p¥(A) = inf {(I(f) : x4 = f, f € F} n p14(A) = sup {I(f) : 0 = f = x4, f € F}. Oynxunsa
J¥ — BHCIITISA MEPA HA CHCTEME BCCX TIOJIMHOIKCCTR MHOMRCCTBA X M {14 BHYTPCHHSAA Mepa Ha

99



CHCTeMe BeeX TojMITokecTB MuoyecTBa X Menity #f-usMepiMuIMI MHOYKCCTBAME 1 MEFKAY R
mMeer MecTo cootHouterne: nyemo (X, F,I) — noanoe o-npocmpancmso D-urimezpaaa. ITomom
sroucecmeo A ssagemes pF-uzsmepusvim moeda U moavko moeda, rozda A € R.

Ecmun (X, F, I) npOCTp?xI{C'rBO D-uuTerpana, noposaeHoe NPOCTPAHCTBOM MEpPHI, TOTOM
npocTpaunctso D-uHTerpana, nopoxsaeHoe npocTpancTBoM Mepsl (X, R, i,), Mt NpocTpaiucTso
D-unrerpaga, nopoKmgeHoe HpocTPaneTBOM Mephl (X, R, 1), ABIIACTC S pacmmpenunem (X,F,I).
Ecan (X, F,I)— o-npocTpancTBo D-uHTCrpajia, HOPOMAKEHOE HCKOTOPBIM HPOCTPAHCTBOM MEPbI ,
norom (X, F, I) ABiAeTcs TOMTECTBEHHALIM ¢ IPOCTPaHCTBOM D-mHTerpana, noposieHbIM
npocTpancTBoM MepHl (X, R, u,).

IHTepecHB! e cienyiomye TeopeMbl YCTBEPTOH 3aMeTKH, KOTOpBIE ABJISIOTCA aHAJIO-
ruAMua HeKoTopwix Teopem 1. Crona ma [14]:

Iycemv (X, F, I) —o-npocmparcmeo D-unmeepaaa, das romopozo useem secmo: f € F =>
= min (f, 1) €F. Hycmv ACX n X4 €F, nomon A €ER.

ITyemv (X, F, I) — g-npocmparcmeo D-unmeepaaa. Homoas ecaran Ppynryus f € F agasemes
(X, R) — usatepumoti moeda u moavko mozda, kozda umeem astecmo: f€F => min (f, 1) € F.

Ilyems (X, F, I)— o-npocmpancmeo D-unmee paaa. Homo.w (X, F, I) npunadaencum nexomo-
POMY NPOCMPAHCINBY MEPBL TN02Da U IN0AbKO mo2da, koeda useem aecmo: fE€F =>min (f,1)EF.
B amom cayuae (X, F, I) npunadaencum moxce & (X, R, uy).

B nocaenHoll TeopeMe HEeBO3MOKHO 3amMceHUTH (X, R, uy) ¢ (X, R, uy).

Onucasblil ¢cnocod cOOTBETCTBHSA MeKLY 1IPOCTPAaHCTBOM Mephl (X, R, 4,) U TIPOCTPAHCTBOM
D-uuterpana gaeT BO3MOMKHOCTH ONPENC/JNTh Heonpenesicnubtii nnrerpai I4(f) mnsa A € R
u f € F cnepyonmm obpasont: I 4(f) = I(fX,4). Oror Heompeje ielnblii MHTErpai abcoloTHo
HCTIPePRIBHBLT OTHOCUTEILHO fy, HO OH 11¢ AOIDKCH OBITh aOCOJI0THO HEOPCPBIBHLIA OTHOCH-
TCABHO [y .

EINIGE BEMERKUNGEN ZUR MASS-
UND INTEGRALTHEORIE

LADISLAV MISIK
Zusammenfassung

(X, R, 1) nennen wir den Raum (s-Raum) des MaBles, wenn R ein Ring (o-Ring) der
Untermengen der Menge X ist und wenn x ein Mafl am X ist. (X, F, I) nennen wir den
Raum des D-Integrals, wenn F ein Vektorverband der reellen Funktionen ist, die auf
der Menge X definiert sind, und I eine reelle homogene additive, nichtnegative und in 0
monoton von oben stetige Funktionale ist, die auf dem Vektorenverband F' definiert ist.
Der Raum des D-Integrals (X, F, I), fur welchen gilt: der Grenzwert jeder solcher nicht-
fallender Folge {(f,)},Z1 der Funktionen aus F, fur welche {I(f,)},21 beschrankt ist, gehort
zu F, nennt man o-Raum des D-Integrals. Der Raum des D-Integrals (X, F, I) ist voll-
standig, wenn f€F, |g| = |f|, I(|f]) = 0= g €F gilt.

(X5, Ry, p1y) ist eine Erweiterung von (X,, Ry, n;), wenn X; = X,, R, C R, und
1(A) = py(A) fur A €R, ist. (X,, F,, I,) ist eine Erweiterung von (X, F,, I;), wenn
X, =X,, I, C F,und I|(f) = IL,(f) fur f € F, ist.

Die erste Bemerkung hezieht sich auf die von F. Riesz stammenden Methoden ([10],
[11]) der Erweiterung des Raumes des D-Integrals (X, F,, I,) auf die minimale voll-
stindige o-Erweiterung (X, F, I), das heiBt (X, F, I) ist ein vollstindiger o-Raum des
D-Integrals, welcher eine Erweiterung von (X, F,, I,) ist und dessen Erweiterung ein jeder
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vollstindiger o-Raum des D-Integrals, ist, welcher die Erweiterung von (X, F,, I,) bedeutet.
In der Methode von F. Riesz ([11], Seite 132— 134) kénnen wir den Begriff der Null-
mengen folgend eliminieren: Sei Cy die Menge aller Funktionen f, fiir welche eine nicht-
fallende Folge {(f,)}»n2: der Funktionen aus F, existiert, wobei {I,(f,)}»21 begrenzt ist, so
daBl f(xz) = lim f,(2) fir jedes x € X, fiir welches Iim fn(z) existiert. Die Menge aller
—>
Differenzen deoi* Funktionen aus C] bezeichnen WJr7 als F. Die Funktion I, ist méglich
eindeutig so auf I zu erweitern, daBl (X, F, I) die kleinste vollstdndige o-Erweiterung
von (X, Fy, I,) ist.

[
I~

n
Sei (X, R, u) ein Raum des MaBes. Sei F, die Menge aller Funktionen f = > o;X

=1
wobel o, ..., %, Zahlen sind, Xy , ..., XE,'L charakteristische Funktionen der Mengen
I’l, ..., £, aus R mit den Eigenschaften u(#,) < oo, ..., u(#,) < oo sind. Sei I(f) =

n
= > ou(Ey) far f = Z 1o 7,1 €F,. (X,F,, 1, ist der Raum des D-Integrals induziert
1—1
durch den Raum des MaBe% (X, R, n).

(X, I'y, I) sei der Raum des D-Integrals. M sei so ein Vektorverband der Funktionen
die auf X definiert sind, welcher das kleinste Bairesystem tiber F, ist.

F+ sei die Menge aller jener nichtnegativen Funktionen f aus M, fur welche gilt:
sup {I,(f): 0 = f </f f€F,) < co. Definieren wir auf F+ die Funktion I+ folgend:
fiir f € F+ ist I+(f) = sup {I,(f) : 0 <= f, f € F}} . F sei die Menge aller solcher Funktio-
nen, daB f+ = max (f, 0) € F+ und f~ = —min (f, 0) € F'+.

Setzen wir I(f) = I+(f+) — I+(f-), wenn f € F ist. Es ist bekannt ([12]), daf (X, F, I)
die kleinste o-Erweiterung von (X, Iy, I,) ist, wenn (X, F,, I,) der Raum des D-Integrals,
induziert durch einen o-Raum des Mafes (X, R, p) ist, wobei X € R ist.”

Das Beispiel in der zweiten Bemerkung zeigt, daB (X, F, I) nicht immer die kleinste
o-Erweiterung von (X, F,, I,) sein muB3, aber (X, F, I) ist bestimmt die kleinste ¢-Er-
weiterung von (X, F,, I;), wenn (X, F,, I,) die folgende Eigenschaft hat: Se: 17 >0,

120, 7€F, und {f,},21 so eine Folge nichtnegativer Funktionen aus M, fir welche Z fn =
=1
gilt. Dann existiert so eine Folge {fz}F-o nzch!negatwer Funktionen aus F,, daf folgendes

gilt: Jo = fo fiir n =1,2,3, . fo <f- an und ZIl(fn) > Il(f) -7
n=0
Auf einem Beispiel wurde gezeigt, daB eln Raum des D-Integrals existiert, welcher

die Eigenschaft des vorigen Absatzes hat und nicht durch den ¢-Raum des Mafles in-
duziert ist.
3

(X, R, 1) sei ein Raum des MaBes und (X, Fy, I,) sei ein Raum des D-Integrals,
induziert durch den Raum des MaBes (X, R, u). Sagen wir, daB (X, ¥, I) zu (X, R, u)
gehort, wenn (X, F, I) die kleinste o-Erweiterung oder die kleinste vollstindige Er-
weiterung von (X, Fy, I,) ist. In der dritten Bemerkung ist zuerst die folgende Behauptung:

Fir v = 1, 2 sei (X;, F;, I;) ein vollstindiger o-Raum des D-integrals, welcher zu dem
o-Raum des Mafes (X;, R;, ;) gehort. Dann ist (X,, F,, I,) = (X,, F,, I,) dann und
nur dann, wenn zu jedem A €R;, ui(d) < oco(i=1,2) B, B,ER; (j =1,2,7 1)
existiert, so daf B; C A C B, und pu;j(B;) = ui(4) = pi(B,) ist.

Zwischen allen Rédumen des MafBles, zu welchen der vollstiandige o-Raum des D-Inte-
grals (X, F, I) gehort, existiert ein groBter (X, ,R ) in dem Sinne, daB er die Erweiterung
jedes Raumes des MaBes bedeutet, zu welchem (X, F, I) gehort. Fiir R gilt: R = {4 : A C X,
JEF = X, EF}.
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Wenn (X, F, I) ein vollstdndiger o-Raum des D-Integrals ist, dann ist es moglich
verschiedenerweise ([3], [7], [8], [11], [14]) einen Raum des MafBles (X, R, ) ihm so
zuzufiigen, daf folgendes gilt: Wenn (X, F, I) zu irgendeinem Raum des MaBes gehort,.
dann gehort es auch zu dem Raum des MaBes (X, R, u).

In der vierten Bemerkung ist eine andere Art der Definition so eines Raumes des.
MaBes beschrieben, und zwar auch in solchem Fall, wenn (X, F, I) nicht ein vollstdndiger:
o-Raum des D-Integrals ist.

Diese Art ist: Sei (X, F, I) ein Raum des D-Integrals. Sei R = {A:ACX,f€F = fX 4€F}
und p; und u, seien folgend auf R definierte Funktionen: pu(A) = sup {I(f) : 0 < f =% 4,

[ee} 0
JE€F} und po(A) = illf{ZI(f,,) Xy = an, fnz0,f, €F fiirn=1,2,3, .. }fU”'A €ER.
n=1 n=1
Dann sind (X, R, 1) und (X, R, u,) die Ridume des MaBes. Wenn (X, F, I) sogar ein
o-Raum des D-Integrals ist, dann sind auch (X, R, ;) und (X, R, p,) o-Rdume des
MafBes. Weiter gilt: (X, F, I) ist ein vollstindiger o-Raum des D-Integrals dann und
nur dann, wenn (X, R, u,) ein vollstiandiger o-Raum des MaBles ist. In dem Falle kénnen
wir nicht (X, R, p,) und (X, R, u,) ersetzen.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Geltung der Gleichheit (X, R, u,) =
= (X, R, u,) ist die folgende Bedingung A € R, u,(A) < co =X 4 €F.

Wenn (X, F, I) ein g-Raum des D-Integrals ist, dann kénnen wir g¥* und s,y fir A C X
folgend definieren: p¥(4) = inf {I(f): % < f, f €F} und u;4(A) =dsup If): 0 =f =
=74, fEF}. -

Die Funktion /LfZ" ist ein duBeres MaB auf dem System aller Untermengen der Menge X
und /44 ein inneres Maf3 auf dem System aller Untermengen der Menge X. Zwischen den
¥-mef3baren Mengen und zwischen R gibt es die Beziehung, welche durch folgenden Satz
ausgedriickt wird: Sei (X, F, I) ein vollstindiger o-Raum des D-I ntegrals. Dann ist A eine
p¥-mefbare Menge dann und nur dann, wenn A € R ist.

"Wenn (X, F, I) ein Raum des D-Integrals induziert durch einen Raum des MaBes
ist, dann ist der Raum des D-Integrals induziert durch den Raum des MafBles (X, R, u,),
resp. der Raum des D-Integrals induziert durch den Raum des MaBes (X, R, u,), eine
Erweiterung von (X, F, I).

Wenn aber (X, F, I) sogar ein o-Raum des D-Integrals, induziert durch einen Raum
des Mafes ist, dann stimmt (X, F, I) mit dem Raum des D-Integrals iiberein, induziert
durch den Raum des Mafes (X, R, u,).

Interessant sind noch die S#tze der vierten Bemerkung, welche bestimmte Analogien
von irgend welchen Behauptungen von H. Stone aus [14] sind. Es sind:

Sei (X, F, I) ein o-Raum des D-Integrals, fiir welchen gilt: f € F => min (f, 1) €F. Es
set ACX und X 4 €F, dann ist A €R.

Sei (X, F, I) ein o-Raum des D-Integrals. Dann ist jede Funktion f € F (X, R)-mefbar
dann und nur denn, wenn folgendes gilt: f € F = min (f, 1) € I

Sei (X, F, I) ein o-Raum des D-Integrals. Dann gehirt er zu einem Raum des Mafles:
dann und nur dann, wenn fiir ithn folgendes gilt: f € F => min (f, 1) € F. In dem Falle
gehort (X, F, I) auch zu (X, R, py).

Im letzten Satz konnen wir nicht (X, R, u,) mit (X, R, u,) ersetzen.

Die hier beschriebene Art der Definition des Raumes des MaBles (X, R, pu,) gibt uns
die Moglichkeit den unbestimmten Integral I,(f) fir 4 €R und f € F folgend zu de-
finieren: I 4(f) = I(fX4). Dieses unbestimmte Integral ist absolut stetig in Beziehung
auf u,, mufl aber nicht absolut stetig in Beziehung auf u; sein.
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